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Предисловие 


Книга состоит из 39 глав и ” Дополнения” , которое содержит очер- 
ки, посвяшённые избранным темам алгебры, арифметики и анализа. 
В конце книги приведён предметный указатель. Структура книги во 
многом схожа со структурой моей книги ” Задачи по планиметрии”, в 
последнем издании которой тоже появилось ” Дополнение” и предмет- 
ный указатель. 

Книга предназначена для школьников, обучающихся в классах с 
углублённым изучением математики, и для преподавателей математи- 
ки. В ней представлены практически все темы алгебры, арифметики и 
анализа, которые сейчас изучаются в математических классах. Неко- 
торая часть изложенного материала выходит за рамки школьной про- 
граммы, но не за рамки программ математических классов. В основ- 
ном это те темы, которые традиционно вызывают большой интерес 
у школьников: свойства простых чисел, решение уравнений в целых 
числах, задачи о взвешивании монет, решение кубических уравнений, 
невозможность трисекции угла. 

Для удобства читателя в книге принята подробная рубрикация. За- 
дачи распределены по 39 главам, каждая из которых разбита на не- 
сколько параграфов. За основу классификации приняты методы реше- 
ния задач, хотя по необходимости сушественную роль играют и внеш- 
ние признаки (уравнения, неравенства, многочлены, тригонометриче- 
ские функции и т.п.). 

Основное внимание в книге уделено тем идеям, которые находят 
применение в современной математике или в других областях науки: 
физике, экономике и т.д. 

” Дополнение” состоит из отдельных очерков, посвящённых избран- 
ным темам алгебры, арифметики и анализа: рациональная параметри- 
зация окружности; суммы квадратов многочленов; представление чисел 
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в виде суммы двух квадратов; построение правильного 17-угольника; 
построения циркулем и линейкой; хроматический многочлен графа; 
диофантовы уравнения для многочленов; трансцендентность чисел е 
и л; теорема Ван дер Вардена об арифметической прогрессии. В кон- 
це приведён словарик, в котором объяснено происхождение некоторых 
математических терминов. 


Глава 1. 


Квадратный трёхчлен 


1.1. Наименьшее значение квадратного 
трёхчлена 


1 
1.1. Докажите, что если х > 0, то х + > 22. 


1.2. а) Докажите, что х(1 — 2) < 1/4. 6) Докажите, что 
т(а-— т) < а? /4. 

1.3. Докажите, что для положительных чисел а,6,с не могут од- 
новременно выполняться неравенства а(1 — 6) > 1/4, 5(1— с) > 1/4, 
с(1-а) > 1/4. 

1.4. При каком 5 функция ] (1) = (5—а1)?+...+(т—ав)? принимает 
наименьшее значение? 

1.5. Пусть 5, у, & — положительные числа, сумма которых равна 1. 

1 
Докажите, что -+-+- 29. 
у 2 

1.6. Докажите, что расстояние от точки (50,0) до прямой ах + у + 
[450 - 6уо + ‹| 

мЯ+Я о 

1.7. Пусть а1,..., ап — неотрицательные числа, причём а1 +... + 
+ а, = а. Докажите, что 


+ с = 0 равно 


а1а2 + а2аз +... + аа < а? 4. 
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1.2. Дискриминант 


1.8. а) Пусть а, 6, с — вещественные числа. Докажите, что квадрал- 
ное уравнение 


(т-а)(%-5+(-В(а-о+(2-©(т-а) =0 
имеет вещественный корень. 
6) Докажите, что (а-+6+ с)? > 3(а6 + $ + са). 


1.9. Пусть а1,...,@п, б1,...,6и — вещественные числа. Докажите 
неравенство Коши 


(и +... На)? < (+... +а2)(+...+8). 


1.10. Докажите, что если (а +6 + с)с < 0, то 6? > 4ас. 


1.3. Разные задачи 


1.11. а) Золотым сечением называют деление отрезка на две части, 
при котором весь отрезок относится к большей части, как ббльшая 
часть к меньшей. Чему равно при этом отношение меньшей части к 
большей? 

6) Пусть а — основание равнобедренного треугольника с углом при 
основании 72°, р — его боковая сторона. Докажите, что отрезки аиб 
делят отрезок а - $ в золотом сечении. 


1.12. Докажите, что квадратный трёхчлен ал? + 6х + с принимает 
целые значения при всех целых 5 тогда и только тогда, когда числа 2а, 
а-+ фи с целые. 


1.13. У уравнений 12? + ах + $ = Ои 1? + сх +4 = 0 нет корней, 


ь-+а 
меньших 10. Докажите, что у уравнения #2 + т“ + - = 0 тоже 


нет корней, меньших 10. 
1.14. Докажите, что если уравнения с целыми коэффициентами 
Т-+рЕ+а = 0, 
т? -+ра+ф = 0 
имеют общий нецелый корень, то р1 = ро и 41 = 42. 


1.15. Докажите, что если при любом положительном р все корни 
уравнения а? + 5 + с+р = 0 действительны и положительны, то 
коэффициент а равен нулю. 
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1.16. а) Трёхчлен ал? + 95 + с при всех целых 1 является точной 
четвёртой степенью. Докажите, что тогда а = 6 = 0. 
6) Трёхчлен ал? + 6х + с при всех целых 1 является точным квадра- 
том. Докажите, что тогда ал? + + с = (4х +е)?. 
1.17. Пусть 21 и 52 — корни квадратного уравнения 12 +ах +6 = 0, 
5п = 217 +17. Докажите, что 
8п _ пт (п т-Т)! п-2тут 
ры ес 
п т! (п — 2т)! 
т 
где суммирование ведётся по всем целым числам т, для которых 
0 < т < п/2 (формула Варинга). 


1.4. Теорема о промежуточном значении 


При решении задач о квадратном трёхчлене часто бывает полезно 
следующее утверждение, которое называют теоремой о промежуточ- 
ном значении для квадратного трёхчлена. Пусть }(5) = ат? + 95 + С, 
где а 7 0. Если } (<) (В) < 0, то на отрезке [а, В] лежит по крайней 
мере один корень квадратного уравнения ад? + и -е=0. 

Для }(1) = Ф(х) - 4(2) это означает, что если, например, 
(а) > 4(а) и $(В) < %(В), то на отрезке [а, В] есть точка хо, для 
которой $(10) = Ф(о). 

1.18. Докажите теорему о промежуточном значении для квадрат- 
ного трёхчлена. 


1.19. Пусть @« — корень уравнения 1? + ах +6 =0, В — корень 
уравнения 1? — ад — 6 = 0. Докажите, что между числами а и В есть 
корень уравнения 1? — 2ал — 26 = 0. 


1.20. Квадратный трёхчлен }(1) имеет два вещественных корня, 
разность которых не меньше натурального числа п > 2. Докажите, 
что квадратный трёхчлен }(5) + (++... + }(х + п) имеет два 
вешественных корня. 

1.21. Даны уравнения а5? + 05 +с =0и —а1? + 6х + с. Докажите, 
что если х, — корень первого уравнения, а 12 — второго, то найдётся 
корень хз уравнения 7? + 65 + с = 0, для которого либо 11 < тз < 12, 
либо т1 > хз > 12. 

1.22. Докажите, что на отрезке [-1, 1] квадратный трёхчлен /(15) = 
= 22 + ах + $ принимает значение, абсолютная величина которого не 
меньше 1/2. 
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1.23. Докажите, что если |412 + 95 + с| < 1/2 при всех |1| < 1, то 
1 
|452? + 5х + с| > 12 — 5 при всех |2| > 1. 


1.24. Докажите, что если |ах? + 6х + с| < 1 при |5| < 1, то |с22 + 
+ 65 +а| < 2 при {|| < 1. 


1.5. Уравнение касательной к конике 


1.25. Найдите уравнение касательной к конике а5? + 55 + су? +ат-+ 
+ еу+ } =Ов точке (50, у). 

1.26. а) Докажите, что касательная в точке (50, %0) к эллипсу (или 
гиперболе) а2? + 5? = 1 задаётся уравнением ахох + Мру = 1. 

б)Докажите, что касательная в точке (50,0) к гиперболе ху = а 
задаётся уравнением 505 - уу = 24а. 


1.6. Результант 


1.27. Докажите, что квадратные уравнения 1? + р1х +41 =0и 1? + 
+ р2х + 42 = 0 имеют общий корень (возможно комплексный) тогда и 
только тогда, когда 


(42 — 41) + (ри — р2)(р142 — 412) = 0. 


Выражение (42 — 41)? + (р: — 2) (р1 92 — 91 >) называют результантом 
квадратных трёхчленов 1? + рих + 41 и 1? + рох + 92. 

1.28. Докажите, что если числа р, ро, 41, 42 удовлетворяют нера- 
венству (42 — 41)? + (р: — р>) (р142 — 412) < 0, то квадратные трёхчлены 
22 +рт-+Чи 22 +25 + 42 имеют вещественные корни и между корнями 
каждого из них лежит корень другого. 


Решения 


1.1. Данное неравенство эквивалентно неравенству 12 —жЖ+1> 0, т.е. 
(1—1)? >20. 

1.2. а) Квадратный трёхчлен 1? — х принимает наименьшее значение при 
д = 1/2; оно равно —1/4. 
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6) Квадратный трёхчлен 2? -— ах принимает наименьшее значение при 
х=а/2; оно равно —а? /4. 
1.3. Согласно задаче 1.2 а(1—а) < 1/4, 61-5) < 1/4, с(1- с) < 1/4. 
Поэтому 
а(1 — БЫ — с)с(1 — а) = а(1 — а) 1 — 6)с(1 — с) < (1/4)3. 


1.4. Ясно, что {(2) = пл? —2(а1 +...+а»,)+а1+...+а2. Этот квадратный 
ат +... + 


у 


трёхчлен принимает наименьшее значение при х = 


1 
1.5. По условию — = СЕ Н-= 1 и а ; Такие же выражения мож- 
1 я 
но написать для - и -—. Согласно задаче Е. 1- т — > 2. Написав ешё два, 
у 2’ 
аналогичных неравенства, получим ОЕ 2 
1.6. Пусть точка (5, у) лежит на прямой ах - бу-с = 0. Тогда у = — и — 
поэтому 
ах {с 2 
(о во + (у = (ево? + (би) = 
22255 2 
+5 с 2с 
=? +2 (-20+ 5 + 9) ааа + +. 
Минимальное значение полученного квадратного трёхчлена равно 
62 ауо г 2 (ато Е Вуо + с)? 
Нея (-0 +9 +“). +х 20+ = р О НЫЕ = 


1.7. Пусть т = а1 + аз + а5 +... Тогда а — т = а2 + а4 + ав +... Поэтому 
согласно задаче 1.2 


а? [4 > т(а — =) = (м +аз+а5+...) (а2 + аа ++...) > 


> а1а2 + азаз+... + ап-1@т. 


1.8. а) Пусть для определённости а < 6 < с. Тогда при х = $ левая часть 
уравнения принимает значение (6 —с)(6—а) < 0. А при очень больших х левая 
часть положительна, поэтому уравнение имеет вещественный корень. 

6) Достаточно заметить, что дискриминант рассматриваемого в а) урав- 
нения неотрицателен. 


1.9. Квадратный трёхчлен (а15-61)?-+...+ (а,х-+»)? неотрицателен при 
всех х, поэтому его дискриминант неположителен. Вычислив дискриминант, 
получаем требуемое. 


1.10. Рассмотрим квадратный трёхчлен (5) = 5? + 64 + ас. По условию 
1(с) < 0. Коэффициент при ? положителен, поэтому рассматриваемый ква- 
дратный трёхчлен имеет два вешественных корня. Следовательно, его дис- 
криминант О =? — 4ас положителен. 
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У5- 
1.11. а) Ответ: 
у Ир, причём у < 2. Мы имеем золотое сечение тогда и только тогда, когда 


. Пусть отрезок разделён на два отрезка, длиной 


= = = = 1, где х — искомое число. Для х получаем уравнение (5х + 
Е. Ух 
уу-= 5 
+1) = --— = 1. Решая его и отбрасывая отрицательный корень, получаем 
& & 
1 \5 
х=---+ > ° 


6) ть АВС — треугольник с углами ХА = 36°, ИВ = [С = 77°. 
Пусть, далее, а = ВС иф = АС. Проведём в этом треугольнике биссектрису 
ВК. Тогда ХКВС = 36°, поэтому треугольник ВСК тоже равнобедренный 
с углом при основании 72°. Кроме того, АК = АВ, поскольку АВК = 36° = 


АВ вс 
= (ВАК. Значит, КС = -—а, поэтому равенство вс - ка записывается в 
[и [И 
виде — = $ ы ‚ т.е. 62 —фа = а?. Следовательно, ы -- = —, что и требовалось. 
а с а 


1.12. Предположим сначала, что квадратный трёхчлен (1) = ад? + 6х + 
+ с принимает целые значения при всех целых х. Тогда, в частности, число 
(0) = с целое. Числа }(+1) —с =а-Е 6 тоже целые. Значит, число 2а = (а + 
+6) + (а- 5) целое. 

Предположим теперь, что числа 2а, а + 6 и с целые. Тогда число х(ах + 5) 
целое при чётном х. А если х = 2Ё - 1, то число ах + 6 = 2ка - а - 6 целое. 


1.13. Из условия следует, что если 4 > 10, то 2? + ах +6 > 0из? + си + 
+4 > 0. Поэтому если х > хо, то 22? + (а + с)х + (6 +а) > 0. 


1.14. Если уравнение с целыми коэффициентами 2? + ри + 41 = 0 имеет 
нецелый корень х1, то этот корень иррациональный. Действительно, пусть 
х1 = т/п — несократимая дробь. Тогда т? + рутп + 9112 = 0, поэтому т? 
делится на п. Но по предположению числа т и п взаимно простые. Значит, 
число х1 целое. 

Таким образом, данные уравнения имеют общий корень х1 = а + УФ, где 
числа а и 6 рациональные, а число Уф иррациональное. Согласно теореме 
Виета второй корень первого уравнения равен —р1 —а- Уф и при этом 41 = 
= (а+УБ(-р:1 -а- УФ). Следовательно, 41 = (-р1 — 2а) У + т, где число 
т = —ар1 — а? — 6 рациональное. Поэтому р1 = —2а и 41 = (а+ У) (а — У) = 
= а? —Ь. Аналогично для чисел ро и 42 мы получаем те же самые выражения. 

1.15. Предположим, что а > 0. Тогда при больших положительных р дис- 


криминант О = $? —4ас—4ар отрицателен, поэтому данное уравнение вообще 
не имеет действительных корней. Предположим, что а < 0. Тогда при боль- 


5 с-р 
ших положительных р произведение корней, равное ‚ отрицательно. 


1.16. а) Ясно, что а > дис? 0. Рассмотрим значения х, равные 1, 2, 
., п. Если одно из чисел а и $ отлично от нуля, то трёхчлен ах? + 5х + 
+ с при таких х принимает по крайней мере п/2 различных значений. Эти 
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значения заключены между 0 и ап? + п + с. Количество различных точных 
четвёртых степеней, заключённых между 0 и ап? + [6] п, + с, не превосходит 


ат? + бп Ес +1. Поэтому ат? + Бис -+1 > п/2, те. ат? + бп + 
А 
+с> (5 — 1) . При очень больших п такое неравенство выполняться не 


может, поскольку (п/2)“ будет гораздо больше, чем ап?. 

6) Пусть {(2) = ал? + 6х + с. Тогда 
_ (@+5)? - (@))” _ аечучь 
ОТ чую ++ 
поэтому Ши. ({(2 + 1) - {(2)) = \уа. При целом 5 число }(х + 1) - {(2) 
является целым, поэтому \/а = 4, где 4 — целое число. Кроме того, при целых 
х > то разность }{(х + 1) - }(х) должна быть равна своему предельному зна- 
чению 4. Положим у = хо + п. Тогда }(у) = }(хо) + па при всех натуральных 
п. Таким образом, 


а? ис = (1(о) + па)” = (4 - 4хо + 1 (то)? 
для всех у = х0+п, п — натуральное. Но тогда такое равенство имеет место 
для всех у. Итак, 4 = /аие= { (то) — 4хо, где хо — любое целое число. 
1.17. Согласно теореме Виета т! + х2 = —аи 1112 = $. Приип =Т1и 
п = 2 требуемое равенство имеет вид х1 + 12 = -аи 5 (а +22) = 5а? — 5. 
Второе равенство легко проверяется. Предположим, что требуемое равенство 


доказано для всех натуральных чисел, не превосходящих п — 1, где п > 3. 
Тогда, 


8п и п-1 дуют (п — т Бы 2)! п-2тут 
п _ в. а а п 2 о ти (п — Эт — 1)! мы 
п—2 _зуячт-т _(®- 3)! поэту тт 
Е п 2 1) пит 2т- 2)“ ' | 


Заменив т + 1 на т, вторую сумму можно переписать в виде 


У т т 2)! дптр, 


й < — 1)! — 2т)! 
Далее, 
(п-т - 2)!п- 1) (п-т 2)\{п_2) _ 
т! (п — 2т —-1т (т — 1) (п — 2т)т 
= (п-т -2)! ("1 Е 
(т — 1)! (п — т -— Пт т п — 2т т!(п — 2т)! 


В результате получаем требуемое. 

1.18. Если у квадратного трёхчлена нет корней, то все его значения од- 
ного знака. Если у квадратного трёхчлена ровно один корень, то все его зна- 
чения одновременно неотрицательны или неположительны. Если квадратный 
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трёхчлен имеет корни 51 и 12, где 11 < 12, то его значения при 5 < 11 и при 
4 > 12 имеют один знак, а при 11 < х < 12 — другой знак. Поэтому если 
квадратный трёхчлен в двух точках принимает значения разных знаков, то 
между этими точками лежит х1 или 22. 

1.19. Пусть /(4) = 5? — 2ах — 2. По условию а? = —аа -фи 8? =аВ + В, 
поэтому { (а) = а*+2а? = За? и (В) = В?*—28? = —В?. Значит, {(а) (В) < 0. 
Поэтому на отрезке [о, 8] лежит по крайней мере один корень квадратного 
уравнения 5? — 2ах — 26 = 0. 


1.20. Пусть квадратный трёхчлен }(х) имеет вешественные корни х1 и 

1: +п-+а, гдеа > 0. Для определённости будем считать, что коэффициент при 
а 

х? положителен. Положим хо = 21 + 5. Тогда 40 2 21 и 40 +7 < 42. Поэтому 


(то)-+Г(хо+1)+...+К(хо- п) < 0. У квадратного трёхчлена }(5)+...+}(®-+ 
+ п) коэффициент при д? положителен, поэтому при достаточно больших х 
он принимает положительные значения. 


ы а 2 
1.21. При д =х1! и при х = 12 трёхчлен 57 + 6х -+ с принимает значения 


—а21 /2 и Зах? /2. Эти значения имеют разные знаки, поэтому один из корней 
трёхчлена расположен между х1 и 12. 


1.22. Предположим, что |}(х)| < 1/2 при |1| < 1. Квадратный трёхчлен 


1 
9(=) = 1? — - в точках +1 и 0 принимает значения 1/2 и —1/2. Поэтому 


Е) < 9(+1) и /(0) > 9(0). Значит, графики функций } и д пересекаются 
по крайней мере в двух точках: одна точка пересечения лежит на отрезке 
[-1, 0], а вторая — на отрезке [0, 1]. 

Покажем, что графики функций } и 9 пересекаются лишь в одной точке. 


Из равенства 5? аль = 2? — 5 следует, что аз = -5. Условие }(0) > 9(0) 


1 
означает, в частности, что 6 = 1/2. Поэтому уравнение ах +6 = —5 имеет 
единственное решение. 


1 

1.23. Достаточно доказать, что ад? + и +с > 12 -— 5 (для многочлена 

—ах? — 65 — с можно применить аналогичное неравенство). 
1 

Пусть {(2) = а1? + 5 +си 9(2) = 1? — 5: Тогда (0) > 9(0) = —1/2 
и } (1) < 9(11) = 1/2. Поэтому графики функций ] и д имеют две общие 
точки над отрезком [-1,1], а больше двух общих точек они иметь не могут 
(если только } и д не совпадают тождественно). 

Если }(-+1) < 9(-+1), то неравенство }(5) < 9(1) будет выполняться и 
при |х| > 1. Нужно лишь более аккуратно рассмотреть случай, когда }(1) = 
= 9(1) или }(—1) = 9(-1). Неприятности могли бы возникнуть, например, 
если }(1) = 9(1) и {(х) 2 9(2) при всех х, достаточно близких к 1. Но тогда 
квадратный трёхчлен {(5)—9(х) строго положителен при х 22 1. В частности, 
Е(-1) > 9(—1), чего не может быть. 
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1.24. Согласно задаче 1.23 |ау? +6у+с| < 2? — 1 при |у| > 1. Положим 
у = 1/х. Тогда 


1 1 
сд? + в +а| = 3 1у’ уча < 3 (у —1) <2 


при || > 1, т.е. при 0 < {| < 1. Для х = 0 неравенство тоже выполняется, 
поскольку оно выполняется для всех х, близких к нулю. 


1.25. Предположим, что точка (50, у) принадлежит конике 
ах? + ву + су? + 4х +еу+ {= 0. 


Любая прямая, проходящая через точку (хо, уо), задаётся уравнением у—уо = 
= А(т — 20) (или уравнением х = 50, что соответствует Ё = со). Найдём 
вторую точку пересечения прямой и коники. Для этого подставим уравнение 
прямой в уравнение коники (т.е. заменим в уравнении коники у/ на А(х— о) + 
+ у) и вычислим коэффициенты А и В при 1? их (свободный член С нас 
интересовать не будет): 


А = а+Щ+Р; 
В = Шо +6 — 26? то + 2сКуо + а-+ ке. 
Рассматриваемая прямая является касательной к конике тогда и только 
тогда, когда она пересекает конику только в точке (хо, у0). Эквивалентное 
условие таково: 2хо = —В/А, т.е. 
Е(6хо -+ 2суо + е) = — (2ато + 6 + а). 
Таким образом, уравнение касательной имеет вид 
(1 — то) (2ато + во + а) + (у- 0) (6хо + 2си +е) = 0. 


По условию точка (50, у0) принадлежит конике, т.е. а45 + 6хоуо + суб + ао + 
- ещо + } = 0. Воспользовавшись этим равенством, уравнение касательной 
можно записать в другом виде: 


(2ахо + био + аз + (5х0 - 2суо + еду + ахо + ео +2} = 0. 


1.26. Непосредственно следует из задачи 1.25. 


1.27. Пусть х1 — общий корень данных уравнений. Вычитая одно урав- 
нение из другого, получаем (р: — р2)х1 = 42 — 41. Если р: = ро, то 41 = 92. 
42 — 41 

— р2 
двух квадратных уравнений, получим требуемое соотношение. При р: = р2 
и 41 = 42 это соотношение тоже выполняется. 


Если жер! = р2, то 1 = . Подставив это выражение для х1 в любое из 


ТЭто утверждение не совсем точно. Например, прямые х = 50 и у = чо пересе- 
кают гиперболу ту = 1 в одной точке, но не являются касательными. Но на самом 
деле эти прямые пересекают гиперболу ещё и в бесконечно удалённых точках. С 
учётом бесконечно удалённых точек утверждение верно. 
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Наоборот, пусть (42—41)? + (ру —р2)(р142 — 9102) = 0. Всли р1 = р2, то а1 = 
= 42; в этом случае уравнения совпадают, поэтому они имеют общий корень. 


92 1 Легко проверить, что 52 +р151-91 = 0 


р: -Р2 


Если р! = р2, то положим х1 = 


и + рож1 + 92 =0. 
92 — 41 


1.28. Из условия, в частности, следует, что р! = р2. Положим х1 = : 
рт - р2 


Тогда 


(42 — 91)? + (ри - р2) (192 — 9192) 


< 0. 
(р: — 2)? 


21 + рад + 41 = 21 + рох1 + 42 = 


Это означает, что графики функций } (2) = 2? + раа-аи и (2) = 2? + рох+ 
+ 42 пересекаются в точке (51,1), где у1 < 0. В таком случае квадратные 
трёхчлены 52 + 1х + 41 и 2? + рох + 42 имеют вещественные корни и между 
корнями каждого из них лежит корень другого. 


Глава 2. 


Уравнения 


2.1. Замена переменных 


2.1. Решите уравнение 


(12 -#-1)3+ (1? — 3+2)3 = (212 — 4+1}. 


2.2. Решите уравнение #^ + а43 + 652? + ах +1=0. 
2.3. Решите уравнение #^ + а43 + 64? — ах +1=0. 


2.4. Решите уравнение 2^ + а43 + (а + 5)? + += 0. 
1 


1 
2.5. Решите уравнение 27—41 = 1. 


2.2. Угадывание корней 


2 2 
1 —&+1 а’ —а+1 
2.6. Решите уравнение ое — т где а > 1. 
2.7. Решите уравнение 
х 21-0 


НЕЕ 


г > 22-1... (ТИ | 


т 


2.8. Пусть п > 1 — натуральное число. Найдите все положительные 
решения уравнения 5х” — пт +п-—1=0. 
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2.3. Уравнения с радикалами 


В задачах 2.9-2.15 предполагается, что значения квадратных корней 
неотрицательны. При этом нас интересуют только вещественные корни 
уравнений. 


2.9. Решите уравнение \/21 —6+\/т-+4=5. 


2.10. Решите уравнение 


Уйт=- а-я. 


2.11. Решите уравнение 


Е РО ЕН О ИТ У =. 


2.12. Решите уравнение 1 + \/3 + \/х = 3. 
2.13. Решите уравнение \/а — уа+х=х. 


2.14. Решите уравнение 


+3 —Аух-1+\/1+8—-6бух-1=1. 


2.15. Решите уравнение 91 — 5+ 1+1 = р, где р — произвольное 
вещественное число. 


2.4. Разные уравнения 
2.16. Решите уравнение 


ШИ -||+35-1П-2-2|=т+2. 


2.17. Решите уравнение 213 — [1] = 3, где [| означает наибольшее 
целое число, не превосходящее г. 
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Решения 


2.1. Положим и = 1? —-х-—Тиу = 27 — 34 +2. Тогда рассматриваемое 
уравнение запишется в виде и? + 03 = (и + 0), т.е. Зи (и + 0) = 0. Остаётся 
решить три квадратных уравнения 5? —х—1 = 0, 22 —35+2 =0и 252 —4%-+ 
+1=0. 


ь т 
2.2. С делайте замену у=х-+-. 
х 


ь 1 
2.3. Сделайте замену у=х - -. 
кя 


2.4. Сделайте замену у = - + о 
Ия Ия 
2.5. Это уравнение эквивалентно уравнению д“ + 253 + 12 —2%-—1= 0. 
Уравнение из задачи 2.4 при а =2 и = —1 принимает именно такой вид. 
(12 -2+1) 
22(х — 1)? 
при замене х на 1/х или на 1 — х. Поэтому рассматриваемое уравнение имеет 


2.6. Рациональная функция В(5) = переходит сама в себя 


1 
корни а, 1/а, 1-а, 1/(1-—а), 1 иа/(1 —а). При а > 1 все эти шесть 
а 
чисел различны. Рассматриваемое уравнение имеет степень 6, поэтому у него 
не может быть более шести корней. 


2.7. Ответ: 1 =1,2,..., п. Равенство 
К КЖ &К(К-1)...2.1 
1 ие т. = (1-1) = 
1 т 2! т ( ) К! ( ) у 
показывает, что числа К =1,2,..., п являются корнями данного уравнения. 


Больше п корней это уравнение иметь не может, поскольку его степень равна, 
п. 


2.8. Ответ: 1 =1. Ясно, что 
1" — па +п-1= (1+5+...+5”' -п)(е- 1. 


Если х > 1) то1+1+...+4"”'-п> 0, аесли 0 <х<1то1+х+...+ 
+4" -п<0. 

2.9. Положим у = \/& 4. Тогда д = у? - 4, поэтому 2х — 6 = 2? - 14. 
Таким образом, получаем уравнение \/2у2 — 14-у = 5. Перенесём у в правую 
часть и возведём обе части в квадрат. В результате получим уравнение у? + 
+ 10у — 39 = 0. Его корни 3 и —13. Ноу > 0, поэтому остаётся только 
корень у = 3, которому соответствует х = 5. Легко проверить, что х = 5 
действительно является корнем рассматриваемого уравнения. 


2.10. Ясно, что х = +1. Поэтому можно поделить обе части уравнения 


на ^/1- 1? = \/(1-5)(1 + <). В результате получим уравнение 


=/1+% м Не 
1-х 1+5 
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т 
Положим д = * т Ня — Для 2 получаем квадратное уравнение 2? —2—-1=0. 
—х 
= \/5 1-гт® 
Значит, 2 = -——. При этом х = : 
2 1+.т 


2.11. Выражение в левой части при увеличении х возрастает, а выражение 
в правой части убывает. Поэтому уравнение имеет не более одного решения. 
Легко проверить, что х = 5 — решение. 


2.12. Если х > 1, тох + \/3 + Ух > 3, а если д < 1, тох+ \/3 + ух <3. 
Остаётся только корень 1 =1. 
2.13. Избавляясь от радикалов, приходим к уравнению 


4 


2 
т 2ах 


2 
ха а = 0. 
Относительно а это уравнение квадратное. Решая его, получаем два решения: 


а = ее 
а = 2-х. 


Решая эти квадратные уравнения относительно 1, получаем четыре решения: 


12 = бб а--; 


Хз4 = 


2.14. Ответ: 5 <х < 10. Заметим, что 
2+3—4/У&-1= (Уз -1-2)}, 
5+8 —6/2—1= (У#—1-3). 
Поэтому исходное уравнение можно записать в виде 
[У —1-2|+|У-1-3|=1 


(все корни мы считаем положительными). Рассмотрим по очереди все воз- 
можные т 


1. хх -1-2>20иу;-1-3> 0, т.е. х > 10. В этом случае уравнение 


имеет единственное решение х = 10. 

2. у -1-2>20иух-—1-—3< 0, т.е. 5 <: < Ш. Этом случае получаем 
тождество, т.е. если 5 < х < 10, то х является корнем данного уравнения. 

3. Ух —1-2 < 0иух-—1-—3 < 0, т.е. д < 5. Уравнение имеет единственное 
решение х = 5. 

Случай, когда \/х —2<0и уд -Т-32> 0, очевидно, невозможен. 


2.15. Возведём обе части уравнения в куб: 


2+3\1 — 22 (У1-+ 1+2) = 
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Затем подставим р вместо 91 — + УТ + а. В результате получим уравнение 
2+ 3р 3/1 — д = р3, откуда 
3 _ 2 2 
==. /1- (^=”) Н 
Зр 


Эта формула имеет смысл при р = —1и0 <р< 2. Но при этом мы применяли 
неэквивалентные преобразования: потерять корни мы не могли, но могли 
приобрести лишние корни. 

Проанализируем более детально наши преобразования. Положим и = 
= 1-х, о = УТ х. Возведём обе части уравнения и +0 =р в куб (это 
эквивалентное преобразование). В результате получим и? + 03 + Зи (и- и) = 
= р3. Подставим р вместо и + %. В результате получим и + 3 + Зиир = 23, 
т.е. (и + 5)3 — рз — Зи (и + о — р) = 0. Запишем (и + %)3 — р по формуле для 
разности кубов: а3 — $3 = (а—5)(а? + а6 + 5?). Вынеся (и + о — р) за скобку, 
получим уравнение 


(ии — р) (и +? + р? + ир-+ тр — чо) = 0. 


Лишние корни могут быть связаны только с уравнением (м2 +02 + р? + ир + 
+ ор — и) = 0, те. (и + р)? + («+ р)? + (и -— 5)? = 0. Итак, лишние корни 
могут получиться только если и = и = —р, те УТ - а = 1+2 = -р. Эта 
система уравнений имеет единственное решение 5 = 0, р = —1. Корень 5 = 0 
при р = —1 действительно лишний. 


2.16. Ответ: х = -2 илих > 2. 

Если х > 2, получаем тождество. 

Если 1 <: <_2, получаем уравнение 45 = 8, которое не имеет корней на 
данном интервале. 

Если 0 < 5 < 1, получаем уравнение —2х = 2, которое не имеет корней на 
данном интервале. 

Если —1 < т < 0, получаем 0 = 2, чего не может быть. 

Если х < —1, получаем корень г = —2. 


2.17. Ответ: 5 = 4. 

Пусть [2] = пих =п+а, где 0 < а < 1. Данное уравнение записывается в 
виде т3—-а = 3. Неравенство 0 < а < 1 показывает, что 2 < 13-х < 3. Если 
х>22, то #(1?-1) 22.3 = 6, поэтому в этом случае неравенство 53 —х < Зне 
выполняется. Если х < —1, то #(5° — 1) < 0, поэтому неравенство 2 < 4° —х 
не выполняется. Таким образом, нас интересует случай, когда —1 <х<2, 
т.е. [1] = —1, 0 или 1. Соответственно получаем уравнения 13 +1 =3, 23 = 
=3, 23-1 = 3. Находим их решения: х = 4/2, х = 93, х = 94. При этом 
[972] 2 -1, [93| # 0и [94 = 1, поэтому решением исходного уравнения 
является только {/4. 


Глава 3. 


Системы уравнений 


3.1. Нахождение всех решений 


В задачах 3.1-3.8 требуется найти все решения указанных систем 
уравнений. 


З.1. 
х(у+2) = 35, 
у(х+2) = 32, 
2% -+у) = 277. 
3.2. 
х+у+ту = 19, 
у+е+у = 1, 
+т+2х = М. 
3.3. 
2 = 4-22, 
{ 2% = 4А-у. 
3.4. 
тЕу-х = &а& 
++ = а, 
28 +43+23 = @ 
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3.5. 
1-1112 = 0, 
1-12453 = 0, 
1-91314 = 0, 
1-11_150 = 0 
1-11 = 0 
3.6. 
48—13 = 26, 
29-1? = 6 
3.7. 
Зтул — 13-13-23 = 63, 
х+у+я = 125, 
пр р 
3.8. 
2+ -22? = 22, 
х+у+2= = 4(а2+1, 
2-жу = @2. 


3.2. Нахождение вещественных решений 


В задачах 3.9-3.14 требуется найти все вещественные решения ука- 
занных систем уравнений. 


3.9. 
т+У+жу = 2+3\2, 
22+? = 6. 
3.10. 
23 + 3 = 1, 
Аи 1 
3.11. 


чу = 2, 
ху - 22 1? 
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3.12. 


+ О = 3, 
+ Е - о 
Е у = 
3.13. 
(хз + 14 +15) = За, 
(4 +15 +11) = 342, 
(т5 Еж - 12) = 343, 
(21 + 12+ 23) = 344, 
(12 + жз + 4)? = 3955. 
3.14. 
27 
1+2 — г 
2 _ 
1+42 — . 
22 = 
й +2 = 21. 
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33 


В задаче 3.15 требуется найти все положительные решения указан- 


ной системы уравнений. 


3.15. 
11+42 = 42, 
12 +13 = 12, 
Е = 
Фа =, 
т5 +16 = 12. 


3.4. Количество решений системы 
нений 


3.16. Система уравнений второго порядка 


22-2 = 0, 
(д—а)? +? = 1 


урав- 
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имеет, вообще говоря, четыре решения. При каких значениях а число 
решений системы уменьшается до трёх или до двух? 


3.5. Линейные системы уравнений 


3.17. Решите систему линейных уравнений 


1+ 252 + 253 + 254 +255 = 
11 + 312 + 453 +414 +4т5 = 
11 + 352 + 5хз + 614 +615 = 
11 + 352 + 513 + 714 +815 = 
11 + 352 + 553 + 714 +915 = 


3.18. Решите систему 


1 + 252 + 253 +254 +255 = 
11 + 312 +453 +414 +415 = 
11 + 352 + 5хз + 614 +645 = 
11 + 312 + 553 +714 +815 = 
11 + 322 + 553 +714 +915 = 


3.19. Решите систему уравнений 


1+412+13 = 6, 
12 +аз+14а = 9 
д3+414+15 = 3, 
4415 +126 = -3, 
т5 +16 +171 = -9 
16 +147+18 = -6, 
7+ ав+щ = -2, 
+1 +12 = 2. 


3.20. Пусть а, 6, с — попарно различные числа. Решите систему 
уравнений 
х+ау +а?2+а = 0, 
++ = 0, 
теч еа+ 8 = 0. 
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3.21. Пусть а1, ..., ап — попарно различные числа. Докажите, что 
система линейных уравнений 
1+...+%„ = 0, 
ета + +а т, = 0, 
аа Рае Ра щь = 70, 
а О 


имеет только нулевое решение. 


3.22. Найдите все решения системы уравнений 


1 1 1 
2 (вт) +9 (1 тт) +2 (1 - чт) 0, 


где п = 1,2, 3,4,... 


3.23. Дано 100 чисел ал, а2, аз, ..., а100, удовлетворяющих следую- 
щим условиям: 


ал — За2 + 2аз > 0, 
а2 — Заз +2а4 > 0, 
аз — Зал +25 > 0, 
а99 — Залоб +2аа 2 0, 
@лоо — За +242 > 0. 


Докажите, что все числа а; равны между собой. 


3.24. Решите систему 


10% + 3122 + Аз + 13% + 5 = 0, 
1152 + 253 + 224 + 345+ 1256 = 0, 

+ 1543 + 414 + 5% + 46+ т =О 

251 + 12 — 343+ 1254 - 3%5+ 256+ т = 
бт: — 0552 + 323 - та + 175 + 76 = 0, 
31 + 242 — 353 + 44+ 5 - 6% + т=о0 
411 — 812 + 143+ 14 - 345 + 1957 = 0. 


3.25. Докажите, что система уравнений 


1-42 = а, 
43—44 = 6 
+12 +43 +14 = 1 


имеет хотя бы одно положительное решение 


11 > 0, 12 > 0, 13 > 0, 44 >0 
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тогда и только тогда, когда |а| + |6] < 1. 


3.26. Имеется система уравнений 


жх + жу+ жа = 0, 
жх + жу+ жа = 0, 
жх +жу+ жа = 0. 


Два человека поочерёдно вписывают вместо звёздочек числа. Докажи- 
те, что начинающий всегда может добиться того, чтобы система имела, 
ненулевое решение. 


Решения 


3.1. Данная система линейна относительно неизвестных 11 = 92, 1 = 12, 
21 = ху. Чтобы найти х1, нужно сложить два последних уравнения и вычесть 
из них первое уравнение. В результате получим х1 = (32 + 27 - 35)/2 = 12. 


После этого находим у1 = 15 и д! = 20. 
(59)(22) _ 20.15 _ 


Итак, у2 = 12, тд = 15, ту = 20. Поэтому =? = ай 25, 
2 
т.е. х = 5. Кроме того, у = 20/5 = 4 и д = 15/5 = = 3. В итоге получаем 
два решения (5, 4, 3) и (—5, —4, —3). 
3.2. Данную систему можно переписать в виде 1191 = 20, шла = 12, 


2121 = 15, где 1 Е Х+Ь и ЕУ-+Ь д =2+1. Поэтому (51,,21) = 
= (5, 4, 3) или (—5, —4, —3), т.е. (х, у, 2) = (4, 3, 2) или (—6, —5, —4). 

3.3. Вычтя из первого уравнения второе, получим 2(у — д) = у? — 4? = 
= (у-2)(у+). Значит, либо у = х, либо у-+х =2. Если у = <, то 2х =4—17, 
т.е. д = —1- 5. Если у-+х = 2, то 2(2—#) =4-—х12, т.е. 12 = 2х. В результате 
получаем четыре решения: (—1 + Уб, —1 + 5), (-1— М5, -1- м5), (0, 2), 
(2, 0). 

3.4. Ответ: (0,0, а), (0, а, 0) и (а,0,0). 

Тождество (х +у+ 2)? — (1? +у? + 2?) = 2(ху + уг + х2) показывает, что 


ху + у + 13 = 0. (1) 


Тождество (2 +у-+ 2)? — (143+3+23) = 3(1+9)(%+2)(&+2) показывает, что 
(х+у(у-+2)(2 +2) = 0. Учитывая равенство (1), получаем Зхуд = 0. Если 
д = 0, то равенство (1) показывает, что уг = 0. Поэтому либо у=0из=а, 
либо & = Оиу = а. Аналогично разбираются остальные варианты. В итоге 
получаем следующие решения: (0,0, а), (0, а,0) и (а,0,0). 


3.5. Ответ:т1 = 12 =... = д» = 1 при нечётном п, х1 = 53 =... 


1 ; 
= 1-1 = аи 12 =44=... Е, = - (а2 0) при чётном п. 
а 
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Пусть п нечётно. Ясно, что 12 = 0, поэтому из первого и второго урав- 
нений получаем 11 = хз. Из второго и третьего уравнений получаем 12 = 54 
и т.д. Кроме того, из первого и последнего уравнений получаем х„ = 12. В 
итоге получаем 11 =13 =... =1% =12=14=... = Ти. Поэтому из первого 
уравнения получаем д? = те. х, = +1. Очевидно, что оба указанных в 
ответе набора неизвестных действительно являются решениями системы. 

При чётном п точно так же получаем 11 = 13 =... = 5п-1, 42 = 54 = 
=... = 4.—2 И 42 = хп. Очевидно, что указанные в ответе наборы неизвест- 
ных являются решениями данной системы уравнений. 


3.6. Пусть у = Ёх. Сразу отметим, что Ё 72 1. Из уравнений 


23 — 33 = 296, 
ЗУ — Е?13 = 6 
получаем 53 = и 23 = ее Следовательно 
у 1—8 а 
26 6 


1-43 КК?’ 


Это уравнение можно умножить на 1 -— К. В результате получим 


6 __6 
ТА? К’ 
1 
откуда Ё = 3 или 3. Поэтому 23° = -1 или 2% = 27. В итоге 
1} 
получаем следующие решения: (—1, —3), (Е, 5 = 3). (3,1), 
—3 + 38/3 1 | 
ий 5(-1 - 3). 
3.7. Рассмотрим сначала случай, когда 6 = 0. В этом случае последние 
два уравнения запишутся в виде 2 = -#-уи 17? = 4? + у. Возведя первое 
из них в квадрат, получим ху = 0. Значит, х = 0, д = —у или у = 0, д = -т. 


Первое уравнение исходной системы при этом выполняется. 
Рассмотрим теперь случай, когда 6 = 0. Воспользуемся тождеством 


За -у-23 = (+у+ 2) (уу аа-т-У-2). 


Из первого и второго уравнений следует, что ху + уз + 2—1? — у — 2? = 
$2 
= Возведя в квадрат уравнение х + у + д = 26, получим 22+ 92 +22 + 


+ 2ху + 2у2 + 2 = 46?. Следовательно, 5? + у? + 2? = 6? и ху + у +12 = 
3 В) В 
— 507. Сравнивая первое из этих уравнений с последним уравнением исходной 


3 
системы, получаем 2 = 0. Таким образом, 12 + у? = 6? иху = 59°. Решая эту 


ы —1 —1 
систему уравнении, находим т = (1 + =) 6, у= (1 Ее =) [1 
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3.8. Запишем эти уравнения следующим образом: 


у? = 22+20?, 
х+у = 4(а?+10-2, 
—фу = а? — 22. 


Второе уравнение возведём в квадрат, прибавим к нему третье уравнение, 
умноженное на 2, и вычтем первое уравнение. В результате получим: 


0 = 16(а? +1)? — 16(а’ +12, 
т.е. д =а? +1. Теперь второе и третье уравнения записываются так: 
ху = 2(2+1), 
ту = аа? +1. 
Решение этой системы сводится к решению квадратного уравнения; решая 
его, находим 


х=а а+1, у=а? а+1. 


3.9. Пусть и = х-+уиу = 59. Тогда и = 2+3\/9 ии? —2% =6, поэтому 
и? + 2 =6+2(2+3\/2) = 10+6\/2. Значит, и = —1-+ 11+ 62 = —1- (3+ 
+ М2), т.е. и = 2+ \2 или —4— \25. При этом % = 2+ 3\/2 — и = 2/9 или 
6+ 4/2. Если и = —4- УЗиз=6+4\/, то (5 — у)? = (2+)? — 4ху = (4+ 
+ у2)? — 4(6 + 4/2) < 0. Поэтому г +у = 2+ УЗ и ту = У2. Эта система 
уравнений имеет два решения: (5, у) = (2, 2) или (2,2). Оба они являются 
решениями исходной системы уравнений. 


3.10. Если х = 0 или +1, то у = +1 или 0. Ясно также, что х = Ти 
у = —1. Поэтому решений такого вида ровно два: х = 0, у=1их =Т, у= 0. 
Покажем, что других решений нет. 

Нас интересует случай, когда 0 < |1|,|у| < 1. В таком случае |5|8 + 
+ и < 2‘ + у“ = 1. Поэтому если числа х и у оба положительны, то решений 
нет. Если оба эти числа отрицательны, то решений тоже нет. Пусть теперь, 
например, 5 > 0иу < 0. Тогда 23 +3 < 23 < 1. В этом случае решений тоже 
нет. 


3.11. Из второго уравнения следует, что ху > 1. Числа х и у не могут 
быть оба отрицательны, поскольку их сумма равна 2. Значит, числа хи у 
положительны и 5 +у 2 2\/5у > 2, причём равенство х + у = 2 возможно 
лишь в том случае, когда т = у = 1. В таком случае 2 = 0. 


3.12. Умножим первое уравнение на т, второе на у и сложим полученные 
уравнения. В результате получим 2х — 1 = 39. В частности, у = 0, поэтому 


= + 5 Подставив это выражение во второе уравнение, после несложных 
у 


преобразований получим 4у“ — 3у? —1 = 0. Учитывая, что у? > 0, получаем 


у? = |, те. уу =Тиу2 = —1. Этим значениям у соответствуют #1 =2и 


12=1. 
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3.13. После циклической перенумерации неизвестных можно считать, что 
122: ((=2, 3, 4, 5). Функция {(т) = 2° монотонно возрастающая, поэтому 
352 = (14+ 25 +11) > (#3+14+45)5 = 321. Значит, #1 = 22 и хз = 41. Кроме 
того, Зжа = (1+ 22 +3) > (15+11+22)5 = 3х. Значит, 14 = 23 иж = 43. 

Мы получили, что 11 = 42 = 53 = 44 = 15 = х. Это число х должно 
удовлетворять уравнению (34)5 = 3х. Получаем три решения: 1 = 0 или 
41/3. 


3.14. У рассматриваемой системы есть решение х1 = 12 = 53 = 0. Яс- 
но также, что если одно из чисел 11, 12, тз равно нулю, то равны нулю и 
остальные два числа. Поэтому будем предполагать, что х1т2хз = 0. Тогда 


2 1 2 1 2 
уравнения можно записать в виде 1 + — = 1+ — = 1+ = 
11 12 15 тз тз т1 


Сложив эти уравнения, получаем 


2 2 2 
(1-=) + (1-=) + (1-5) = 0. 
51 12 Тз 


Значит, х1 = 42 = хз = 1. 

3.15. Пусть тиш = 2; — наименьшее из чисел 11, ..., 5, Хшах = $; — 
наибольшее. Тогда, 2 =д:_2-+1: 1 > Жшшьи 22 ах = ;_2 +5;_1 < 2шах. 
Числа Тиз. И Фшах положительны, поэтому Хинш 2 2 2 Хюшах. Следовательно, 


Тине = Хшах = 2. 


3.16. Ответ: число решений уменьшается до трёх при а = 1, число 
решений уменьшается до двух при а = +2. 
Из первого уравнения получаем у = -х. Подставив это выражение во 


второе уравнение, получим 
(д - а) +17 =1. (1) 


Число решений системы уменьшается до трёх, если одно из решений урав- 
нения (1) обращается в нуль. Подставив в (1) х = 0, получим а? = 1, те. 
а = 1. Число решений системы уменьшается до двух, если уравнение (1) 
имеет единственный корень (т.е. два совпадающих корня). Приравнивая ну- 
лю дискриминант уравнения (1), получаем а = 2. 


3.17. Вычтем из последнего уравнения предпоследнее. Получим х5 = 1. 
Затем из предпоследнего уравнения вычтем предшествующее ему и т.д. В 
результате получим ха + 215 =1, х3 +214 +255 =1, 12 +213-+ 254 +215 =1. 
Поэтому ха т5 = 0, тз-+ ха = 0, 1253 =Оих, {12 = 0, т.е. х1 =13 =45=1 
И 12 =44=-1. 


3.18. Ответ: 51 = 43 =15 =1, 42 =14а=-1. 
Запишем сначала, первое уравнение, потом второе, из которого вычтено 
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первое, потом третье, из которого вычтено второе, и т.д.: 


11 +212 + 253 +254 +215 = 1 
12 +253 +254 +255 = № 

тз+ 24а +255 = 1 

д4а+215 = 1, 

5 = 1 


Теперь можно последовательно найти х5, тд, Хз, 12, 21. 


3.19. Ответ: 11 = —18 =1, 42=-42=2, 143 =-46 =3, 44А=-15 =4. 

Сложив все уравнения, получим 3(51 + 22+... + хз) = 0. Затем сложим 
первое уравнение, четвёртое и седьмое. В результате получим 251 + 12 + 
+х3+... +148 = 1, а значит, х1 = 1. Остальные неизвестные находятся 
аналогично. 


3.20. Рассмотрим многочлен Р(Ь = В +ЁРё+ НН +х. Попарно раз- 
личные числа а, 6, с являются корнями многочлена Р(®. Поэтому Р(В = 
= (1—а)(+—65)(&- с) а значит, х = —а6с, у=аб + 6 + са, = —(а+ь+о. 

3.21. Пользуясь тем, что числа а1, ..., а» попарно различны, построим 
многочлен Р(#), который равен 0 при { = а2, ..., а» и равен 1 при = а1. Для 
этого положим Р(ЁК = Л(Ё- а2)... &—ап), где А(а1 —а2)... (а1 — ав) = 1, т.е. 

1 


> (м-а2)... (и - т)" 

Запишем многочлен Р(®) в виде Р(К) = р + р +... + ри" ". Умно- 
жим первое уравнение из рассматриваемой системы на ро, второе на ри, ..., 
последнее на р„_1. Сложив все эти уравнения, получим Р(а1)х1 + Р(а2)т2 + 
+... + Р(ал)хь = 0, т.е. х: = 0. Аналогично доказывается, что 12 = 0,..., 
п = 0. 


Замечание. Более общее утверждение доказано в решении задачи 10.34. 


3.22. Ответ: у = —35, 2 =2х (х — произвольное число). 
Докажем, что указанная бесконечная система уравнений эквивалентна 
системе двух уравнений: 
У =0, 
4% + 2+2 =0. 
Во-первых, если мы вычтем из первого уравнения второе уравнение, умно- 


женное на то получим п-е уравнение исходной системы. Во-вторых, 


2т-2 2 
уже из первых двух уравнений исходной системы 


«оО 


(ууу (1 в) += (1-15) =0 
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следуют указанные два уравнения. Действительно, вычтя из первого уравне- 
ния второе, получим › + ь + = 0. Прибавив это уравнение ко второму 
уравнению, получим х Ну+ 2 = 0. 

3.23. Сложим все эти неравенства. Коэффициент при ак окажется равным 
1—3-2 = 0. Таким образом, у нас есть набор неотрицательных чисел а1—За2- 
+2аз, ..., сумма которых равна 0. Значит, каждое из чисел равно 0, т.е. у нас 
есть система не неравенств, а уравнений. Эти уравнения удобно переписать 
в виде 


(а1 — а2) + 2(а3 — а2) = 0, 
(а2 — аз) + 2(а4 —аз) = 0, 
(а100 — а1) + 2(а2-а1) = О0. 
Из этих уравнений последовательно получаем 42 — аз = (а1 — а2)/2, аз — ал = 
= (а2 аз) /2 = (а1 а2) /2?, ...) @1 а2 = (а100 ал) /2 = (а1 а2) [2100. 
Последнее равенство возможно лишь при а1 = а2. Но тогда а2 = аз, аз = ал, 
... >) 4100 = @1. 
3.24. Ответ: 41 =12=... = 47 = 0. 


Запишем уравнения рассматриваемой системы в виде уз азуля = 0. Ко- 
эффициенты @; обладают следующим свойством: |а5;| > »`,„; |@&;| для ка- 
ждого 7. Пусть 11,..., 57 — решение рассматриваемой системы. Предполо- 
жим, что хотя бы одно из чисел 11,..., х7 отлично от нуля. Пусть хь — наи- 
большее по абсолютной величине из этих чисел. Тогда [аккть| > | Ук нк т, 


поэтому равенство Е @зьт+ = 0 не может выполняться. Приходим к про- 
тиворечию. 


3.25. Если а > 0, то запишем первое уравнение в виде 1 = 12 + а, а если 
а < 0, то запишем его в виде 12 = 51 - а. Во втором случае сделаем замену 
41 = 12, 12 = 41. Таким образом, можно считать, что 11 = 42 +аиа?> 0. 
Аналогично можно считать, что хз = 14 +В иб > 0. Поэтому если данная 
система имеет положительное решение, то 1 = 141 +12-+ 13 + ха = 242 +24 + 
-а-ь > а-Е6 (если хотя бы одно их чисел а, $ отрицательное, то мы получаем 
неравенство 1 > |а| + |6). 

Предположим теперь, что а {6 < 1, причём числа а и 6 неотрицательные. 
Тогда можно положить 12 = 14 = (1-а- 6) /4, т! = 12 +а, хз = 24 +. В 
результате получим положительное решение данной системы. 


3.26. Начинающий первым ходом записывает произвольный коэффици- 
ент при 2 в первом уравнении. Затем на ход второго он отвечает следующим 
образом. Если второй записывает какой-то коэффициент при х или при у, 
то первый записывает в том же самом уравнении при у или при х такой же 
коэффициент. Если же второй записывает какой-то коэффициент при 2, то 
первый записывает произвольный коэффициент при 2 в оставшемся уравне- 
нии. Полученная система имеет решение (1,—1,0). 


Глава 4. 


Делимость 


4.1. Чёт и нечет 


4.1. Можно ли в равенстве 1*2*3Зх...*10 = 0 вместо звёздочек по- 
ставить знаки плюс и минус так, чтобы получилось верное равенство? 

4.2. Докажите, что количество различных делителей натурального 
числа п (включая 1 и само число) нечётно тогда и только тогда, когда 
это число является полным квадратом. 


4.3. Пусть а1,..., а2п+1 — целые числа, 61,..., 62+: — те же самые 
числа, но записанные в другом порядке. Докажите, что хотя бы одно 
из чисел а —6В,, К=1,2,..., 2п + 1, чётно. 


4.4. Пусть а, 6, с — целые числа, причём а = 0. Докажите, что если 
квадратное уравнение ал? -- Вх + с = 0 имеет рациональный корень, то 
по крайней мере одно из чисел а, 6, с чётно. 


4.5. Докажите, что многочлен с целыми коэффициентами 
—1 
аох” + ах” +... + аи—15 + а, 

принимающий при х = О их = 1 нечётные значения, не имеет целых 
корней. 

4.6. Даны два многочлена от переменной т с целыми коэффици- 
ентами. Произведение их есть многочлен от переменной т с чётными 
коэффициентами, не все из которых делятся на 4. Докажите, что в од- 


ном из многочленов все коэффициенты чётные, а в другом — хоть один 
нечётный. 
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4.7. В числовом треугольнике каждое число равно сумме трёх чисел 
предыдушей строки: 
1 
111 
12321 


13 67631 
1410 16 19 6 041 


Докажите, что в каждой строке, начиная с 3-й, найдутся чётные числа. 


4.2. Алгоритм Евклида и основная теоре- 
ма арифметики 


Натурально число р > 1 называют простым, если его нельзя пред- 
ставить в виде произведения двух натуральных чисел, каждое из кото- 
рых отлично от 1. Натуральное число п > 1 называют составным, если 
оно не простое. Если натуральное число п составное, то п = папа, где 
т < пип> < п. Поэтому любое натуральное число п > 1 можно раз- 
ложить на простые множители. Это утверждение составляет лёгкую 
часть так называемой основной теоремы арифметики. Трудная часть 
основной теоремы арифметики — однозначность такого разложения 
(с точности до перестановки множителей). Чтобы её доказать, можно 
воспользоваться алгоритмом Евклида, который часто бывает полезен 
и в других ситуациях. 

Пусть а и $ — натуральные числа, причём а < 6. Тогда существуют 
целые неотрицательные числа 4 и т, для которых 6 = да+гиг <а 
(деление с остатком). Алгоритм Евклида заключается в следующем. 
Пусть а0 и а1 — натуральные числа, причём 0 > а1. Поделим ао на 
а1 с остатком: @0 = 41@1 + а; затем поделим а1 на ао с остатком а! = 
= 42а2 + аз, и т.д. В конце концов получим а,_1 = 4ках. Все числа аб, 
1, ..., ак имеют вид тад + пал, где т и п — целые числа. Поэтому, 
в частности, ак делится на любой общий делитель чисел аб и @1. С 
другой стороны, @к_2 = 4и—1ак-1 + ак = (4к—14к + Пак, и т.д, поэтому 
числа, ао и а! делятся на ах. Это означает, что ак — наибольший общий 
делитель чисел а0 и а1. В частности, наибольший общий делитель чисел 
ао и а1 можно представить в виде тац + пал, где т и п — целые числа. 
Алгоритм Евклида — это алгоритм нахождения наибольшего общего 


делителя двух чисел. Наибольший общий делитель чисел а и 6 мы будем 
обозначать НОД(а, 5). 
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4.8. Пусть а = с и НОД(а, 5) = 1. Докажите, что с делится на а. 


4.9. Докажите основную теорему арифметики. 


21 4 
4.10. Докажите, что дробь т ПЕ. 


14% +3 несократима ни при каких на- 
п 
туральных п. 


4.11. Последовательность чисел оащ% = 0, @1, а2,...такова, что аи > 0 
при п > би НОД(ат, аи) = НОД(ат_п,@п) для любых т > п > 1. 
Докажите, что НОД(ат, ап) = аа, где а = НОД(т, п). 

4.12. Докажите, что для любого натурального а и любых натураль- 
ных тип НОД(а” — Та” — 1) =а1- 1, где а= НОД(т, п). 


4.3. Разложения на простые множители 


4.13. Пусть р/4 — несократимая дробь, ри 4 — натуральные чи- 
22 
сла. Положим } (Е = ее. где 41, ..., @п — различные простые 
1... 9 


делители числа 4. Докажите, что } — взаимно однозначное отображе- 
ние множества положительных рациональных чисел на множество всех 
натуральных чисел. 


4.4. Признаки делимости 


4.14. Пусть апат—1 . .. @1а0 — десятичная запись некоторого числа. 

а) Докажите, что это число делится на 3 тогда и только тогда, когда 
0 +а1-+... + а. делится на 3. 

б) Докажите, что это число делится на 9 тогда и только тогда, когда 
0 +а1-+... + ав делится на 9. 

в) Докажите, что это число делится на 11 тогда и только тогда, 
когда, ао — а1 + а2 — аз +... + (-Г)7а» делится на 11. 

4.15. В десятичной записи целого числа есть 300 единиц, а осталь- 
ные цифры нули. Может ли это число быть полным квадратом? 


4.16. Имеются семь жетонов с цифрами 1,2, 3,4,5, 6,7. Докажите, 
что ни одно семизначное число, составленное посредством этих жето- 
нов, не делится на другое. 

4.17. Пусть апат—1 - .. 140 — десятичная запись некоторого числа. 
Заменим это число на акап_1...а1 + 240. Полученное число снова пре- 
образуем по такому же правилу и т.д. до тех пор, пока не получится 
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число, не превосходящее 19. Докажите, что исходное число делится на 
19 тогда и только тогда, когда в итоге получается 19. 


4.18. Пусть алап—1 -..@1@40 — десятичная запись некоторого числа. 
Заменим это число на @иап_1 ...а1 — 2а0. Докажите, что исходное число 
делится на 7 тогда и только тогда, когда полученное число делится на 


7. 


4.5. Наибольший общий делитель и наи- 
меньшее общее кратное 


4.19. а) Докажите, что НОД(а, 5) = Нок: 
6) Докажите, что НОД(а, 6, с) = СОН в (Об- 


— НОК(а,5) НОК$, с) НОК(с, а)` 
шая формула приведена в задаче 14.23.) 


а. аёсНОД(а, 5, с) 
б) Докажите, что НОК(а, Ь, с) = НОД(а, 5) НОД, <) НОД(с, а)" 


4.20. Докажите, что НОД(а, НОД(5,с)) = НОД(НОД(а,5),с) = 
= НОД(а, 5, с). 


НОК(а, а +65) _ а+ь 
НОК(а,5) 6‘ 
4.22. Натуральные числа а и 6 взаимно просты. Докажите, что 
НОД(а + ва? +52) = 1 или 2. 


4.23. Докажите, что наибольший общий делитель суммы двух чисел 
и их наименьшего общего кратного равен наибольшему общему дели- 
телю самих чисел. 


4.21. Докажите, что 


4.24. Докажите, что наименьшее общее кратное п натуральных чи- 
сел а1 < а>2 <... < ав не меньше па1. 


4.25. Функция }(а,65), определённая для всех натуральных а и 6, 
обладает следующими свойствами: (1) }(а, а) = а; (2) [(а,5) = К, а); 
(3) (а-+5) (а, 5) = (а. а-+ 5). Докажите, что }(а,5) = НОК(а, 5). 


4.26. Имеется несколько чисел, каждое из которых меньше нату- 
рального числа № > 4. Наименьшее общее кратное любых двух из них 
больше №. Докажите, что сумма обратных величин этих чисел меньше 

› у р 


2. 
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4.6. Делимость нацело 


4.27. Докажите, что 72" — 52" делится на 24. 


5 13 


4.28. Докажите, что - + Е + т — целое число для любого нату- 
рального п. 

4.29. При каких целых п число 20" + 16" — 3" — 1 делится на 323? 

4.30. Докажите, что если при любом натуральном Ё 72 6 число а— Е" 
делится на 6— К, тоа = 5". (Здесь а, 6, п — фиксированные натуральные 
числа.) 

4.31. Докажите, что если 2” — 2 делится на п, то 22"-1 —2 делится 
на 2" — 1. 

4.32. Пусть а, 6, ти п — натуральные числа, причём а взаимно 
просто с фиа > 1. Докажите, что а” + 5" делится на, а” -+ 5” тогда и 
только тогда, когда т = кп, где К — нечётное число. 


жж * * 


1 1 1 
4.33. а) Докажите, что число р] + 3 +...-+ а не может быть целым. 


бд а. Кип — 
окажите, что число р р из й $ р + п? где ип нату- 


ральные числа, не может быть целым. 
4.34. Докажите, что следующие числа являются целыми: 
(т-+п)!. (2т)К2п)! 
а) ти ? 6) тии (т + в) 
(57%)! (5%)! . Е (Зт - 3п)!(3п!)(2т) п)! 
тии (Зт, + в)! (Зп + тр (2т + Зв) (т + 2в) ти (п! )2 (т + в)! 


в) 


4.7. Делимость на степень простого числа 


4.35. Сколькими нулями оканчивается произведение всех целых чи- 
сел от 1 до 100 включительно? 

4.36. Пусть р — простое число и а — наибольшее целое число, для 
которого п! делится на р°. Докажите, что 


‚+++ 
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4.37. Докажите, что п! не делится на 27. 


4.38. Найдите наибольшую степень двойки, на которую делится чи- 
сло (п+П(п-+2)... 2. 


о 1 
4.39. Наидите все натуральные п, для которых - и — конеч- 
п 


п+1 
ные десятичные дроби. 

4.40. а) Докажите, что для любого нечётного числа а и любого на- 
турального числа т существует бесконечно много натуральных чисел 
К, для которых а^ — 1 делится на 2”. 

6) Докажите, что для любого нечётного числа а существует лишь 
конечное число натуральных чисел т, для которых а” — 1 делится на 
эта 

4.41. Найдите все натуральные п, для которых: а) 3" — 1 делится на 
2п; 6) 31" —1 делится на 27. 


4.8. Остатки от деления 


4.42. Какие остатки может давать квадрат целого числа при деле- 
нии на: а) 3, 6) 4, в) 5, г) 8? 

4.43. Найдите наименьшее натуральное число, которое: 

а) При делении на 5 даёт остаток 4, при делении на 6 — остаток 5, 
а при делении на 7 — остаток 6. 

6) При делении на 5 даёт остаток 4, при делении на 6 — остаток 5, 
а при делении на 8 — остаток 7. 


4.44. Найдите число, которое: 
а) При делении на 5 даёт остаток а, а при делении на 6 — остаток 


6) При делении на 5 даёт остаток а, при делении на 6 — остаток 6, 
а при делении на 7 — остаток с. 


4.45. а) Число п, при делении на 4 даёт остаток 3. Докажите, что й 
нельзя представить в виде суммы двух квадратов целых чисел. 

6) Число п при делении на 8 даёт остаток 7. Докажите, что й нельзя 
представить в виде суммы трёх квадратов целых чисел. 
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4.46. Найдите четырёхзначное число, которое при делении на, 131 
даёт в остатке 112, а при делении на 132 даёт в остатке 98. 


4.47. Допишите к 523... три цифры так, чтобы полученное шести- 
значное число делилось на 7, 8 и 9. 


4.48. Найдите остаток от деления на 7 числа 


1010 + 10(19°) -- 1090°) +... +1000). 


4.49. Пусть числа т1,....Тьк попарно взаимно простые и т = 
= тТ1...Ть. Докажите, что для любых целых чисел а1,..., ак система 
сравнений 1 = а; (то4 пы), 1 =1,..., К, имеет решение, причём если 51 


и 12 — два решения, то 11 — 12 делится на т (китайская теорема об 
остатках). 


4.50. Найдите все натуральные числа п, для которых 2" —1 делится 
на 7. 


4.51. Пусть р — простое число. Предположим, что дано г нату- 
ральных чисел а1,..., а,, меньших р. Докажите, что если г < р, то 
из данных чисел можно составить по крайней мере т -+ 1 сумм, даю- 
щих разные остатки при делении на р (допускается и сумма «пустого 
множества» слагаемых, которая считается равной нулю). 


4.52. Докажите, что из любых 2п — 1 целых чисел можно выбрать 
ровно п чисел, сумма которых делится на п. 


4.9. Взаимно простые числа 


Натуральные числа т и п называют взаимно простььми, если 
НОД(т,п) =1. 

4.53. Докажите, что ни для какого натурального й число п(п + 1) 
не может быть степенью натурального числа. 


4.54. а) Докажите, что каково бы ни было целое число й, среди чисел 
п, п+1, п+2, п-3, п- 4 есть хотя бы одно число взаимно простое 
с остальными четырьмя из этих чисел. 

6) Докажите, что каково бы ни было целое число п, среди чисел п, 
п+Ьп-+2,..., п- 9 есть число, хотя бы одно, взаимно простое с 
остальными девятью из этих чисел. 


4.55. Пусть п и т — различные натуральные числа. Докажите, что 
Е 


т—1 т — 
числа Е, =2? `иЕ,=2? взаимно простые. 
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4.10. Простые числа 


4.56. Докажите, что квадрат любого простого числа р > 3 при 
делении на 12 даёт в осталке 1. 


4.57. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел 
(Евклид). 


4.58. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел 
вида 4К — 1. 


4.59. а) Докажите, что если число 2" — 1 простое, то число п тоже 
простое. 
6) Докажите, что если число 2” + 1 простое, то п = 2. 


т т-—1 
4.60. Докажите, что при любом натуральном п число 22 +22? +1 
имеет не менее п различных простых делителей. 


4.11. Арифметика остатков 


4.61. Докажите, что остатки от деления на п чисел а фи аб одно- 
значно задаются остатками от деления на п чисел а и 6. 


4.62. Пусть р — простое число, а число а не делится на р. Дока» 
жите, что все остатки от деления на р чисел а, За, За, ..., р- Па 
попарно различны, т.е. каждое число от 1 дор - 1 встречается среди 
этих остатков ровно один раз. 


4.63. Докажите, что если р — простое число, а числа, а и $ не делят- 
ся на р, то остаток от деления на р числа а однозначно определяется 
остатками от деления чисел $ и аф на р. 


Решения 


4.1. Ответ: нельзя. Чётность числа 1 Е 2+3... + 10 не зависит от 
выбора знаков; она зависит только от того, сколько в этом выражении не- 
чётных чисел. В этом выражении 5 нечётных чисел, поэтому оно всегда будет 
нечётно. 


4.2. Сопоставим делителю 4 числа п делитель п/4. Если для всех 4 числа 
4 и п/а разные (т.е. п = 42), то делители числа и разбиваются на пары, 
поэтому их чётное число. Если же п = 42, то все делители, отличные от 4, 
разбиваются на пары, поэтому их нечётное число. 
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4.3. Предположим, что все числа ак — вк нечётны. Тогда число (а1 —61)-+ 
+... + (@22-1 — 62.4) тоже нечётно (сумма нечётного числа нечётных чисел 
нечётна). Но это число равно 0, поскольку а1 +... + ата = 61+... + 62.41. 


4.4. Предположим, что числа а, 6, с нечётны и ах? + 5 + с = 0 для неко- 
торого рационального числа х = т/п, где числа т и п взаимно простые. Из 
равенства ат? + тт + сп? = 0 следует, что число т? + пт + п? чётно. Но 
числа т и п либо оба нечётны, либо одно из них чётно, а другое нечётно. В 
обоих случаях число т? + тт + п? нечётно. 


4.5. Пусть Р(х) = а05" + а15”` 1+... + аи-15 + ап. По условию числа 
а, = Р(0) иж + а: +... + а» = Р(Т) нечётны. Если х — чётное число, то 
Р(х) = а» (то4 2). Если х — нечётное число, то Р(т) = % +а1 +... + а 
(по4 2). В обоих случаях получаем, что число Р(5) нечётно, поэтому оно не 
может быть равно нулю. 


4.6. Из того, что не все коэффициенты произведения делятся на 4, следу- 
ет, что у одного многочлена есть нечётный коэффициент. Нужно доказать, 
что у другого многочлена нет нечётных коэффициентов. Предположим, что 
у обоих многочленов есть нечётные коэффициенты. Заменим каждый коэф- 
фициент на его остаток от деления на 2. В результате получим многочлены 
арх” + ата" +... 5’ ибо" + ад" 1+... 13. Если в произведе- 
нии данных многочленов мы заменим каждый коэффициент на его остаток 
от деления на 2, то получим многочлен а,бих”"" +...-+ "1. Таким обра- 
зом в произведении данных многочленов коэффициент при 1”"° нечётен, что 
противоречит условию. 


4.7. Выпишем в каждой строке, начиная с третьей, первые четыре числа, 
заменив каждое чётное число на 0, а нечётное — на 1: 


1010 
1101 
1000 
1110 
1010 


Пятая выписанная строка совпала с первой, поэтому в дальнейшем первые 
четыре числа будут периодически повторяться. Остаётся заметить, что в 
каждой из первых пяти выписанных строк есть чётные числа. 


4.8. Пусть т и п — натуральные числа, для которых та + пб = 
= НОД(а, 6) = 1. Тогда тас + пёс = с, т.е. а(тс + п) = с. Это означает, 
что с делится на а. 


4.9. Предположим, что а = р1...р, = 91...49, где р1, ..., Рь, 91, ...) 43 
— простые числа. Ясно, что либо НОД(р1, 41) = 1, либо НОД(р!, 41) = ри 
р1 = 91. Если НОД(р1,491) = 1, то согласно задаче 4.8 число 42...4з делится 
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на р1. Если при этом НОД(р1, 42) = 1, то число 43...4з делится на р! и т.д. 
В конце концов получим р! = 4;. После этого доказательство завершается 
очевидной индукцией. 


4.10. Найдём наибольший общий делитель чисел 21п +4 и 14п + 3, поль- 
зуясь алгоритмом Евклида. Поделив 21п + 4 на 14п + 3, получим в остатке 
7 - 1. Поделив 14п +3 на 7п + 1, получим в остатке 1. Значит, числа 21. +4 
и 14п + 3 взаимно простые. 


4.11. Для любой пары натуральных чисел {т‚п}, где т > п, последо- 
вательные операции {т,п} + {т — п.п} приводят к паре {4,0}, где а = 
= НОД(т, п). Действительно, операция деления т на п с остатком состоит 
из нескольких таких операций. 


4.12. Согласно задаче 4.11 достаточно проверить, что 
НОД(а”" — Та” —1) = НОД(а”" -— Та" —1) для любых т>п 2 ЕЁ 
Но а" —1=а”(а"`" — а” —Ти числа а и а” — 1 взаимно простые. 


4.13. Пусть р = р...рт, 4 = 947...4". Тогда Ё(р/а) = 
= р2“а ...р2ат д ...92”- 1, Ясно, что каждое натуральное число предста- 
вимо в таком виде ровно одним способом. 

4.14. а) Число 10 при делении на 3 даёт остаток 1. Поэтому 10* при 
делении на 3 тоже даёт остаток 1. Следовательно, ак10* при делении на 3 
даёт остаток ак. 

6) Решение аналогично решению задачи а). 

в) Число 10 при делении на 11 даёт остаток —1. Поэтому 10* при деле- 
нии на 11 дабт остаток (—1)*. Следовательно, а»10* при делении на 11 даёт 
остаток (—1) ак. 


4.15. Это число делится на 3, но не делится на 9, поэтому оно не может 
быть полным квадратом. 


4.16. Пусть а иб — семизначные числа, составленные посредством этих 


жетонов. Предположим, что а делится на фиа 22 6. Тогда а — 6 тоже делится 
РЕ 


на 6. Ясно, что < 7. С другой стороны, а —Ь делится на 9, а, 6 не делится 


на 9. Поэтому —— делится на 9. 


4.17. Мы заменяем число 10а-6 на а-+ 2%. Для любого числа, большего 19, 
имеет место неравенство 9а > 6, т.е. 10а 5 > а-+ 25. Поэтому при указанных 
преобразованиях число всегда уменьшается. Ясно, что 10а { Ь делится на 19 
тогда и только тогда, когда, 20а + 26 делится на 19, т.е. а-+ 26 делится на 19. 


4.18. Запишем исходное число в виде 10а - ао. Нужно доказать, что оно 
делится на 7 тогда и только тогда, когда а— 200 делится на 7. Ясно, что 10а 
+ао делится на 7 тогда и только тогда, когда 20а-2ао делится на 7. Остаётся 
заметить, что при делении на 7 число 20а - 2ас даёт такой же остаток, как 
и число —а + 290. 
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4.19. а) Пусть а = р?!... р иф=ри! ... 0. Тогда, 


НОД(а, ь) ы рита 1,В1} я. р. 
НОК(а, 5) = роежотьВ1} . пра 


Поэтому доказательство можно провести для каждого простого множителя 
отдельно. 


.. 4 _ 
Если а = р“ иф = р5, причём а < В, то НОД(а,5) = р° и ке ы- 
В а 
= = р°. 


6) Достаточно рассмотреть случай, когда а = р“, $ = 28, с=р”, причём 
а < В <. В этом случае НОД(а, 5, с) = р®, 


ас НОК(а,Ь, с) рр _ 
НОК(а,5) НОК(Б, с) НОК(с, а) — р8ртр 


в) Достаточно заметить, что 


рот ря 


рр 
рер8ре Р` 


4.20. Пусть наибольшая степень простого числа р, на которую делят- 
ся а, Ь, с, равна а, В, у. Требуется доказать, что ши(а, шщ(В,)) = 
= шш(шщ(а, 8),7)) = шищ(а, В, 7), где шш(х,у) — наименьшее из чисел т 
и у. Это утверждение о наименьших числах очевидно. 


4.21. Согласно задаче 4.19 а) 

(а+5)46 _ (а+5)6 _ 
НОД(а,5) — НОД(а,а-+5) — 
=6НОК(а, а-+ 5). 


(а + 5) НОК(а,5) = 


4.22. Предположим, что числа а + фи а? + 5? делятся на 4. Тогда число 
246 = (а+6)? -— (а? +52) тоже делится на 4. Поэтому числа 2а? = 2а(а+6) —2аё 
и 25? = 25 (а + 5) — 2а6 тоже делятся на 4. По условию числа а и $ взаимно 
просты, поэтому числа а? и 5? тоже взаимно просты. Значит, 4 = 1 или 2. 


4.23. В наименьшее общее кратное чисел а и $ входят только те простые 
делители, которые входят ваиф. Только они и могут входить в наибольший 
общий делитель суммы и наименьшего общего кратного. Поэтому достаточ- 
но проследить за степенью каждого простого множителя отдельно. Пусть 


а=р”... иь=ре..., причём а < В. Тогда сумма чисел а и 6 имеет вид 
р°..., а их наименьшее общее кратное имеет вид р?.... Поэтому рассматри- 
ваемый наибольший общий делитель имеет вид р”.... Наибольший общий 


делитель самих чисел а и 6 имеет такой же вид. 
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4.24. Пусть наименьшее общее кратное данных чисел равно а. Тогда 
и различные натуральные числа. Поэтому ге > п, 
ал а2 ап ал 
т.е. а > пал. 

4.25. Функция }(а,6) = НОК(а,5) обладает свойствами (1)-(3); свойства 
(1) и (2) очевидны, а свойство (3) доказано в задаче 4.21. Легко видеть, 
что свойства (2) и (3) позволяют вычислить }(а,5), если известны значения 
(аз,61) для всех натуральных а1 и 1, для которых а1 +61 <а-6. Поэтому 
функция }(а,5) единственна. 


4.26. Пусть а1,..., ап — данные числа. Количество членов ряда 1, 2, 3, 


М 
..., М, делящихся на ак, равно й . По условию наименьшее общее кратное 
к 


любых двух из чисел а1,..., ап больше М№, поэтому среди чисел 1, 2,..., № 
нет ни одного числа, делящегося одновременно на два из чисел @1, ..., @п. 
Поэтому число членов последовательности 1, 2,..., №, делящихся хотя бы на 
одно из чисел а1,..., ап, равно 

М М М 

= | Е: |. 

а1 а2 @т 
Но в последовательности 1, 2,..., М всего М членов, поэтому 


< 


М М 
Учитывая, что | —| > — - 1, получаем 


ак ак 
М М М 
а 
а1 а2 @т 
т.е 
М 


М М М 
РА... + — <М+лп<2.М. 
аа @42 аз @т, 


Сокращая обе части на №, получаем требуемое. 


4.27. Число а” — $" делится на а —6 (задача 5.1 а), поэтому 72” — 52" 
делится на 7? — 5? = 24. 


4.28. Нужно доказать, что 318 + 503 + 7п делится на 15, т.е. 513 + 7п 
делится на 3 и 3п? + 7п делится на 5. Ясно, что 513 + 7п = —(п3 —п) (шоа 3) 
и 315 +7п = —2(п8—п) (шо4 5). Рассматривая все различные остатки, легко 
проверить, что п? — п делится на 3, а п — п делится на 5. 


4.29. Ответ: при чётных п. Прежде всего заметим, что 323 = 17. 19, 
поэтому число делится на 323 тогда и только тогда, когда оно делится на 17 
и на 19. Число 20” — 3” делится на 20 — 3 = 17. Далее, 16” = (—1)” (шо4 17), 
поэтому число 16” —1 делится на 17 тогда и только тогда, когда п чётно. 
Что касается делимости на 19, то 20” —1 делится на 20 — 1 = 19 при любом 
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п, а при п = 2т число 16” — 3" делится на 16? — 3? = 13. 19, поэтому оно 
делится на 19. 


4.30. Многочлен 5” — у” делится на х — у (задача 5.1 а), поэтому 65" — К” 
делится на 6 — К. Значит, число а — 5" = (а- ^") — (5" — К”) делится наб —К 
при любом К = 6. Это возможно лишь в том случае, когда а = 6”. 


4.31. Пусть 2" — 2 = пт. Тогда 


а Е. 
т 20-10 


И 


4.32. Если т = Ёп, где К — нечётное число, то а" + 6” = (а”)® + (5")* 
делится на а” + $” (задача 5.1 6). 

Пусть т = Ёп +т, где Е — нечётное число и 0 <г < п. Докажем, что 
а” +6” не делится на а” -+ $”. Действительно, 


а" д бет" = а’ (а^" $ 5") + фк” (5 =. а”). 


Здесь а” (а*" + 5") делится на а” + $", а”(" — а") не делится на а” + $", 
поскольку 9" взаимно просто с а" +" и0< 6" —а"| а" +. 

Пусть т = м-+г, где { — чётное число и 0 < г < п. Докажем, что а" +6” 
не делится на а” +5”. Действительно, пусть к =[1—1 (Е — нечётное число). 
Тогда, 


а" га п" аа? ет фетртт = 


аа та (а). 


Здесь первые два слагаемых делятся на а” + $", а последнее не делится, по- 
скольку 9*"а” взаимно просто с а” + 6" ид ха’ 4Ё <а" +". 


4.33. Решим сразу задачу 6). Предположим, что рассматриваемое число 
целое. Выберем среди чисел К, К+1,..., А + п те, которые делятся на наи- 
большую степень двойки. Пусть такое число только одно, а именно, 2”р, где 
1 24) _ т+24 
р т ) тр’ 
где числа, р и т нечётные. Это число представляет собой дробь с нечётным 
знаменателем и чётным числителем; такое число не может быть целым. 

Поэтому есть по крайней мере два числа, которые делятся на максималь- 
ную степень двойки, а именно, 2”ри 2" 4, гдер <4ир,4 — нечётные числа. 
Но тогда р-+1 <чир-1 — чётное число. Поэтому число 2" (р + 1) содер- 
жится среди чисел К, К +1,..., + п и делится на 2”, что противоречит 
выбору числа т. 


г 1 
р нечётно. Тогда рассматриваемое число имеет вид т: 


4.34. Рассмотрим общее выражение Пь (акт), гдеаки 6, — целые 
числа, 4, — целые неотрицательные числа. Наивысшая степень простого чи- 
сла р, на которую делится число п!, равна > `>*_, п/р”] (задача 4.36). Поэтому 
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х 


Рис. 4.1. Графики в квадрате (6) 


если для любых чисел х, у > 0 выполняется неравенство У` 4% [акх + Бку] > 0, 
то рассматриваемое выражение является целым числом. 

В задачах а)- г) числа ак, бк, 4ь связаны соотношением >\,4ьак = 
= >), 4кбь = 0. В таком случае функция { (1,9) = >, 4к(авкх + 6ку) обладает 
следующим свойством: }(х-1, у) = }(х, у) = 1(т, у+Т). Поэтому неравенство 
т, у) > 0 достаточно проверить для чисел т, у, удовлетворяющих неравен- 
ствам 0 <х,у<1. 

а) Нужно доказать неравенство [5 + у] — [| — [| 20 для 0 < х, у<1. Но 
[%] = И =0. 


6) Нужно доказать неравенство [2х] + [29] - [| - и -— &#+УИ > 0 для 
0 < х, у < 1. Учитывая, что [5] = [У] = 0, переходим к неравенству /{(х, у) = 
= [22] + Ру - 2 +У > 0. Чтобы вычислить значение функции {(х,у) в 


квадрате 0 < х, у < 1, поступим следующим образом. Нарисуем графики 
2х =Ти 2у = 1 сплошными линиями, а график х + у = 1 пунктирной линией 
(рис. 4.1). 

Ясно, что }(0,0) = 0; поэтому { = 0 и во всех точках фигуры, ограничен- 
ной этими графиками и сторонами квадрата и содержащий начало коорди- 
нат. При переходе через сплошную линию значение функции } увеличивается 
на 1, а при переходе через пунктирную линию — уменьшается на 1 (имеется в 
виду движение в направлении от начала координат). Это замечание позволя- 
ет вычислить значение функции } (5, у) во всех точках квадрата и убедиться, 
что они неотрицательны. На рис. 4.1 эти значения выписаны. 

в) Нужно доказать неравенство } (т, у) = [5х] + [5] - [32 +ч| - [$ +39] > 0 
для 0 < х, у < 1. Чтобы вычислить значение функции /(х, у) во всех точках 
квадрата, для каждого выражение = [аьх 6 ьу| нарисуем графики акх -+6ку = 
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5 


Рис. 4.2. Графики в квадрате (в) 


=1,2,... , ак - к — 1; для знака плюс график рисуем сплошной линией, а для 
знака минус — пунктирной (рис. 4.2). Затем пользуемся теми же правилами, 
что и при решении задачи 6). 


г) Нужно доказать неравенство }{(х, у) = [35 + 39] + [Зч] + [2=] + [2] - [25 + 
+39] - [+24 — [#9] > 0. Это делается так же, как и при решении задачи в): 


см. рис. 4.3. Отметим, что график г + у =1 мы не рисуем, потому что при 


прохождении через этот график значение функции }(х, у) увеличивается на 
1 и уменьшается на 1, т.е. не изменяется. 


4.35. Ответ: 24. Среди чисел от 1 до 100 есть 20 чисел, делящихся на 5, 
и 4 числа, делящихся на 25 (чисел, делящихся на 125, среди них нет). Поэто- 


му рассматриваемое произведение делится на 52“ и не делится на 525. Ясно 
также, что оно делится на 22“. 


п п 
4.36. Среди чисел 1,2,..., п есть |й чисел, делящихся на р, В чисел, 
р р 
делящихся на р?, и т.д. 


4.37. Пусть а — наибольшее целое число, для которого п! делится на 2°. 
Согласно задаче 4.36 
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Рис. 4.3. Графики в квадрате (г) 


ул Ул 
поскольку [1] < х. Кроме того, [2% =0< 5к при достаточно больших (К. 
Поэтому а < п. 


4.38. Пусть (2—1)! =1.3.5.7...(2%-Т и (2)! =2:4.6...2п. Ясно, 
что (21)! = (т — П(2®) и (2%)! = 2”п!. Поэтому (п +1)(п+2)... т = 
(21)! _ (2 Пит)! 


= = 2”(2п —1)!!, причём число (2п — 1)!! нечётно. 

4.39. Ответ: 1 и 4. Прип > 1 должны выполняться равенства 2*^5' =пи 
2851 =п+1. Числа пи п +1 взаимно простые, поэтому должно выполняться 
либо равенство 2* +1 = 5*, либо равенство 5' +1 = 2°. Предположим, что 
5+1 = 28. Тогда число 2° оканчивается на 6, поэтому з = 4т. Значит, 
5 = 2%" —1 = (22 — 1) (22т + 1). Но числа 27” —Т1 и 2?” +1 не могут 
одновременно делиться на 5. 

Рассмотрим теперь уравнение 2+1 = 5%. Пусть # = 27 3, где з нечётно. 
Тогда 


о О.И 


Второй множитель состоит из нечётного числа нечётных слагаемых, т.е. он 
нечётен. Значит, з = 1. Далее, 


2т-—1 


5" -1= (5-1)(5+1)52+1... (52 +1. 
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Число 5 +1 = 6 не является степенью двойки, поэтому 1 = 0. Это соответ- 
ствует равенству 2? +1=5. 


4.40. а) Пусть К = 2”. Тогда 
Ва а ое" зо 


Число а нечётно, поэтому в этом произведении есть п-+ 1 чётных сомножите- 
лей. Значит, а^ —1 делится на 2”*!. Таким образом, если Ё = 2" ип>2т-1, 
то а* — 1 делится на 2”. 

6) Введём следующее обозначение: если т = 2" 3, где число з нечётно, то 
а(т) = п. Ясно, что а" —1 = (а? —- 1) (а" 67-0 +а2" 6-2 +...+1), где сумма 
во второй скобке состоит из нечётного числа нечётных слагаемых. Поэтому 
4(а” — 1) = а(а”" —1). Далее, в разложении (1) числа а? +1, ..., а" 
+ 1 делятся на 2 и не делятся на 4, поскольку квадрат нечётного числа даёт 
остаток 1 при делении на 4. Значит, 


Ве 4(а-—1) при п = 0; 
4(а? -1)+п-1 прип>1. 


Число а” — 1 делится на 2” тогда и только тогда, когда 4(а” —1) > т. 
Разберём два случая. Если 4(т) = 0, т.е. число т нечётно, то должно вы- 
полняться неравенство т < а(а — 1). Это неравенство имеет конечное число 
нечётных решений. Если 4(т) > 1, т.е. число т чётно, то должно выполнять- 
ся неравенство 4(а? — 1) +п-1>2 т = 273, где п = 4(т). Это неравенство 
4(а? --+п-—1 

эт 
венство имеет конечное число решений, поскольку последовательность п/2" 
стремится к нулю при п —> со (задача 25.18). 


можно переписать в виде $ < (число з нечётно). Такое нера- 


4.41. а) Ответ: 1, 2 и 4. Воспользуемся решением задачи 4.40 6). Если 


а = 3, то 4(а—1) =1и 4(а? —1) = 3. Неравенство з < РИ 


эт 


имеет следующие 
решения: (3,1) = (1,1) и (1,2). 
6) Ответ: 1, 2, 4, би 8. Еслиа = 31, то 4(а—1) =1иа(а?—1) = 4(30.32) = 


= 6. Неравенство 3 < ^ имеет следующие решения: (3, п) = (1,1), (3,1), 


(1,2) и (1,3). (Напомним, что число з нечётно.) 


4.42. а) Ответ: 0 и 1. Воспользуйтесь равенством (3-1)? = 9? + 6+1. 

6) Ответ: 0 и 1. Воспользуйтесь равенством (2% + 1)? = 44? +4К +1. 

в) Ответ: 0, 1 и 4. Воспользуйтесь равенствами (5+1)? = 254? 10 +1 
и (5+ 2)? = 252 + 20 + 4. 

г) Ответ: 0, 1 и 4. Воспользуйтесь равенствами (2% +1)? = 4 (Е +1) +1 
и (46 +2)? = 16К? + 16К + 4 и заметьте, что число К(Ё + 1) чётно. 


4.43. а) Пусть п — искомое число. Тогда п + 1 делится на 5.6.7 = 210. 
Поэтому п = 209. 
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6) Пусть п — искомое число. Тогда п +1 делится на НОК(5, 6, 8) = 120. 
Поэтому п = 119. 


4.44. а) Пусть бп =1 (109 5) и 5т =1 (194 6). Тогда 


бпа - 5тф = бпа =а (то4 5) 
бпа + 5тб = 5тф =6 (точ 6). 


В нашем случае т=5бип=1. 
6) Пусть 426 = 1 (шо4 5), 35п =1 (то4 6) и 30т = 1 (то 7) (здесь 
42 =6.7, 35=5.7, 30=5.6). Тогда 


42Ка + 3516 + З0тс = 42ка =а (то4 5), 
42Ка + 3516 + З0тс = 3516 =Ь (тоа 6), 
42Ка + 3516 + З0тс = 30тс =с (тоа 7). 


В нашем случае # = 3, п=5, т=4. 


4.45. а) Согласно задаче 4.42 6) сумма квадратов двух чисел при делении 
на 4 может давать остатки 0, 1 и 2. 

6) Согласно задаче 4.42 г) сумма квадратов двух чисел при делении на 8 
может давать остатки 0, 1, 2, 4 и 5, а сумма квадратов трёх чисел — остатки 
0, 1, 2, 3, 4, 5 и 6. 


4.46. Ответ: 1946. Пусть № — искомое число. По условию № = 131 + 
+ 112 = 1321 - 98, где Ки | — натуральные числа. Кроме того, № < 10000, 


о. “-- 38 тв, Далее, 131% + 112 = 1321+ 98, поэтому 


131( —1) =1- 14. Следовательно, если К = 1, то || - 14| > 131. Но [< 75, 
поэтому А =[и][- 14 =0. Таким образом, № = 131.14+112 = 132.14 +98 = 
= 1946. 

4.47. Ответ: 523152 или 523 656. 

Полученное число должно делиться на 7.8.9 = 504. Поделим 523 000 на 
504 с остатком: 523 000 = 1037 - 504 + 352. Поскольку 504 — 352 = 152, на 504 


делятся числа 523152 и 523152 + 504 = 523656. Других чисел, делящихся на 
504, среди чисел от 523000 до 523 999 нет. 


4.48. Заметим, что 106 =1 (шо4 7), поскольку 103 +1 делится на 7, и 
10° = 4 (шо4 6) при Ё > 1, поскольку число 99...96 чётно и делится на 3. 


поэтому [= 


Значит, 1015° = 104 (шоа 7) при Ё > 1. Поэтому требуемый остаток равен 
остатку от деления числа 10. 10" = 105 на7. Этот остаток равен 5. 


4.49. Положим п: = т/ти. Число п; является произведением чисел, вза- 
имно простых с т;, поэтому (п ти) = 1. В таком случае можно выбрать 
целые числа г; и 8; так, что гит; + зп; = 1. Положим е; = зиц и х = пе! + 
+... + акеь. Ясно, что е; =1 (шо4 т.) ие; Е 0 (шо4 т,;;) при ] 2 $, поэтому 
х=а (шо4 т;), =1...., К. 
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Если 2: и 12 — решения рассматриваемой системы сравнений, то 
1 — 12 Е 0 (шо т:), & =1,...,К. Числа та,..., ть попарно взаимно про- 
стые, поэтому 21 — 22 делится на т. 

4.50. Ясно, что 23 =8=1 (шо4 7). Поэтому 23* =1 (шо4 7), 2341 =2 
(тоа 7) и 23*+? = 4 (шо 7). Следовательно, 2” — 1 делится на 7 тогда и 
только тогда п делится на 3. 


4.51. Применим индукцию по г. При г = 1 есть две суммы: 0 и а1. Предпо- 
ложим, что утверждение верно для т < р- 1 чисел и неверно для г + 1 чисел. 


Тогда суммы 0, 31, ..., 8», составленные из чисел а1, ..., а,, дают разные 
остатки при делении на р, но все суммы 0 + а, 31 + ал, ..., 8, ат +1 
при делении на р не дают новых остатков по сравнению с 0, $1,..., 3». Зна- 


чит, а,-1 = $: (шоЧр) для некоторого $. Далее, 3: + а.41 = 3; (шо4р) для 
некоторого 1, т.е. 2а,+1 = з; (то р). Аналогично получаем, что остатки от 


деления на р чисел а, +1, 2а’+1, Заг+1,..., р-Т)а»+1 содержатся среди остат- 
ков от деления нар чисел 0, 31,..., 3». Число р простое, и а, 1 не делится на р. 
Поэтому остатки от деления на р чисел а,-1, 2а+1,..., р-Т)а„-1 различны 


и отличны от нуля. Значит, р — 1 > г, что противоречит предположению. 


4.52. Сначала докажем, что если требуемое утверждение верно для п =а 
и для п = 6, то оно верно и для п = аб. Пусть дано 2а6 — 1 целых чисел. 
Утверждение верно для п = 6, а кроме того, 2а6 —1 > 26 - 1. Поэтому из 
данных 2а6 — 1 чисел можно выбрать 6 чисел, сумма которых делится на 6. 
Затем из оставшихся чисел, если их не меньше 26 -— 1, снова выберем 6 чисел, 
сумма которых делится на 6. Равенство 2а6 — 1 = (2а — 16 +6 — 1 показывает 
что так можно поступить 2а — 1 раз и получить 2а - 1 наборов по 6 чисел, 
причём сумма чисел каждого набора делится на 6, т.е. среднее арифметиче- 
ское чисел набора — целое число. Рассмотрим эти средние арифметические. 
Утверждение верно для п = а, поэтому из 2а -— 1 средних арифметических 
можно выбрать а так, чтобы их сумма делилась на а. В результате получа- 
ем а наборов по 6 чисел. Сумма выбранных аб чисел делится на аб, что и 
требовалось. 

Остаётся доказать самую трудную часть задачи: требуемое утверждение 
верно для любого простого числа п = р. 

Вместо данных чисел можно рассматривать их остатки от деления на 
р. Пусть 61 < 62 <... < 62,1 — остатки от деления данных чисел на р. 
Рассмотрим ешё р—1 чисел а1 = 6+1 —62, а2 = 6р+2-—63,..., ар-1 = б2р-1 —6ь. 
Если а; = 0, то 6; = бр, а значит, &; = 641 =... = р. В таком случае 
сумма р чисел 6,, 6+1, 6; +» делится на р. Остаётся рассмотреть случай, когда 
все числа а1,..., ар_1 отличны от нуля. 

Пусть х — остаток от деления на р суммы В: + 62+... +6». Если х = 0, 
то мы сразу получаем требуемые р чисел. Предположим, что 5 22 0. Соглас- 
но задаче 4.51 из чисел а1,..., ар-1 можно составить суммы, дающие все 
различные остатки при делении на р. В частности, можно составить сумму 


Глава 4. Делимость 61 


а: +... + а,, дающую остаток р — х. Тогда сумма 61 + 62 +... +6» + а + 
+... На, Е... 8+ (рн -6)-+...-+ (6+, — &К) делится на р. После 
очевидных сокрашений эта сумма превращается в сумму р данных чисел. 


4.53. Предположим, что п(п + 1) = т®, гдети — натуральные числа, 
Е >22. Числа п и п + 1 взаимно простые, поэтому п =а^ ип+1 = 6", гдеа 
и — натуральные числа. Ясно, что 6 > а. Но (а-+ 1)* > (а+ Па" = а + 
а 1 > п-+1. Поэтому 9 > (а-+ 1)* >п-1. 


4.54. а) Если |К —П <4иК 2 [, то наибольший общий делитель чисел 
Ки [ не превосходит 4. Поэтому наибольший общий делитель любой пары 
выбранных чисел не превосходит 4. Из пяти последовательных чисел можно 
выбрать пару последовательных нечётных чисел. Из двух последовательных 
нечётных чисел по крайней мере одно не делится на 3. Это число взаимно 
просто с остальными четырьмя числами. 

6) Среди данных чисел есть 5 нечётных чисел. Рассмотрим остатки от 
деления этих пяти чисел на 3, 5 и 7. Среди остатков от деления на 3 нет 
трёх одинаковых, а среди остатков от деления на 5 и на 7 нет двух одина- 
ковых. Поэтому среди указанных пяти чисел можно выбрать три числа, не 
делящихся на 3, а среди них выбрать число, не деляшееся на 5 и на 7. Это 
число взаимно просто с остальными девятью числами. 


4.55. Будем считать, что п > т. Подставим 1 =2 в тождество 
п, —2 о —1 
(#—1)(&+1(22 +104 +1... += ч+Ь 


В результате получим 12... Ри 1+2 = Е». 

Предположим, что числа Е, и Е» делятся на 4. Тогда 2 = 
=В№-Р Е... Е, 1 тоже делится на 4. Но числа ЁР» и Ею нечётные, поэтому 
а= 2. 

4.56. Посмотрим, какие остатки может давать простое число р > 3 при 
делении на 6. Оно не может давать остаток 2 или 4, поскольку иначе оно было 
бы чётно. Оно не может давать остаток 3, поскольку иначе оно делилось бы 
на 3. Значит, простое число р > 3 при делении на 6 даёт остаток 1 или 5, т.е. 
оно имеет вид би -Е 1; его квадрат имеет вид 36п? - 12% + 1. 


4.57. Предположим, что существует лишь конечное число различных про- 


стых чисел, а именно, р1,..., р». Рассмотрим число р1...р, + 1. Оно не де- 
лится ни на одно из чисел р1,..., р», поэтому у него есть простой делитель, 
отличный от ру, ..., Фь. 

4.58. Предположим, что р1,..., р, — все различные простые числа вида 


АК —1. Рассмотрим число 4р1...р, —1. Оно нечётно, поэтому все его простые 
делители имеют вид 4К + 1. Ясно также, что все простые делители не могут 
иметь вид 4% + 1, поскольку произведение чисел такого вида имеет такой же 
вид. Остаётся заметить, что рассматриваемое число не делится нар1,..., р». 
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4.59. а) Многочлен 11 — 1 делится на х — 1, поэтому 279 — 1 = (22) —1 
делится на 29 — 1. 

6) Если 4 нечётно, то многочлен х7 +1 делится на х + 1. Поэтому если 
число п имеет нечётный делитель 4 > 1, то 2" + 1 делится на 27 + 1. 

4.60. Воспользуемся тождеством д“ + 2? +1 = (5°+1-2)(2° +1+2). 
При х = 22"? получаем, что рассматриваемое число является произведением 
чисел 22" 1 422"? +1 и 22"—* 592" +1. Эти числа взаимно просты, посколь- 
ку они нечётны, а их разность равна, о, Теперь можно воспользоваться 
индукцией по п, поскольку число 22"—* + 22"? + 1 имеет тот же самый вид. 


4.61. Пусть а = а1 + а2п и ф =Ё:1 + 62п. Тогда а Е 6 = а1 +В! + (а2 Е п 
и 46 = а161 + (а261 + а1б> + а262т)п. 

4.62. Если та = уа (шоа р), то (5 — у)а делится на р. Числа а и р взаимно 
простые, поэтому 5 — у делится на р. Значит, если 1 < ху <р- 1, тох = у. 


4.63. Согласно задаче 4.62 ровно один из остатков от деления нар чисел 
Ь, 26,..., (р-1)6 равен 1. Значит, существует единственное целое число 6, 
1<6<р- 1, для которого $ =1 (то р). При этом а = 6(аб) (шоа р). 


Глава 5. 


Тождества 


5.1. Разложения на множители 


В задачах 5.1-5.8 требуется разложить указанные выражения хотя 
бы на два множителя меньшей степени, не используя радикалов. 


5.1.а) 2” — уп; 6) д27+1 + ут. 
5.2.11 +4. 

5.3. (фу) —ф1--2. 
5.4. 23 +у +23 — Зтуд. 

5.5. (УЗ +(у-2)3+ (2-23. 
5.6. а10 а? +1. 

5.7. а (6 -с) + (с-а) + с (а-5). 
5.8. 1 +13 +2 +5412. 


5.9. а) Разложите 28 + 2“ + 1 на два множителя. 
6) Разложите 18 + 2^ + 1 на четыре множителя, допуская в качестве 
коэффициентов квадратные корни из натуральных чисел. 
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5.2. Доказательство тождеств 


5.10. Докажите, что для любого натурального п справедливо соот- 
ношение 


бт т (три 


п! 


5.3. Суммы квадратов 


5.11. Докажите, что если каждое из чисел т и п представимо в 
виде суммы двух квадратов целых чисел, то их произведение тт тоже 
представимо в виде суммы квадратов двух целых чисел. 


5.12. а) Представьте в виде суммы квадратов 

(а + а + аз) (И + +8) - (а181 +а-55 + азвз)?. 
6) Представьте в виде суммы квадратов 

(а +... +а2)(+...+82) — (ав +... + аб)? 


(тождество Лагранжа). 


5.4. Вспомогательные тождества 


5.13. Известно, что число а+1/а целое. а) Докажите, что число а? + 
+ 1/а? тоже целое. 6) Докажите, что число а” + 1/а" целое для любого 
натурального п. 


5.14. Докажите, что любое нечётное число есть разность двух ква- 
дратов целых чисел. 


5.15. Докажите, что произведение четырёх последовательных целых 
чисел в сумме с единицей даёт полный квадрат. 


5.16. Д = - ое Е 
. | окажите, что если я Г Е —- 73 ЕТ ТЕ 2 то ат рп ст —- 
= тит для любого нечётного п. 


5.17. Пусть <, у, < — попарно различные целые числа. Докажите, 
что число (2—9) +(у-2)°+(2-1)5 делится на 5(у- 2)(2-1)(#-у). 
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а ь с 
5.18. Докажите, что если = + РЕ: + == 0, то 


= + ео Й = =0 

(она) ао: 

5.19. Докажите, что п? + 3Зп + 5 ни при каком целом п не делится 
на 121. 


= 


5.20. Докажите, что выражение 
+3 у- 5234? — 155243 + 42“ + 125 
не равно 33 ни при каких целых значениях хи у. 


5.21. Докажите, что для любого натурального ® > 2 число 2402 +1 
не является произведением двух простых чисел. 


5.22. Докажите, что любое рациональное число можно представить 
в виде суммы трёх кубов рациональных чисел. 


5.5. Разложения рациональных функций 


2 2 ь 
5.23. Представьте дроби —— и ев виде суммы дробеи 
ь 2—1 2—1 
а о 
Е + т!’ ГАеаи $ — действительные числа. 
5.24. Пусть а1 < 42 < @аз<... «щи 
1 Ат А2 Ап 
+ ее Е 
(1 +а1)(х +а2)...(т+т) х+м х+а2 х-+ а 
где А1,..., А» — действительные числа. Докажите, что А! > 0, А2 < 0, 
Аз>0,... 


5.6. Разложения квадратичных функций 


5.25. Докажите, что если для всех т, у, 2 справедливо равенство 


а1172 + 4221? + 2азз2? + Залоту + 2а1зт2 + аззул = 
= (615 + 659 + 632) (сит + сэу + сз2), 


г. 9 2 2 
то а114а22азз + 2а1за12а2з = аззали + а1за22 + а1>азз. 
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5.7. Тождества с целыми частями 


5.26. Докажите, что 


2+ 2+ + 2+2 Аи = [п2]. 


5.27. Пусть ри 4 — взаимно простые натуральные числа. Докажите, 


Нее 


р 2 


5.28. Пустьри 4 — взаимно простые нечётные натуральные числа. 
Докажите, что 


—1 


р-1 4 
[1+ № +... ЕЛЬ. +++. 2 Р _@Ф-0а-0 
р р р 4 4 4 4 


(Эазенитейн) 


5.29. Докажите, что [п + Ууп+ И = [У4п +2] для любого нату- 


рального числа п. 


5.30. Докажите, что [/п+ Уп+1+Уп-+ 2] = [У9п + 8] для любого 


натурального числа п. 


5.31. Докажите, что [Уп + Уп+ 1] = [У8п +3] для любого нату- 


рального числа п. 


Решения 


5.1. а) (2 -у)(а" Г +а”" у... +"). 
Бе ауру" 

5.2. (2? — 2+2) (1? +25 +2). 

5.3. 3(х Ну) (у- 2) (2 +2). 

5.4. (х+у+2) (2? У +2? — гу - у — 21). 

5.5. 3(%-у)(у-2)(2-%т). 

5.6. (а? +а+1)(а8 —а' + а а“ + а ф-а+\1. 
5.7. (а? +? + с? + 46+ 55 + са) (а -В)(- с) (а-—с). 
5.8. (1? — 2% +3) (2? + За +4). 
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4 2 4 2 
5.9. а) (д +х+10( 6 +И. 
6) Каждый из полученных многочленов четвёртой степени можно разло- 
жить на множители, воспользовавшись тождеством 


(2? аж 1 (2 фа = + (2 -а”) 5+1; 

нужно положить а =1иа = \3. 

5.10. Ясно, что п!2" = 2.4.6.... -2п. Поэтому п!2" (2 — ПИ = 
= (2.4.6.....2т)1.3.5..... (21-1) = ()!. 

5.11. Воспользуйтесь тождеством (а? +2) (с? +4?) = (ас-+6а)? + (а4а—ве)?. 

5.12. а) (а162 — аз 1)? + (а263 — азб2)? + (а163 — азё1 )?. 

6) У`(а16; — ав. )?, где суммирование ведётся по всем парам # < 1. 

1 м2 
5.13. а) Воспользуйтесь тождеством а? + = ( + =) — 2. 


6) Воспользуйтесь тождеством 


т В т 
а += ("+ ==) («+-)-( 
ат+ ап а 


5.14. Воспользуйтесь тождеством 2 + 1 = (п+1)? — п?. 


5 
3 
1 
=: 
+ 
а 
—_ 


5.15. Достаточно заметить, что 
п(п+1)(п+2)(п +3) +1= (п(®+3) +1). 


1 1 1 1 
5.16. Равенство - + - + - = ——_— эквивалентно равенству (6с + са + 
а 


с афе-+ с 
+ а6) (а+ 6+ с) = абс, т.е. (а-+6)(6 + с)(с-+а) = 0 (предполагается, что абс 2 0 
иа-+ 6 {с > 0). Таким образом, тройка чисел а, 6, с имеет вид т, —5, у, причём 
у = + х. Но тогда тройка чисел а”, 65”, с” при нечётном п тоже имеет такой 
вид. 


5.17. Несложно проверить, что частное равно 1? + у? + 22 — у — уз — дд. 
Действительно, пусть х—у=ииу-1 = 5. Тогда (х—у)°+(у—=)°+ (2—2) = 
= 8-08 — 5(и-+0)5 = —5 (иль 232 + 223 ил) = Би (и- о) (и? ++?) 
и5(у-2)(2-— 2) (2 — у) = —5\0(и + 5). Остаётся заметить, что и? + и +9? = 
=? ++ 27 — ту — 12—12. 


5.18. Докажем, что 
а 3: Ь + с в а + Ь 5. с ( 1 + 1 + 1 ) 
(6— <)? '(е-а)? ' (а-6)?  \6-е са а-Ь] \6-с с-а а-Ь/` 


Действительно, сумма трёх дробей 


= ео 


(Е) о-ва: 


с т 1 6с — ас 
( ы Е 
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равна нулю. 


5.19. Заметим, что п? +3п+5 = (п+7)(п-4) +33. Если число п? +3Зт 5 
делится на 121, то число (п + 7)(п — 4) делится на 11. Но (п +7) - (п-4) = 
= 11, поэтому оба множителя делятся или не делятся на 11 одновременно. 
Следовательно, если число (п-+7)(п— 4) делится на 11, то оно делится на 121. 
Но тогда число (п + 7)(п — 4) + 33 не может делиться на 121. 


5.20. Представим данное выражение в виде 


(2+ 29) (2 —у)(т +9) (2 — 2у)(т +35). 


При у 2 0 все пять сомножителей этого произведения попарно различны, а 
число 33 нельзя представить в виде произведения пяти целых попарно различ- 
ных сомножителей (хотя и можно представить в виде произведения четырёх 
попарно различных сомножителей, два из которых равны +1). При у = 0 
рассматриваемое выражение превращается в 5. Ни при каком целом х число 
&° не равно 33. 


5.21. Число 24”? +1 можно представить как в виде произведения (22 + 
+ 1) (2“” — 24"? +... 22? +1), так и в виде произведения (2271 + 2" +1 + 
+ 1) (22"+1 — 2741 + 1). При п > 2 эти разложения различны. 


5.22. Воспользуемся тождеством 
(@- + с) + с = 36° (а — с) + (а? — За? - с?)). 


Возьмём рациональное число # и положим а = 12+1), 6 = +13 и 
с = 12-1). Тогда получим 


Т2Е+ 18 = (а- 6% + (6-е) +68. 


Если + 2 —1, то число и = 724 является суммой трёх кубов рациональных 


чисел: 
а-—6 о 6 —с В с а 
= (=>) +(9==) + (=) 


Остаётся заметить, что —72 = (—4)3 + (—2)3 + 03. 


ь ь —6 2 
5.23. Ясно, что м: = ыы ). Поэтому = 
х-1 +1 2—1 12 —1 
1 + 2х 1 1 
— и — Е 
х-1 1+1 22-1 4-1 2+1 
5.24. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение очевидно. Пред- 
положим, что требуемое утверждение доказано для п — 1 чисел. Тогда, 


1 _ Ву Е % Ви-1 
(т+а1)... (+1) хм ‘’’ +’ 
1 С2 С» 
Е, 
(т + а2)...(-+а)  т-+а2 х+ а’ 
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где Ви, С2 > 0, Во, Сз < 0, Вз, С4 >0,...При этом 
1 1 = ап — а1 
(т+а1)...(%+а_1) (+а2)...(&+%) («+ал)... (аа)? 
где а, —а1 > 0. Требуемые неравенства следуют из того, что (аи —а1).А1 = В1, 
(а, —а1).А2 = В2 — (2, ..., (и —@а1)А-1 = Ви -— Спа, (ви —а1) А, = —Сь. 


5.25. Если указанное равенство справедливо для всех т, у, д, то 


@11 = 6161, 2а12 = В1с2 + 62, 
а22 = 62с2, 2а1з = 61сз + 6зст, 
азз = 6зсз, 2а2з = фосз + 6зс2. 
Действительно, это утверждение эквивалентно тому, что если 
А1152 + Ар? + 243327 + 2А12ху + 2А1зтл + Аззуз =0 


для всех 1, у, 2, то все коэффициенты Аз; равны нулю. При х =1у=аё=0 
получаем А11 = 0. Аналогично А22 = Азз = 0. Теперь при х =у=1 2=0 
получаем А12 = 0. Аналогично А1з = А2з = 0. 

Подставим в выражения а11422азз + 2413412423 и а8зал1 + а1за22 + а12а3з 
полученные выражения аз; через 6» и са. После несложных преобразований 
получаются одинаковые выражения. 


5.26. Рассмотрим функцию 


Ле) = рый — 8] — «+ =] -...- +7]. 

Ясно, что 

(+) = е+1- [+=] - [#+=] - [+7 | -в+1= 
=] =+> м 2+" = в 


Поэтому (2) = Г(у) для некоторого числа у, удовлетворяющего неравен- 
ствам 0 <у< 1/п. Но для такого числа }{(у) = 0. 


5.27. Рассмотрим прямоугольник 0 < х<р, 0 <у< аи проведём в нём 
диагональ у = ат/р. Интересующая нас сумма равна числу точек с целыми 
координатами, лежащих строго внутри (не на гранипе) этого прямоугольни- 
ка и под его диагональю. Симметрия относительно центра прямоугольника 
показывает, что под диагональю лежит столько же целочисленных точек, 
сколько и над диагональю. Из взаимной простоты чисел р и 4 следует, что 
на диагонали лежат только две вершины; других целочисленных точек на ней 
нет. Остаётся заметить, что всего внутри прямоугольника лежит (р-1)(4—1) 
целочисленных точек. 


—1 ыы! ы 
5.28. Рассмотрим прямоугольник 1 < т < —_ 1<у< = и проведём 


прямую у = 45/р. Интересующая нас сумма состоит из двух частей. Первая 
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часть равна числу целочисленных точек этого прямоугольника, лежащих под 

этой прямой, а вторая — над. Внутри прямоугольника нет целочисленных то- 

чек, лежащих на рассматриваемой прямой. Поэтому интересующая нас сумма 

равна количеству Е, точек рассматриваемого прямоугольника, 
Е а— 


2 

5.29. Сначала сравним числа /п-Н\/п Ти \/4п + 2: уп-+уп +141 +2 
—п+2/п(п + ТГ) +п-+1\У4т-2 <— 2 /п(ь+Т)У2п-+1 <= 4п? +4п\У4т? + 
+ 4п + 1. Значит, /п + Ув+1< 41 +2. 


Предположим, что существует натуральное число т, для которого \/ + 
+уп-+1< т < У4п +2. Тогда жт-+1+2/п(® + 1) < т? < 4п-+ 2, а значит, 
4п(т-+1) < (т-21—1)? < 4п(п-+ 1) +1. Число 4п(п-1) не может быть полным 
квадратом, поэтому первое неравенство строгое. Значит, т?—2т—1= 2+1, 
т.е. п = 2(2% + 1), чего не может быть. 


5.30. И х = уп+Уп + 1+Уп + 2. Тогда д? = Зп-+3-+2(/п(п + + 


Р 
т.е. она равна, 


+\п(п-+ 2) + /®+1(т-2)). При п > 1 выполняются неравенства 
2\2 112 
|3 ы а (®+5), 
("+ 5) < п(п +2) < (+1), 
Г ы 3 2 
("+=) < (п+1)(®+2) < ("+5). 


2 7 7 1 3 
Учитывая, что ты - =3п-+5 ИПП + 5 — Зп- 6, 
получаем 9п +8 < 1? < 9 +9, а значит, [2] = [М9 + 8]. 


5.31. Согласно задаче 8.41 для любых чисел а > В > 0 выполняется не- 


ь 53 
равенство “ = Е . Применив это неравенство для а = Уп-+1 
1 


2 
и = 3, получим {п +5 > ут ЕЕ > УзЗтУп-+Т = Уп? +. 


Значит, У8п +4 > + У > бд + 64% > %8п +3. Поэтому ес- 

и У8п 3 > т, то п + Уп-+Т > т. Кроме того, не существует целого 
числа т, для которого в + Ув-+Т> т > 8п 3, поскольку иначе 8п + 
+4 > и > 8п- 3, а между целыми числами 8п + З и 8п + 4 никаких других 
целых чисел нет. 


Глава 6. 


Рациональные и 
иррациональные числа 


6.1. Сравнение чисел 


6.1. Сравните, какое из чисел больше: а) У2- УЗ или м11; 6) У6-+ 
+2\/7 или \/10 + 21; в) УП или 5 + 95. 


6.2. Сравните, какое из чисел больше: \/2 + /2+ 2+... (выра- 


жение состоит из какого-то конечного числа корней) или 2? 


6.2. Иррациональности в знаменателях 


В следующих задачах нужно избавиться от иррациональности в зна- 
менателе дроби. 
ПР И НЕ: 
2+3’ У2+У3’° У2+УЗ+ 5 
1. 1 
УЕ ЧЕ 
АИ 1 
НЕ 
У - $9 


6.3. а) 
6.4. а) 
6.5. а) 


6 


71 


72 Глава 6. Рациональные и иррациональные числа 


а 
"УЕ 92 


6.8. Докажите, что можно избавиться от иррациональности в знаме- 
нателе дроби, который представляет собой сумму квадратных корней 
из рациональных чисел. 


6.3. Тождества с радикалами 


6.9. Докажите, что если а > У, то 


а+ Ма? -ь, [а-у-ь_ / 
= Е == — = а У. 


6.10. Представьте следующие числа в виде \/а УЬ, геаи в — 


натуральные числа. а) \/3 + 2/2; 6) /9+4\5; в) У7- 210. 
6.11. Докажите, что \/4-+ У7- У4- УТ= 2. 
6.12. Докажите, что число \/20 + 14/2-+ \/20 — 14/2 рационально. 


6.13. Докажите, что следующие числа рациональны: 


242 3 242. 
ут + 3 у; 


6.14. Докажите, что \ 94—1+ м 9/16 — 3/4 = УЗ. 
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6.15. Докажите следующие тождества Рамануджана: 


а) \/ 92-1 уз - + / 
6) / 95-94 =3 (92+ 956-95); 
в) \/7/20 — 19 = - $ 


«13+255 _ У5+1. 
а 
3— 2455 Б-р 


д) \/ 9728 - 927 =$ (998-9281); 
3| 5/ 32 5/27 — 5/1 53 5/9 
°) 5 \5 25 + 25 \/ 25° 


6.4. Доказательства иррациональности и 
рациональности 


6.16. Докажите, что следующие числа иррациональны: а) р, где 


р — простое число; б) /Р1...Рь, где р1, ..., Рк — различные простые 
. Р1..-Рк 
числа; в) ——__, где р1,..., рр — различные простые числа. 
Рк-+1.--Рь 


6.17. Докажите, что число \/2 + 3 иррационально. 


6.18. Выясните, рационально ли число 


= \/4+ 15+ \/4- 5. 


6.19. а) Докажите, что если числа а, 6, /а + У рациональные, то 
числа \/а и Уф тоже рациональные. 

6) Докажите, что если числа а, 6, с, \/а-+ М + \/с рациональные, то 
числа \/а, УЪ и \/С тоже рациональные. 

в) Докажите, что если числа ал, ..., ав, +... + ав рациональ- 
ные, то числа \/а1, ..., /@и тоже рациональные. 
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6.20. Пусть р1, ..., РЕ — различные простые числа. Докажите, что 
число \/Рь нельзя представить в виде суммы рационального числа и 
чисел Ра ...Р:,,1<и <... < ЗЁ- 1, с рациональными коэффици- 
ентами. 


6.5. Сопряжённые числа 


6.21. а) Пусть р — простое число. Докажите, что никакое число 
нельзя представить двумя разными способами в виде т + п/р, где т 
и п — рациональные числа. 

6) Докажите аналогичное утверждение для представлений в виде 
т + п/р, где р — произведение попарно различных простых чисел. 

Таким образом, для каждого числа 2 вида т + п/р, где т и п — 
рациональные числа, а р — произведение попарно различных простых 
чисел, можно определить сопряжённое число # = т — п\/Р. 

6.22. Докажите, что если (а + 6\/р)" = А, + В» \/, где р — произ- 
ведение различных простых чисел, а числа а, 9, А„, В» рациональные, 


то (@- 5/9)" = А, — ВыУ 
6.23. Найдите первую цифру после запятой числа (2 + \/3)1000. 


6.24. Докажите, что рациональных чисел т,у, 2 и ф не может выпол- 
няться равенство 


(х уу)? + (#412 =5+4\2. 


6.25. Докажите, что для натуральных чисел т и п не может выпол- 
няться равенство (5 + 3/2)” = (3+5\2)”. 

6.26. а) Докажите, что (М2 — 1)" = МЁ- УЁ- 1, где & — некоторое 
натуральное число. 

6) Пусть т и п — натуральные числа. Докажите, что 
(/т-—Ут- 1)" = УЁ-УЁ- 1, где & — некоторое натуральное число. 

6.27. Докажите, что для любого натурального п число [(1+ /3)?"+1] 
делится на 2" +! и не делится на 27-2. 


6.6. Последовательность Фарея 


6.28. Расположим в порядке возрастания все рациональные числа, 
которые заключены между нулём и единицей и знаменатели которых 
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не превосходят п. Пусть а/6 и с/4 — два соседних числа в этой после- 
довательности. Докажите, что [6 — аа] = 1 

Последовательность чисел из задачи 6.28 называют последователь- 
ностью Фарея и обозначают РЕ». 


6.29. Пусть г < . < а — три последовательные дроби в последо- 
ас 


х 
вательности Фарея. Докажите, что = = а 
у 


а с 

6.30. Пусть т < 4 две последовательные дроби в последователь- 
ности Фарея ЕР». Докажите, что В +а> п. 

6.31. В последовательности Фарея Р„ вычислите дроби, соседние с 
1/2. 

6.32. а) Докажите, что сумма знаменателей дробей в последователь- 
ности Фарея в 2 раза меныше суммы числителей. 

6) Докажите, что сумма дробей в последовательности Фарея в 2 
раза меньше количества её членов. 

6.33. Докажите, что количество членов в последовательности Фарея 

у 

Е» равно >", (9). 


6.7. Задачи с целыми частями 


6.34. Пусть а и В — положительные числа. Докажите, что следую- 
щие условия эквивалентны: 
(1) каждое натуральное число ровно один раз встречается среди 


чисел [а], [В], [2а|, [28], [3 , [38], ... 


1 1 й 

(2) ое я 1, причём а иррационально. 

6.35. Пусть @1,..., @к — положительные числа, обладающие следу- 
ющим свойством: каждое натуральное число ровно один раз встреча- 
ется среди чисел [а], [6], [2а], [26], [За], [38], ... Докажите, что # < 2. 

Решения 


6.1. Вместо знака неравенства поставим знак У и будем рассматривать 
только преобразования, которые сохраняют знак неравенства. 

а) 2+ УЗУУП —2+2\/6+3У 1 — 2/6 \6 —6\9. Значит, 
М2 + УЗ < уп. 
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6) /б+2\УТУ \10 + УТ <— 6+4\/42 + 28 У 10 +2\/210 +21 3+ 
+442 \2\/210 — 9+24\/42 +672 \ 840 —> 24/42 \ 159 <— 24 192\25 281. 
Значит, \/б + 2/7 < 10+ 21. 

в) УЛ\У5+ $5 <— 955 -— УМ — 5125 — 75 +165 — ПУЛ — 
86/11 \ 285 <—> 81356 \ 81 225. Значит, ИЛ > 5+ 865. 


6.2. Если а < 2, то у2+{а < \2+2 = 2. Поэтому 
2+ У2+У2 +... < 2. 
1 2-— 
6.3. а) В, СН 


2+3 (2+У3)(2- 3) 
те УЗ- У2 = 
ну чув У 


в) Нужно воспользоваться тем, что 
(2+ УЗ + У5)(/2 + УЗ- У5) (М2 — УЗ + У5)(М2 — УЗ - У5) = 
= ((\2+ УЗ)? — 5) ((/2 + 3) -5) = 
= (2—2/6+3-—5)(2+2/6+3-—5) = 2. 


6.4. а) Домножьте знаменатель на Уд? + э/ху-+ 3/у?. 
6) Домножьте знаменатель на Уд? — з/у + 3/у?. 


6.5. а) Домножьте знаменатель на Ул” -+ */лх”-?у+...+ ут". 

6) Домножьте знаменатель на "Уд?" — 2"+Иут-1у- 2+ 21-22... 
? у2т. 

6.6. Домножьте знаменатель на (\/2-+ 3/9/)(1* + 3/2 + 3/9). 

6.7. Воспользовавшись тождеством из задачи 5.4, запишем 


ху -З туд = (Ут + + 9/2) (У 12+ Уз? У 22 — Уту- у - 92а). 
После этого остаётся избавиться от иррациональности в знаменателе дроби 
а Это мы уже делали в задаче 6.4: нужно домножить знаме- 
натель на, 

(с +у+ 2)? +3(2 +у-+ 2) тур +9 /12у222. 


6.8. После домножения числителя и знаменателя на некое натуральное 
число можно считать, что в знаменателе получится сумма с целыми коэф- 
фициентами квадратных корней из простых чисел р1, ..., рк и произведе- 
ний этих квадратных корней. Применим индукцию по К. Знаменатель можно 
представить в виде а + 6\/рь, где числа а и 6 выражаются через квадратные 
корни из р1,..., Рк_1. Равенство 


1 _ а-6В\/Рь 
а/к а? -Брь 
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позволяет сделать шаг индукции, если а? — 6?рь = 0. Ясно также, что можно 
считать, что Ь # 0. Остаётся рассмотреть случай, когда рь = а? /6?, т.е. 


\/рь = +а/Ъ. По условию а + В.\/Ррь 7 0, поэтому \/рь = а/Биа + Ь\/рь = 3а. 
Шаг индукции очевиден и в этом случае. 


6.9. В левой части стоит положительное число, поэтому достаточно про- 
верить, что после возведения обеих частей в квадрат получим тождество. 
Это легко проверяется, поскольку (а + Уа? — 6) (а — Ма? — 5) =6. 


6.10. Воспользовавшись формулой из задачи 6.9, получим следующие от- 


веты: а) 1+ \/2; 6) 2+ У; в) У5-— \2. 


6.11. Число \/4+ У7- /4- \У7 положительно, а его квадрат равен 4 + 
+ УТ - 2/16 -7+4- УТ=8- 2/9 =2. 

6.12. Тождество (2 + /2)3 = 20 + 14\/2 показывает, что \/20 = 14/2 = 
=2- \2. Поэтому рассматриваемое число равно 4. 


6.13. Пусть х = Уа+ Уь+ Уа- У. Тогда х* = 2а-+3 а? — 6. В случае а) 
получаем 53 = 6- х, а в случае 6) получаем 43 = 12+ 5%. Первое уравнение 
имеет корень г = 2, а второе уравнение имеет корень х = 3. Поэтому доста- 
точно проверить, что других (вещественных) корней у этих уравнений нет. 
23 -1-—6 2 28 —55-12 2 
этих квадратных трёхчленов нет вешественных корней. 


[5 


Легко проверит, что 


6.14. Вычислим квадрат выражения в левой части, воспользовавшись 


тем, что \/ 16 — 94 = \/ 9/4(9/4 — 1) = 9/2 5/4 — 1. Получаем: 


(974 —1)(92+1) = (94-1 (94+1+252) = 
= 9/16 -1+2458—252 = 
=2452 —1+4—2452=3. 


6.15. а) Несложно проверить, что (1— 2+ $4)3 =9(52—1). 

6) Несложно проверить, что (\/2+ У20-— 525)? = 9(У5- 54). Кроме того, 
неравенство 92 + $20 > $25 легко проверяется посредством возведения 
обеих частей в куб. 

в) Несложно проверить, что (5 — 9/2) = 9(7 9/20 — 19); члены, содержа- 
щие 950, взаимно сокращаются. 

г) Прежде всего отметим, что 3 — 24/5 > 0. Затем несложно проверить, 
что (/5—1)“(3+245/5) = 1025-22 = (95+1)*(3—245/5); члены, содержащие 
5, взаимно сокращаются; члены, содержащие 125, тоже. 

д) Несложно проверить, что (998— 9/28—1)? = 9(5/28—3) = 9(43/28— 9/27); 
члены, содержащие 14, взаимно сокращаются. 

Покажем, что 9/98 > $28 + 1, т.е. 914(97 = 92) > 1. Домножив обе 
части на положительное число 949 + 914 + 9/4, перейдём к неравенству 
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59/14 > $949 + 914+ $4, т.е. 49/14 > $49 + $4. Это неравенство легко 
доказывается, поскольку 4/14 > 8, а 49 «би $4 <2. 


е) Несложно проверить, что (1+ 93 - 99) = 109—553 = 5(9/32- 5/27). 


6.16. а) Предположим, что \/р = г/з — несократимая дробь. Тогда т? = 
= р3?, поэтому г делится на р (здесь используется задача 4.8). Значит, рз? 
делится на р?. Поэтому 3 делится на р, что противоречит несократимости 
дроби г/з. 

6) Из равенства т? = ри... рьз? следует, что г делится на р1. Поэтому 
р2...рь3з? делится на р1. Число р2...рь взаимно просто с ри, поэтому з де- 
лится на рт. 

в) Из равенства рьу1...р»т? = р1...ркз? следует, что г делится на ру, 
поскольку число рь+1...р» делится на рт. 


6.17. Предположим, что /2-+ 3 = г, где г — рациональное число. Тогда, 

ы —_3 

(9/3)3 = (+ \2)3, т.е. 3 = 13 — 312 У + 6т — 2/2. Поэтому У2 = а 
— рациональное число, чего не может быть. 


6.18. Ответ: иррационально. Пусть @1 = А+ 15 и а2 = м 4— 15. 
Тогда а? + а8 =8и а?а8 = 1, поэтому а1а2 = 1. Следовательно, (аа + а2)3 = 
= а} + а + За а2(а1 + а2) = 8+ 3(а1 + а2). Таким образом, а? = 8 + За. 
Поэтому остаётся доказать, что многочлен х3—Зт-—8 не имеет рациональных 
корней. Согласно задаче 10.3 рациональные корни этого многочлена — целые 
числа, являющиеся делителями числа 8. Непосредственная проверка показы- 


вает, что числа =1, +2, +4, 8 не являются корнями этого многочлена. 


6.19. а) Пусть /а+ Уф = г — рациональное число. Если г = 0, тоа=ф= 
= 0. Поэтому будем предполагать, что г = 0. Возведём в квадрат обе части 
равенства \/а =г- 6. В результате получим а = т? — 2/6 + 6, а значит, 

т? +6 а 
Ув= —  - Рациональное число. 

6) Пусть Ма + Ув + ус = г — рациональное число. Достаточно рассмо- 
треть случай, когда г 7 0. Возведём в квадрат обе части равенства, \/а + 
+ Уб=ег— ус. Получим 


а 2Уа6 +6 = т? — ус + с. (1) 


Затем возведём в квадрат обе части равенства 2\/а6 = т? +е-а-—6-— 2т\/с. 
Получим 


даб = (т? +с-а-—6)? + 4т?с — 2г(т? +е-а-Вус. (2) 


Если "2? +е-а-в 72 0, то равенство (2) показывает, что число \/с рационально. 
Если же г? + с = а-+, то из равенства (1) следует, что 2Маф = —2т\/с, причём 
г > 0. Следовательно, /аф = 0и \/с = 0. В частности, число \/с рационально. 
Рациональность чисел \/а и $ доказывается аналогично. 
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в) Можно считать, что все числа а1,..., ап отличны от нуля. Достаточно 
доказать, что число \/а1 рационально. Положим 11 = \/а1, ..., Зи = щи 
у = +... + а». Рассмотрим произведение 

(у, т1,.. а) = | (у 42... 2»), (1) 
где берутся все возможные комбинации знаков плюс и минус. Это произве- 
дение является многочленом с целыми коэффициентами от у, 11, 22, а 22. 


Выделяя члены с чётными степенями 1 ис нечётными, получим 


Ку, х1,....2ъ) = 9(, д... 22) — 111 (у, 12.... 52). (2) 

В произведение (1) входит множитель у—11—12-—...— 5» = 0. Поэтому 

(у. 21...52.) = 0. По условию числа у, 2*,..., 2 рациональны. Поэтому 
если В(у, 2, о ,22) 7 0, то число 


1 = 9(у,21,. ых 22) /В(у, та. 2% 22) 


рационально. 
2 = 
Предположим теперь, что #(у,21,...,5.) = 0. Воспользовавшись соотно- 
шением (2), получаем 


Т(у, 51,12, вия ‚бт > Гу, —41,412,... ть) = —2а1 Ку, 21, ее выл 


Значит, 
1 
В(у, 21, . ‚22) Е 21 (у, 11,12, т.) = 
1 
= [9+2 12 хп) = 
1 
= ват (2 + (22 42) +... + (ти ие 


при записи последнего равенства мы воспользовались тем, что у =: +...+ 
+ т». Значит, одно из выражений 251 + (12-12) +...-+ (х, Ех») обращается 
в нуль. Но 51 > 0, а хе + ть > 0. Значит, В(у, т, а 22) = 0. 


6.20. Применим индукцию по К. Сначала рассмотрим случаи К = 2. Пред- 
положим, что \/р2 = а-+В\/рт, где числа а и $ рациональны. Задача 6.16 в) 
показывает, что аб -2 0. После возведения в квадрат получаем р2 = а? + 
+ 2а6./рт + 5?р1, а значит, число \/Рт рационально, чего не может быть. 

Предположим теперь, что к: = а + 6\/рь, где а и $ выражаются че- 


рез \/р1, ..., \/рьл. Если 6 = 0, то получаем, что \/рк+: выражается через 
_/Рт, ..., /Рк—1, Что противоречит предположению индукции. Если а = 0, то 


Реки = (а' +В /рь—1)/Рь. Если снова а’ = 0 и т.д., то в конце концов по- 
лучим „Ре = г\/р1...Рь, где число г рациональное. Этого не может быть 
(задача, 6.16 в). Поэтому (возможно, после изменения нумерации чисел р1,..., 


рь) имеем \/рьы = а +В. /Рь, где аб 2 0. Значит, риа = а? + 2а6/рь + 6? рь, 
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2 
Рк+1- а” — рЕб 
т.е. \/рь = С  Избавившись от иррациональности в знамена- 


2а 
теле (задача 6.8), мы получим выражение \/рь через \/рт, ..., \/Ре—т, что 
противоречит предположению индукции. 


6.21. Пусть т-+ п/р = пи +п: /р, причём числа т, п, ти и п1 рациональ- 
а 


т 

. Это равенство выполняться 
т-п 
не может, поскольку \/р — иррациональное число. 


ные. Если пи 2 т или ти 7 п, то р = 


6.22. Легко проверить, что 21 22 = 2122, т. е. если (а + 6\/р)(с + 4\/р) = 
= А+ Ву, то (а — В\/р) (с — 4/р) = А — Ву/р. Следовательно, 


ат + 6, = (2+ Ур)" + (2- ур)" = 2А» 
— целое число. 

6.23. Ответ: 9. Пусть (2 + УЗ)” = А, + В» УЗ, где Ави В, — нату- 
ральные числа. Согласно задаче 6.22 (2 — УЗ)” = А, — В» УЗ. Поэтому (2+ 
+ УЗ)” + (2- УЗ)" — натуральное число. Но 2 — УЗ = 0, 2679 < 0,3, поэтому 
(2— \3)1000 0,0... (и дальше идёт ешё несколько нулей). 

6.24. Если для рациональных чисел т, у, 2 и $ выполняется указанное ра- 
венство, то согласно задаче 6.22 для тех же самых чисел должно выполняться 


равенство 
(&— 9/2)? + (2-12) =5-4\2. 
Но 5 — 4/2 < 0, а (#—-у\2)? + (2-#/2)? > 0. 

6.25. В самом деле, пусть (5 + 3/2)" = (3+5\2)". Тогда согласно за- 
даче 6.22 (5 —3\/2)" = (3—5\2)". Прийти к противоречию теперь мож- 
но разными способами. Во-первых, можно заметить, что |5 — 32| <1и 
13 —5\/2| > 1. Во-вторых, можно перемножить равенства (5 + 3/2)" = (3+ 
+52)” и (5 —3\2)” = (3—5\2)"; в результате получим 7” = (—41)”. 

6.26. а) Если (2 +1)" = + те т ре задаче 6.22 (2 —1)” 
= (-1)"(1-— 2)” = (-1)"(у+2\2) = "(\/у2— 242). При этом у? — 242 
= (у-+ 22) (у — 5\2) = (1+ р. о = (-1)”. Таким образом, если 
п чётно, то —— 1)6% = уу м и у? — 21? = 1, а если п нечётно, то 
(/2—1/6п = У222 — \/у? и 24? фу? =1. 


6) Равенства 
(а/т Е Ут — 1 (с/т + аут — 1) =аст + 64(т - 1) = (а4+ 69°) /т(т - 1), 
(а Бу т(т - 1)) (с/т + аут - 1) = (ас (т - 1)) Ут + (аа + &ет)Ут — 1 
показывают, что И И = аут + 6/т-Т при нечётном п и 
(Е Уут-1” = а Ь\/т(т-1) при чётном п (аи — натуральные 


числа). В обоих случаях ее (ИУ Уут-Т)” = уд у, гдехиу 
— натуральные числа (х = ат иу = (т -— 1) при нечётном п, х = а? и 
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= т(т ие при чётном 1 о - 
(( и Ут-Т)(Ут-+ Ут-Т))" = 

6.27. Число (1 + 3)" + (1 - УЗ)” целое, причём 
—1< (1- УЗ)?" +1 < 0. Поэтому [(1+ УЗ)?" = (1+ 3)" +1 + (1- УЗ)". 


Равенство (1 + 3)? = 2(2 + УЗ) показывает, что 
(1+ УЗ)" + (1- УЗ)" +1 = 2" ((1+ У3)(2+ УЗ)" + (1- УЗ) @ - УЗ)"). 


Ясно, что (1 + \/3)(2 + УЗ)" =а-В\3, гдеа и 6 — некоторые натуральные 
числа. Достаточно доказать, что число а нечётное. Равенство а? — 36? = —2 
показывает, что числа а и 6 одной чётности. Эти числа не могут быть оба 
чётными, поскольку тогда число а? — 36? делилось бы на 4. 


| < 


а+ 
а р о 2 
выполняется при а + 1 < 6, показывает, что 6 = 4, т.е. знаменатели двух 
соседних дробей не могут быть одинаковыми. 
Докажем требуемое утверждение индукцией по п. При п = 3 получаем 


а с а а 1 
6.28. Можно считать, что г < -. Неравенство - < ‚ которое 


числа 3 2? г. для них утверждение легко проверяется. Предположим, что 
утверждение доказано для п 1. При переходе от п 1 к п к старому набору 


чисел добавляются некоторые числа вида —. Согласно сделанному выше зал 
п 


а К & 

мечанию два новых числа не могут быть соседними, поэтому ъ < -< р где 
п 

а с 

у и Е соседние числа из старого списка. Нужно доказать, что оба числа 


А = № -—опи В = 4п- К4 равны 1 (ясно, что эти числа положительны). Пред- 


положим, что одно из них больше 1. Тогда 6-4 < 6В-+4А = (%-—аа)п = п, по- 
скольку 6с — а4 = 1 по предположению индукции. Неравенство г < а < а 
показывает, что числа $ и а не могут быть соседними. Приходим к проти- 


воречию. 


6.29. Согласно задаче 6.28 65 — ау =Ти су - ах = 1. Решая эту систему 

ь й ь-а 
линейных уравнений относительно х и у, получаем д = а у= В 
с — аа с — аа 


6.30. Ясно, что г < я < Е Поэтому если 6+4 < п, то дробь и вхо- 
дит в последовательность Фарея Ёп», причём она расположена между дробями 
а с 


Иа 


1 1 я т 1 ы 
6.31. Ответ: - + — при чётном п; = + при нечётном п. 
2 2 2 т-—2 


5 п 1 
При нечётном п числитель и знаменатель дроби —>-_ можно сократить 
п 


в п-1- 
на 2; при чётном п то же самое верно для дроби Е 
т 
а [9 
в ответе дроби входят в последовательность Фарея. Если $ < ай соседние 


. Поэтому указанные 
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5с — аа 
дроби в последовательности Фарея, то ее 2 . Если $ = 2 
й | а ь ьа ьа 
и < п, то 54 < в: В случае нечётного п доказательство завершено. А в 
У 


з а 1 
случае чётного п достаточно убедиться, что если Ро то 4 2 п. Но если 
7 
а=1 6 =2и4=п, то 1 = 6 —а4 = 2с - п, поэтому п нечётно. 


6.32. а) Если дробь р/4 входит в последовательность Фарея, то и дробь 


(4-р)/4 тоже входит, поскольку НОД(а - р, 4) = НОД(фр, а). Поэтому У\р = 
=У`(а-р), т.е. 2» р = У\4, что и требовалось. 


6) Аналогично а) получаем У` Ро Е ре: у Р = У`1. Последняя 
Ч Ч Ч 


сумма равна количеству членов в последовательности Фарея. 


6.33. Дробь р/4 входит в последовательность Фарея, если 1 < р<а<п 
и НОД(р, 4) = 1. Поэтому при фиксированном 4 > 1 количество членов вида 
р/4 равно (4). Следовательно, количество всех членов равно а (а). 


6.34. Докажем сначала, что из (1) следует (2). Количество значений т, 


п 1 5 
для которых [ха] < п, равно — + А, где 0 < Л < -. Количество значений у, 
а а 


1 
для которых [у8] < п, равно Е + р, где0 < р< 8. По условию а В + 
а 


1 
+ р = п. Поэтому при п -— со получаем — + г] = 1. Если бы число а было 
а 


рациональным, то из этого равенства мы получили бы а = — и в —- АЕ 


а И 
гдер > 4 — натуральные числа. Но тогда [4а] = р = [(р- а)В]. Приходим к 
противоречию, поэтому а иррационально. 
Докажем теперь, что из (2) следует (1). Число [Ко] меньше п в точности 


при Ё =1,2...., [= Число [28] меньше п в точности при Ё = 1,2,..., 


В Поэтому среди рассматриваемых чисел встречается ровно [= + В 
а 


в 


чисел, меньших п. Из соотношения — + г] = 1 и иррациональности чисел @ 
[2 
п п 
и В следует, что |-|+|-| =п-1. Поэтому среди рассматриваемых чисел 
а 


в 


встречается 0 чисел, меньших 1; 1 число, меньшее 2; 2 числа, меньших 3, и 
т.д. Чтобы получить количество чисел, равных п, нужно из количества чисел, 
меньших п + 1, вычесть количество чисел, меньших 1. В результате получим 
ты 


6.35. Можно считать, что о1 < а2 <... < ак (неравенства строгие, 
потому что иначе возникли бы повторения). Число 1 встречается ровно один 
раз, поэтому [а1| = 1, т.е. о1 =1+9, где0<0<1. 

Пусть [ра1| = п. Тогда раз < п +1. Поэтому (р + Т)ол = рол + а <п+ 
+1+1+0 < п+ 3, а значит, [(р + Па1| < п+2. Таким образом, между 
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соседними членами последовательности [о 1|, [201], ...не могут встретиться 
два последовательных натуральных числа. 

Пусть т — наименьшее натуральное число, не встречающееся в последо- 
вательности [1], [201|,... Тогда [1] = 1, [2а!| =2,..., [(т- Па =т-1и 
[то | = т + 1. Поэтому (т - Т)а1 <1ита; > 1. Ясно также, что т = [а?2], 
поскольку @2 < аз<... < ак. Таким образом, а2 = т- Е, где 0<=<1. 

Пусть х — произвольное натуральное число, не встречающееся в после- 
довательности [а1|, [201], ...Тогда х = [ро1] +Ти [(р+ Та! | > [ро] +1. 
Последнее неравенство эквивалентно тому, что [р-+1+ (р+1)6] > р-+р6] + 
+1, те. [(р+1)д] > [р6]. Таким образом, рд < 4 < (р+1) для некоторого 
натурального числа 4. 

Ясно, что (р+т- 1)6 = рб + (т - 1) <а+1и (р+т+1)д = (р+1д+ 
+ тд > 4+1. Возможны два случая. 

(1) р+т)6 24-1. В этом случае (р +т - 1)6 <4+1< (р+т)б. 

(2) р+т)6 <4а-1. В этом случае (р + т)б <а+1< (р+т+ 1). 

Следующее за х натуральное число, не встречающееся в последователь- 
ности [21], [201], ..., равно [р’о1| + 1, где р’д < а’ < (р’ +15, причём 4’ — 
наименьшее возможное натуральное число, большее 4. Мы видим, что в каче- 
стве 4’ можно взять 4 + 1. При этом в случае (1) р’=р+т-1, ав случае (2) 
р’ =р-+ т. Следовательно, в случае (1) [р’а1]+1 =р+т-1+[(р-+т- 16] + 
+1 =р+т-4, а в случае (2) [р’о| +1 =р+т-+ [(ф+т)6] +1 =р+т-+а+1. 
Напомним, что х = [ро1| +1 =р+ [6] +1 =р-+ 49. Поэтому следующее за х 
число, не встречающееся в последовательности [о1|, [2а1],..., равно х + т 
или ф + т + 1. 

Если [па2] = у, то па2 —1 < у < па2. Поэтому (п + 1)а2 = паз + а2 < У-+ 
+1+т+1=у+т+2и (п+Па> = па2 + а2 > у-+ т. Таким образом, 
(в + Па =у+т или у+т-+ 1. 

Пусть ск — Ё-е число, не встречающееся в последовательности [а1|, [201 |, 

.., а ук = [Ка2]. Докажем индукцией по К, что дк = ук. При № = 1 это 
очевидно: 11 = т = 1. Предположим, что хь = ук для некоторого А. Выше 
было показано, что тк! = хк+т или хх -+т-1, а ук+1 = Ук + т или ук -+т-1. 
Среди двух последовательных чисел хь + т и хк + т + 1 лишь одно может 
не входить в последовательность [1], [2а1],...Именно оно должно быть как 
числом хь+1, так и числом ук. 


Глава 7. 


Текстовые задачи 


7.1. Решения без вычислений 


7.1. В одном стакане 5 ложек чая, в другом 5 ложек молока. Ложку 
молока перелили из второго стакана в первый, а затем ложку чая с 
молоком перелили обратно во второй стакан. Чего оказалось больше: 
чая в молоке или молока в чае? 


7.2. Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми 5 км, 
вышел пешеход. Из пункта В навстречу ему одновременно с ним выехал 
велосипедист, скорость которого в 2 раза больше скорости пешехода. 
Встретив пешехода, он повернул и поехал обратно в В. Доехав до В, 
велосипедист снова повернул и поехал навстречу пешеходу и т.д. Какой 
путь проедет велосипедист к тому моменту, когда пешеход придёт в В? 


7.2. Вычисления 


7.3. Над озёрами летела стая гусей. На каждом озере садилась по- 
ловина гусей и ещё полгуся, а остальные летели дальше. Все гуси сели 
на семи озёрах. Сколько было гусей в стае? 


7.4. Два велосипедиста выехали одновременно навстречу друг другу 
из пунктов А и В и встретились в 70 км от А. Продолжая двигаться 
с теми же скоростями, они доехали до А и В и повернули обратно. 
Второй раз они встретились в 90 км от В. Найдите расстояние от А до 
В. 
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7.5. Пароход от Горького до Астрахани идёт 5 суток, а от Астраха- 
ни до Горького 7 суток. Сколько дней будут плыть по течению плоты 
от Горького до Астрахани? 


7.6. Два человека А и В должны попасть из пункта М в пункт 
М, расположенный в 15 км от М. Пешком они могут передвигаться со 
скоростью 6 км/час. Кроме того, в их распоряжении есть велосипед, на, 
котором можно ехать со скоростью 15 км/час. А отправляется в путь 
пешком, а В едет на велосипеде до встречи с пешеходом С’, идущим из 
М№и М. Дальше В идёт пешком, а С едет на велосипеде до встречи с А 
и передаёт ему велосипед, на котором тот и приезжает в М. 

а) Когда должен выйти из М пешеход С', чтобы А и В прибыли в 
пункт № одновременно (если он идёт пешком с той же скоростью, что 
Аи В)? 

6) Когда должен выйти из М пешеход С', чтобы время, затраченное 
А и В на дорогу в №, было наименьшим (С идёт пешком с той же 
скоростью, что А и В; время, затраченное на дорогу, считается от 
момента, выхода А и В из М до момента прибытия последнего из них 
в №)? 


7.3. Неравенства 


7.7. Города А и В расположены на, реке на расстоянии 10 км друг 
от друга. На что пароходу потребуется больше времени: проплыть от 
А до В и обратно или проплыть 20 км по озеру? 


7.8. В деревне А 100 жителей, в деревне В 50 жителей. В каком ме- 
сте шоссе, соединяющего деревни, нужно построить баню, чтобы общее 
расстояние, которое нужно пройти всем 150 жителям до бани и обралт- 
но, было наименьшим? 


7.9. В таблице размером 10 х 10 записано 100 различных чисел. В 
каждой строке выбрано наименьшее число и среди них выбрано наи- 
большее число А. В каждом столбце выбрано наибольшее число и среди 
них выбрано наименьшее число В. Может ли оказаться, что А > В? 


7.10. Семь грибников собрали вместе 100 грибов, причём никакие 
двое не собрали одинакового количества грибов. Докажите, что среди 
них есть трое грибников, собравших вместе не менее 50 грибов. 


7.11. Школьники одного класса ходили в два туристических похо- 
да. В каждом походе мальчиков было меньше 2/ 5 общего количества 
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участников похода. Докажите, что в этом классе мальчики составля- 
ют меньше 4/7 общего числа учеников, если известно, что каждый из 
учеников был по крайней мере в одном походе. 


7.4. Целочисленные приближения 


7.12. В классе провели контрольную работу. Оказалось, что у маль- 
чиков средняя оценка 4; у девочек 3,25; у всех вместе 3,6. Сколько маль- 
чиков и сколько девочек писало контрольную работу, если известно, что 
в классе больше 30 и меньше 50 человек? 


7.13. В отчёте о лыжном забеге сказано, что 96% его участников 
выполнили норму ГТО. Известно, что эта цифра, дана с точностью до 
0,5%. Каково наименьшее число участников этого забега? 


7.14. В карьере заготовлено 120 гранитных плит по 7 ти 80 плит по 
9 т. На железнодорожную платформу можно погрузить до 40 т. Какое 
наименьшее число платформ потребуется, чтобы вывезти все плиты? 


7.15. Груз весом 13, 5 т упакован в ящики так, что вес каждого ящи- 
ка не превосходит 350 кг. Докажите, что этот груз можно перевезти 
на 11 полуторатонках. (Весом пустого ящика можно пренебречь.) 


7.16. Десять рабочих должны собрать из деталей 50 изделий. Снача- 
ла детали каждого изделия нужно покрасить; на это одному рабочему 
требуется 10 минут. После окраски детали 5 минут сохнут. На сборку 
изделия одному рабочему требуется 20 минут. Сколько рабочих нуж- 
но назначить малярами и сколько монтажниками, чтобы работа, была 
выполнена в кратчайшее время? (Двое рабочих не могут одновременно 
красить или монтировать одно и то же изделие.) 


7.5. Соответствия 


7.17. На консультации было 20 школьников и разбиралось 20 задам. 
Оказалось, что каждый из школьников решил две задачи и каждую 
задачу решили два школьника. Докажите, что можно так организовать 
разбор задач, чтобы каждый школьник рассказал одну из решённых им 
задач и все задачи были разобраны. 


7.18. В библиотеке поставили две доски. На одной доске читатель 
записывает число читателей, которых он застал, войдя в читальный 
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зал, а на другой — сколько читателей оставалось, когда он уходил из 
библиотеки. Рано утром и поздно вечером читателей в библиотеке не 
было. Докажите, что за день на обеих досках появятся одни и те же 
числа (возможно, в другом порядке). 


7.19. Подряд выписаны п чисел, среди которых есть положитель- 
ные и отрицательные. Подчёркивается каждое положительное число, а 
также каждое число, сумма которого с несколькими непосредственно 
следующими за ним числами положительна. Докажите, что сумма всех 
подчёркнутых чисел положительна. 


7.20. Докажите, что число всех цифр в последовательно- 
сти 1,2,3,...,10® равно числу всех нулей в последовательности 
1,2,3,..., 1041. 


Решения 


7.1. Из второго стакана убавилось молока ровно столько, сколько в него 
добавилось чая. Поэтому чая в молоке ровно столько, сколько молока в чае. 


7.2. Можно считать, что велосипедист всё время едет в одном напра- 
влении (длина пути от этого не меняется). Его скорость в 2 раза больше 
скорости пешехода, поэтому за то время, за которое пешеход пройдёт 5 км, 
велосипедист проедет 10 км. 


7.3. Мысленно добавим к стае какую-нибудь птицу, например утку, ко- 
торая летит со стаей до самого последнего озера. Тогда на каждом озере 
садится ровно половина птиц, причём на седьмом озере садятся две птицы 
— гусь и утка. Значит, в стае было 27 птиц, из них 2" — 1 = 127 гусей. 


7.4. Пусть х — расстояние от А до В. До первой встречи оба, велосипе- 
диста вместе проехали х км, а до второй — 35 км. Значит, велосипедист, 
выехавший из А, к моменту второй встречи проехал 3.70 = 210 км. С другой 
стороны, он проехал х + 90 км. Поэтому т = 210 — 90 = 120 км. 


7.5. Ответ: 35. Пусть и — скорость течения реки, и — скорость па- 


1 
рохода, { — расстояние от Горького до Астрахани. По условию =би 
и 


у 
1 


и-Уу 
находим [/ = 35. 


= 7; требуется найти 1/5. Из системы уравнений [ = 5и- 5%, {= Ти-—То 


7.6. а) Чтобы А и В прибыли в пункт №, они должны пройти пешком 
одно и то же расстояние 1 и проехать на велосипеде одно и то же расстояние 
15 — т. Тогда С до встречи с В тоже должен пройти пешком расстояние х. 
Поэтому С до встречи с А проедет на велосипеде 15 — 25, а после этого А 
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проедет на велосипеде 15 — 5. Всего А и В вместе проедут на велосипеде 
0 — 3х Ея 

—— = —, те. 
15 6 


час, а С до встречи 


30 — 3х. За это же время В пройдёт пешком х, поэтому 


15-х 1 105 
= 60/11. В до встречи с С еде = . = 
ы / ра о 15 15 п 11 


. 1 60 10 х 3 
с В идёт ве а час, поэтому С должен выйти из М за т 32° до 
того, как А и В отправятся в путь из М. 


6) Чтобы А и В затратили на дорогу наименьшее время, они должны 
прибыть в № одновременно, т.е. они должны пройти пешком одинаковые 
расстояния. Действительно, пусть А проходит пешком расстояние 1 и проез- 


жает на велосипеде 15 — х, а В проходит у и проезжает 15 — у. Тогда время, 
15 — 
затраченное А, равно в + т 2 =1 + № а время, затраченное В, равно 1 + 


у 
+ 10. Нас интересует меньшее из этих чисел; оно должно быть наименьшим. 


За то же самое время, за которое А проходит пешком расстояние х, Ви С 
успевают проехать на велосипеде расстояние (15 — у) + (15 —-у-—х). Поэтому 


30—-х-—2 
И =: = т.е. 7х +4у = 60. Прямая х = у пересекает прямую 7х5 + 4у = 


и 60 > точке (11/10, 11/10). Для любой другой точки прямой 7х + 4у = 60 
координата 5х или координата у будет больше. 

Задача о том, когда должен выйти С, чтобы Аи В прибыли одновремен- 
но, — это в точности задача а). 


7.7. Пусть скорость парохода равна %, скорость течения реки равна . 
Если 9 < ч, то пароход вообще не сможет плыть против течения. Если же 
и > и, то на путь из Ав В и обратно требуется время 


10 10 20 20 
+ Здииитикииниаь. = 


ош 9-ш 12-42 о’ 


а на то, чтобы проплыть 20 км по озеру, требуется время 20/ъ. 


7.8. Пусть расстояние между деревнями равно а. Предположим, что баня 
построена на расстоянии х от деревни А (0 < х < а). Тогда общее расстояние 
равно 200х - 100(а — х) = 100х + 100а. Оно минимально, когда х = 0. Это 
означает, что баню нужно построить в деревне А. 


7.9. Нет, не может. Пусть на пересечении строки, в которой стоит число 
А, и столбца, в котором стоит число В, стоит число х. Тогда А <х < В. 


7.10. Пусть а1 >а2>... > ат — количества грибов, собранных грибни- 
ками. Если аз > 16, то а2 2 1Тиа! > 18, поэтому а! + а2 + аз > 51. Если 
аз < 15, то ал < 14, аъ < 13, а < 12 иа1 < ИП, поэтому ал + аз Нав + ат < 50, 
а значит, а! + а2 + аз > 50. 


7.11. Первое решение. По условию в каждом походе мальчиков было 
меньше 2/3 девочек, участвовавших в походе. Следовательно, в каждом по- 
ходе мальчиков было меньше 2/3 всех девочек, учащихся в классе. Каждый 
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мальчик был хотя бы в одном походе, поэтому мальчиков в классе меньше 
4/3 всех девочек, т.е. мальчиков меньше 4/7 общего числа учеников. 
Второе решение. Пусть всего в классе х мальчиков и у девочек; в 
первом походе было х1 мальчиков и у: девочек, во втором — 12 и у2. По 
условию 551 < 2(51 +1), поэтому 311 < 2 < 24. Аналогично 312 < 29. 
Следовательно, 3(51 +52) < 4у. Кроме того, по условию 11 +12 > х. Поэтому 
3х < 49, те. 7х <4(т+ У. 
4х + 3,259 


хф{у 
8х = 7Ту. Значит, х = Та иу = 8а для некоторого целого а. Поэтому число 


х + у = Тба делится на 15. Единственное число, деляшееся на 15, которое 
больше 30 и меньше 50, — это 45. Таким образом, х = 21 иу = 24. 


7.12. Пусть в классе х мальчиков и у девочек. Тогда, = 3, 6, т.е. 


7.13. Пусть в забеге участвовало п лыжников, причём К из них не вы- 


полнили норму ГТО. По условию 3,5 < 100А/п < 4,5. Значит, К 2 1и 


100 
п 2 ге > 22,2К > 22,2. Поэтому п > 23. Если в забеге участвовало 23 


) 
лыжника, из которых норму ГТО не выполнили только один, то требуемое 


условие выполняется. 


7.14. На одну платформу нельзя погрузить 6 плит даже по 7 т. Поэтому 
нужно по крайней мере 200/5 = 40 платформ. Сорока платформ достаточно: 
на каждую платформу можно погрузить 3 плиты по Тти 2 плиты по 9 т. 


7.15. Выделим 8 машин и будем последовательно их грузить, причём ка- 
ждый раз тот ящик, который уже нельзя погрузить, будем ставить рядом с 
машиной. Погруженные ящики вместе с ящиками, стоящими рядом с маши- 
нами, весят более 8-1, 5 = 12 т, поэтому оставшиеся ящики весят менее 1,5 т; 
их можно увезти на одной полуторатонке. Поскольку 4 . 350 = 1400 < 1500, 
на одной машине можно увезти любые 4 ящика. Значит, 8 ящиков, стоящих 
рядом с машинами, можно увезти на двух оставшихся полуторатонках. 


7.16. Ответ: 3 маляра и 6 монтажников (один рабочий лишний, т.е. 
можно назначить 4 маляра и 6 монтажников или 3 маляра и 7 монтажников). 
Легко проверить, что 3 маляра и 6 монтажников могут выполнить работу за 
195 минут. Действительно, через 15 минут после начала работы маляров 3 
изделия готовы к сборке и 3 монтажника соберут их через 20 минут. После 
этого к сборке будут готовы 6 изделий, причём монтажникам никогда уже не 
придётся ждать, пока маляры закончат покраску очередного изделия. Через 
15+ 20 + 140 = 175 минут после начала работы будет смонтировано3 +7. 6 = 
= 45 изделий. Чтобы смонтировать 5 оставшихся изделий, нужно ешё 20 
минут (этим смогут заниматься только 5 монтажников). 

Если маляров меньше трёх, то покраска займёт не менее 250 минут, а 
если монтажников меньше шести, то монтаж займёт не менее 200 минут. 


7.17. Начнём разбор задач с того, что произвольный школьник расска- 
жет одну из решённых им задач. Пусть этот школьник решил задачи а1 и а2, 
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а рассказал он задачу ал. Тогда есть ровно один школьник, который тоже ре- 
шил задачу а2 (и ешё задачу аз). Этот школьник расскажет задачу 42. Затем 
школьник, который решил задачи аз и а4, расскажет задачу аз и т.д. Так мы 
дойдём до п-го школьника, который решил задачи аж и ак, где 1 < К <п-1. 
Нужно понять, что делать, если п < 20. Ясно, что К = 1. Действительно, 
задачу ак, где 2 < Ё < п-1, решили два школьника с номерами & —1и 
К. Пусть п-й школьник расскажет задачу а». Для оставшихся школьников и 
оставшихся задач выполняется то же самое условие: каждый из школьников 
решил две задачи и каждую задачу решили два школьника. Поэтому можно 
повторить то же самое и т.д. 


7.18. Можно считать, что всегда выходит самый последний из пришед- 
ших в библиотеку читателей. Действительно, не имеет значения, кто именно 
запишет на доске число читателей, остающихся в зале; один читатель мо- 
жет перепоручить это другому — результат от этого не изменится. Тогда 
каждый читатель на обеих досках запишет одно и то же число. 


7.19. Пусть а1, а2, ..., ап. Подчеркнём число аа К + 1 чертами, если К 
— наименьшее число, для которого а; | а + а+2 +... + а-чь > 0 (поло- 
жительное число а1 подчёркивается одной чертой). Ясно, что если число а 
подчёркнуто К-1 чертами, то числа а;+1, @4+2, ... @4+к подчёркнуты соответ- 
ственно К, К —1,..., 2, 1 чертами. Подчёркнутые числа разобьём на группы 
следующим образом. Сначала возьмём числа, подчёркнутые наибольшим чи- 
слом черт (пусть это число черт равно К), и следующие за каждым из них 
К - 1 чисел. Затем возьмём числа, подчёркнутые К — 1 чертами, и следу- 
ющие за каждым из них К -— 2 чисел, и т.д. Сумма чисел в каждой группе 
положительна. 


7.20. Сопоставим цифре числа из первой последовательности нуль числа 
из второй последовательности следующим образом. Напишем после данной 
цифры нуль. В результате получим число из второй последовательности с 
отмеченным нулём. Нашей цифре мы сопоставляем именно этот нуль. Нао- 
борот, нулю числа из второй последовательности сопоставим цифру числа 
из первой последовательности следующим образом. Отметим цифру, кото- 
рая стоит перед данным нулём, и после этого нуль вычеркнем. В результате 
получим число из первой последовательности с отмеченной цифрой. Нашему 
нулю мы сопоставляем именно эту цифру. Эти операции взаимно обратны, 
поэтому мы получаем взаимно однозначное соответствие между цифрами чи- 
сла первой последовательности и нулями чисел второй последовательности. 


Глава 8. 


Неравенства 


8.1. Неравенство х + 1/5 22 


Напомним, что согласно задаче 1.1 для всех х > 0 выполняется не- 
равенство х + 1/5 > 2. 


8.1. При каких п существуют положительные числа 71, ..., Ти, удо- 
влетворяющие системе уравнений 
1 1 1 
1 +12+...+2=3, += +...+— =3? 
Т1 2 Фи 
8.2. Докажите, что если числа а1,..., аи положительны и а! ...@в = 


= 1, то 
(1 +а1) (1 + а2)... (1 а) > 27. 


8.3. Докажите, что если 15 — 13 +1 =2, то3З < 26 < 4. 
8.4. а) Докажите, что если х1, 12, Хз — положительные числа, то 


$1 $2 23 3 
Ра. 
12 + 13 13 +11 3 +41 2 
6) Докажите, что если 51, 12, ..., Хи — положительные числа, при- 
чём п > 4, то 
$1 12 Фп-1 Ть 
И ЕЯ а нЕ р са — 
12 тп 13141 п Типо 1-11 
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8.2. Неравенство треугольника 


Будем говорить, что положительные числа а, 6, с удовлетворяют 
неравенству треугольника, если а + В > с, В+ с>аис-+а > 6. На 
геометрическом языке это означает, что из отрезков длиной а, 6, с 
можно составить треугольник. 

8.5. Докажите, что положительные числа а, 6, с удовлетворяют нера- 
венству треугольника тогда и только тогда, когда (а?-+0?-+с?)? > 2(ай-+ 
++ с“). 

8.6. Докажите, что если для положительных чисел а1, а2, ..., @в 
(п > 3) выполняется неравенство 

(а +а2+...+а2) > (п- (а -+а+...+а4), 
то любые три из этих чисел удовлетворяют неравенству треугольника. 
8.7. Неравенство 


Аа(ВЬ + Се) + ВЫСе + Аа) + Се(да + ВБ) > 5(АВс? + ВСа? + САБ), 


гдеа > 0,6 > 0, с > 0 — данные числа, выполняется для всех А > 0, 
В> 0, С > 0. Можно ли из отрезков а, 6, с составить треугольник? 


8.3. Неравенство Коши 


8.8. Докажите неравенство ту < (22 + у?) /2. 


8.9. Докажите неравенство р ав) < а «?) Вы в). 

Неравенство из задачи 8.9 называют неравенством Коши. Другие 
его доказательства приведены в задачах 1.9 и 5.12. 

8.10. Докажите неравенство 


2 
а +... фа 
о ЕРЕСЕНОВ 


п 
8.11. Пусть 51,..., Фл — положительные числа. Докажите неравен- 
ство 
1 1 ь 
(+...) [—+...+—)] 2. 
1 Фпъ 
8.12. Пусть 5 = а: +...-+ ап, гдеа1,..., аи — положительные числа, 
ип >22. Докажите, что 


а1 @т п 
В в—1° 
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8.4. Монотонность 


8.13. Пусть т и у — произвольные вешественные числа. Докажите, 
что 


8.5. Неравенство между средним арифме- 
тическим и средним геометрическим 


Пусть а1,..., ап — положительные числа. Их средним арифметиче- 


а +... Так 


ским называют число А = ‚ а их средним геометрическим 


называют число С = и. В 1821 г. Коши доказал неравенство 
.А > С. Доказательство Коши использовало индукцию, но не обычным 
способом: сначала, доказывалось, что если утверждение верно для п = 
= 2т, то оно верно и для п = 2", а затем доказывалось, что если 
утверждение верно для п, то оно верно и для п — 1 (см. решение задал 
чи 13.10). 


8.14. Пусть а1,...,@и — положительные числа. Докажите неравен- 
+... Фа 
ство > 1... ал. 
п 


8.15. Пусть а,6 > 0. Докажите, что 2\/а +3 > 5а6. 


8.16. Докажите, что для любого натурального п > 2 имеют место 
неравенства 


р 1 1 
от «ау < (1) +1 


Уп 
8.17. Пусть а1, ..., @п, МЛ, -.., 9п — положительные числа. Дока- 
жите, что 
1 мл т \1/ 
ту (ила а) абы, 
где И’ =и +... Нил. 
При ил =... = ил = 1 получаем неравенство между средним ариф- 


метическим и средним геометрическим, поэтому неравенство из зада- 
чи 8.17 является обобщением неравенства между средним арифметиче- 
ским и средним геометрическим. 
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8.18. Пусть @1, ..., аи — положительные числа, @1,..., @п — по- 


парно различные положительные числа. Для х > 0 положим }(т1) = 
= >, ах“. Выберем а и а так, чтобы графики функций у = /(2) 
иу = ал? касались при х = то. Докажите, что }(1) > ах“, причём 
равенство достигается только при 1 = 920. 

См. также задачи 13.10, 25.21. 


8.6. Неравенства, имеющие геометриче- 
скую интерпретацию 


8.19. Пусть а, 6, с — положительные числа. Докажите, что 
Ма? — а + 52 + МБ? — 66+ с? > Ма? +ас+ с?, 
1 


р 1 
причём равенство достигается тогда и только тогда, когда — + - = $: 
а с 


8.7. Циклические неравенства 


8.20. Пусть а1, ..., ап — положительные числа. Докажите, что 
а1 а2 @т 
—+—+...+— 2 п. 
92 —@3 а1 


8.21. Докажите, что для любых положительных чисел а, 6, с выпол- 
нено неравенство 


а + ЗС + сЗа > а? + са + с? аб. 


8.22. Пусть 0 < 21,..., п < 1. Докажите, что при п 2 3 


м +... Ёп — 2112 — 1253 —...- би — бий < [п/?]. 


8.23. Пусть а, 6, с — положительные числа. Докажите, что 


5+1) + (+.+5) РЕНО. 


1 
+ (+++ („+3 6 'с абс +1 
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8.8. Разные неравенства 


8.24. Докажите, что если а, 6, с, 4 — положительные числа, причём 


а ас с 
а/Ъ < с/а, то < а“ й. 
8.25. Докажите неравенство 


д2п + 27 не 1272? НЕЕ уп > 0. 


8.26. Пустьа > 6> 0. Докажите, что а26° > аб$°. 


8.27. Предположим, что 11,....Хи — действительные числа, про 
которые известно, что все числа о1 = У`ть 02 = Уча ту 0з = 
=>. <,<ьТИВТь,...,0т = 1... Ти положительны. Верно ли, что тогда 
и сами числа 11,....Хь положительны? 


8.28. Докажите, что 112 — 19 +2 —-х+1> 0 для всех 2. 


8.29. Докажите, что 
2-9 


ры 


если |5| <Т1и |у| < 1. 
8.30. Пусть п > 1 — натуральное число. Докажите, что 1" — пх + 
+ п — 12? 0 для всех х > 0. 
8.31. Докажите, что для всех натуральных п 
1 1 1 1 


р НО 


8.32. Докажите, что для всех натуральных п справедливо неравен- 
ство 


ее В 
246 ’’° т Ут-+ Г 


8.33. Докажите, что при всех натуральных п > 1 


№. 113.5. 1. 1 
ве! г 


8.34. Докажите, что (2п — 1)" + (2%)" < (21 +1)" для любого нату- 
рального #1 > 2. 
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8.35. По окружности расставлены в произвольном порядке числа 1, 
2,..., п. Докажите, что сумма модулей разностей соседних чисел не 
меньше 2п — 2. 


8.36. Пусть 0 <а< т; < 6. Докажите, что 


1 1 (а+5)? о 
(1 ы +2») (5. 7 р =) т 45 ыы 


8.37. Докажите, что если —1 < 11,..., п <1и4?+...+13 = 0, то 
ж+... +2 <п/З. 

8.38. Докажите, что если ду = 4 и 2? +447? = 4, то (1 - 2)? + 
+ (у-ш)? > 1,6. 

8.39. Пусть А(5) = 4: (5) +...+ А5 (т), где х = (51,12,13,14,15) и 
А; (т) = (т: — 2;). Докажите, что А(5) > 0 для всех г 

8.40. Сто положительных чисел 11, 12, ..., 2100 удовлетворяют усло- 


виям 
22 +42 +... т > 10000, 
11+12+...+ 1100 < 300. 


Докажите, что среди них можно найти три числа, сумма которых боль- 
ше 100. 
См. также задаму 18.4. 


8.9. Выпуклость 


8.41. Пусть п 2 1 — натуральное число иа > 6 > 0. Докажите, что 
(*=')" ы ат+ь" 

2 2 ° 

8.42. Сравните числа 60 и 2+ 97. 


8.10. Неравенства Гёльдера и Минковско- 
го 
8.43. а) Пусть а — рациональное число, причём а > 1 или а < 0. 


Докажите, что для любого т > 0, х = 1 выполняется неравенство 
1° —ах+а-1>0. 
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6) Пусть а — рациональное число, причём 0 < а < 1. Докажите, что 
для любого х > 0, х = 1, выполняется неравенство 1“ —ах +а-—1< 0. 


8.44. Докажите, что если т и п — натуральные числа, отличные от 
1, то 
1 1 


а. 
ЕТ "ПЕ 


8.45. Пусть Аи В — положительные числа, ари 4 — рациональные 
1 1 
числа, связанные соотношением р + Е = 1. Докажите, что если р > 1, 


то АИРВИЯ < 5+. а если р < 1, то АИРВИЯ > = 


В 
то оба неравенства, строгие.) 
8.46. Пусть т; и у; — положительные числа, ари 4 — рациональные 


1 1 
числа, связанные соотношением . + й = 1. Докажите, что если р > 1, 
то 


ти +... Ним < (2+... +2) +... +9), 
а если р < 1, то 
О 


(Неравенство Гёльдера) 


8.47. Пусть т; и у; — положительные числа, ар > 1 — рациональное 
число. Докажите, что 


в +)" ь с =) й с из)". 


4=1 


Если р < 1, то неравенство заменяется на противоположное. (Неравен- 
ство Минковского) 


Решения 


8.1. Воспользовавшись неравенством 1; + 1/1; 2 2, получим 3+3 = (51+ 
+ 1/1) +... + (2% + 1/х.) 2 2%, т.е. п < 3. При п = 3 получаем решение 
3- У5 _ 3-5 


12 


11 = 42 = хз = 1. При п = 2 получаем решение х1 = 5! 5 


При п = 1 система несовместна. 
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8.2. Из соотношения а1...а = 1 следует, что 


Не-а ЕЕ > 


а1... ап 
- (1+2)...(+2). 
ал ат 


1, 1 
Кроме того, (1+ а) (1 + =) = 2-+а;: + — 24. Поэтому 
а 


(1+1) +22)... (1+ 0%)? = (1+ аа) (1+2)... а+о) 1+) > 4. 


2 т 
8.3. Из равенства 2 + 43 = 4° + д следует, что — +1 = 2+ — 2 2. 
т Ия 


2 
Поэтому — 21, те. 43 <2. Но х 2 1, поэтому неравенство строгое. 
Ия 


Сложив равенства 15 — 23 +1 =2из" — 15 +43 = 242, получим х'+х = 
1 

=2+ 252, т.е. 26 +1=2 (с + =) > 4. Следовательно, 5 > 3. Неравенство 
Хх 


строгое, поскольку 1 = 1. 


Ь+с-а 
8.4. а) Положим 12 +13 =а, 3+1! =6, д! + 12 = с, т.е. х: = и, 
а-с-6 ас 
12 = - ‚ Фз = 5 . Тогда требуемое неравенство запишется в виде 
ос бет Е вы 3 
2а 2 2 72 


т.е. Б/а + с/а + а/Ь + с/6 + а/с + 6/с > 3+3 = 6. Оставтся заметить, что 
Ь/а + а/6 > З ит.д. 
6) При п = 4 получаем 
21 12 23 24 21-413 22+ 24 


= — 22. 
12 + 74 т т: та 12 тз-+ 21 $2 + та $1 + 5х3 


При п > 4 требуемое неравенство можно доказать по индукции. Пред- 


положим, что для чисел т1,..., ть неравенство уже доказано. Выберем сре- 

ди положительных чисел 11, ..., тои наименьшее. После циклической пе- 

ренумерации этих чисел можно считать, что это будет число хьф1. Тогда 
и —- л - и" > 0. Поэтому 


2 › 2 
12 + Фи 12 Ти Хот и-1 11 + 2п—1 1+5 
1 Тп Тп-1 1 Ть 
—... + ко 
12 + Хи+1 Тит - Фл-1 21 тп 12 + ть 1-71 
последнее неравенство выполняется по предположению индукции. 


8.5. Положительные числа а, 6, с удовлетворяют неравенству треуголь- 
ника тогда и только тогда, когда, 


(а —с)(Ь-+с-а)(с+а-—в)(а+ь+ с) > 0. (1) 


Глава 8. Неравенства 99 


Действительно, два выражения в скобках не могут быть одновременно отри- 
цательными. Например, неравенства а-+6 < сиб -+с < а не могут выполняться 
одновременно. После раскрытия скобок неравенство (1) записывается в виде 
2(а75? + с? + с?а?)? — (“и М + с“) > 0, а из этого уже легко получить 
требуемое. 

8.6. Прежде всего покажем, что для таких чисел выполняется неравен- 
ство 


(2+... +а2) > п-2) (+... +а9). 
Исходное неравенство можно записать в виде 
ал +2а1 55 + 52 > (п-1а! + (п-1)54, 


где 55 =а2+...+а2 и ба =аз+...+а4. Выделим полный квадрат: 


2 
5. 52 
(п 2 (4 5) Е 52+ (®-—1)54 < 0. 


1 
Следовательно, 52 (1 — —=) > (п- 1) 54, т.е. 53 > (п- 2)54, что и требо- 
валось. Ом 

Далее по индукции получаем 


(+... а) > (п- В) (а +... +44). 


При А = п- 2 согласно задаче 8.5 это неравенство означает, что числа ат-2, 
а„_1, ап удовлетворяют неравенству треугольника. То же самое доказатель- 
ство можно применить и для любой другой тройки чисел. 


8.7. Ответ: да, можно. Положим А = В =1С =. Тогда 


а(Ь + =с) + Б(Ес + а) + =с(а +) > 5 (с? + га? + =?). (1) 


1 
Поэтому должно выполняться неравенство 2аб > 5’, поскольку иначе нера- 


венство (1) не выполнялось бы при малых =. Значит, с? < 4а6 < (а+6)?. Числа, 
а, 6, с положительны, поэтому с < а 6. Неравенства а < бБфсиф < а+с 
доказываются аналогично. 


8.8. Достаточно заметить, что (х — 9)? <0 


8.9. Пусть А = \/У\^ а? иВ= ^_ 62. Воспользовавшись неравен- 
ством ху < (2? +?)/2, получим 


ны хот [а в и 
р бы Чао Зи 


Значит, = о-в) < АВ? = ЕЕ а?) зе 5). 
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8.10. Это неравенство является частным случаем неравенства Коши; до- 
статочно положить 61 =... =6, = 1. 
8.11. Это неравенство очевидным образом следует из неравенства Коши: 
достаточно положить аз = ти = 1/1. 
8.12. Положим 6; = б—а:. Тогда требуемое неравенство запишется в виде 
5 — 61 5 — п 


... 2 .е. 
о РГ 
1 и п 2 


Нов +... + = (5 -а1) +... + ($ — а) = п5 — 5 = (п-1)5. Остаётся 
заметить, что 
1 1 5 
(А -.. +6) [—+...+— | 2п 
ы [о 
(задача 8.11). 
8.13. Докажем сначала, что если т и п — натуральные числа одной чёт- 
ности, то 
тт + ут тт + ут тут + утт 
у < 
2 2 2 
Это неравенство легко преобразуется к виду (х" — у")(1” — у”) > 0. Если 
числа, т и п нечётные, то из неравенства х > у следуют неравенства х”” > у” 
их” 2 у", а из неравенства х < у следуют неравенства 5” < у” из" < и. 
Если же числа т и п оба чётные, то из неравенства 1? > у? следуют нера- 
венства д” 2 у” из” > у". 


3 3 А 4 2 2 А д 6 6 
Таким образом, тв. = у те =" х =" ‚2 т Е а 


. Из 


этих неравенств следует рЕбтемОв, 

8.14. Первое решение. Предположим, что требуемое неравенство до- 
казано для любых п положительных чисел. Рассмотрим положительные числа 
Ы = "У, ..., бы = "Уаидг. Ясно, что (7 — 67) (6% —6,) > 0. Просум- 
мируем такие неравенства для всех пар +, 1, для которых $ > 7. В результате 
получим 


®-1 ®-1 
пу ум. 
$=1 =1 712 


Воспользовавшись неравенством между средним арифметическим и средним 
геометрическим для п чисел, получим 
п-1 п-1 


п-1 
Увы Дь=ит+ и [№ 
1=1 77% 1=1 77 1—1 


Следовательно, 
®-1 ®-1 


У" > (п+1) 


9—1 1=1 
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что и требовалось. 
Второе решение. Расположим данные числа в порядке возрастания: 
а < а2 <... < а». Если а = ав, то а1 = а2 =... = ав. В таком случае 
.А = С. Поэтому будем предполагать, что а1 < ап. Тогда а1 < А < в, а 
значит, 
А(а1 + а» — А) — лат = (а1 — А)(А — в) > 0, 


т.е. А(а1 + а» — А) > аа». В частности, а1 +а» — А > 0. 
Предположим, что неравенство между средним арифметическим и сред- 
ним геометрическим верно для любых п 1 положительных чисел. Применим 


его к числам а2, аз, ..., ап_1, а1 + а» — А. В результате получим 
а 
Дм > а2аз...ат—1(а1 + а —А). 
п-1 
Здесь 
а2 таз +... + -1 ал + А _ПА-А _ | 
п—1 п 1 : 


Умножим теперь обе части полученного неравенства, на, А: 
т 
А” > а2аз...0—1А(а1 + в — А) > а1а2... аъ; 


мы воспользовались доказанным выше неравенством А(а1 + а. — А) > а1ам. 


8.15. Положим а = иф = у. Согласно неравенству между средним 
арифметическим и средним геометрическим 


5 5 5 5 5 
> /510у15, 


5 
т.е. 2 /а +3 УЪ > 59 а6. 


8.16. Применим неравенство между средним арифметическим и средним 


4 п-+1 
Е В результате получим 


геометрическим для чисел 2, 


| о 


п-+1 


1 3 4 
= (2+5 +5 +...+ ) > Ут+ь т.е. 
1 
+... + (+) >пу/а+т 


Применим неравенство между средним арифметическим и средним гео- 


ы 
+ 
п 

1 1 

@+1+ (1+5) + (1+5 


«Гы 


1 п-— 
метрическим для чисел 1, ем: В результате получим 


1 1 2 п-1 
= (ана +... +7) > —, т.е. 
п 2 3 п п 


1+ (1-5) +(1-3)+...+@-=)> г 
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8.17. Первое решение. Применим индукцию по п и воспользуемся 
неравенством из задачи 8.45. Введём для удобства обозначения И’, = И’ и 
И =и1+... + щи _1. Ясно, что 


а ЕЯ аа 


И» т Е а" 1 1/У/ в —1 ыЕ т 


(а вы они 


А 


ат 64 т 
Мы сначала воспользовались неравенством аё < —+-— (р,9 20и-+-=1), 
а затем — предположением индукции. о: к 
Второе решение. Мы воспользуемся неравенством 1+5 < е” для 


х 20 (задача 28.48). Определим числа 61, ..., 6, так, чтобы выполнялись 
та1 +... + и 


и 


аз (ил +... мп) — и1а1 —... — Ча 


равенства а; = (1+6) . Тогда 


из; = их 


поэтому м1: +... + ив» = 0. Легко видеть, что если не все числа а1,..., ам 
равны, то хотя бы одно из чисел 61,..., 6» отлично от нуля. В таком случае 


И тат ((1 +61)“ ... (1 Ч)" < 


401 а1 т лап е(блл +... шв )/ М а 
И 
ила +... + шрат 
И 
Заодно мы доказали, что требуемое неравенство является строгим, если 
не все числа а1,..., а» равны. 


(а ве = 1 а1 


8.18. Пусть 9(5) = ах“. По условию }{(50) = 9(50) и (50) = 9'(50), 


т.е. ах = { (то) и ата 1 = У” иж". Следовательно, а = }(50)/2$ и 
| ато 
а} (хо) = аадо = У, ато’, поэтому а =, ао) : 
о 


Ясно, что 


Согласно неравенству из задачи 8.17 


т 


ет 
У ато! (=) Е т] | _ Е 


У` ато! т 
Я] 1 0 
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а 
Таким образом, }(5х) > (=) 1(50) = ах”. Остаётся заметить, что если 
хо 


[2 
1 > то, то числа (= ‚1 =1,..., п, попарно различны, поэтому получаем 
строгие неравенства. 

8.19. Рассмотрим треугольник АОС, в котором АО =а, СО =си угол 
при вершине О равен 120°. Проведём биссектрису угла, О и отложим на ней 
или на её продолжении отрезок ОВ = $. Тогда по теореме косинусов АВ = 
= Уа? —а6 + 62, ВС = У? — 5+2 и АС = уа? + ас + с?. Поэтому требуе- 
мое неравенство — это обычное неравенство треугольника АС < АВ + ВС. 
Оно обращается в равенство тогда и только тогда, когда точка В лежит 
на отрезке АС. Это эквивалентно тому, что сумма площадей треугольни- 
ков АОВ и ВОС равна площади треугольника АОВ, т.е. асзш 120° = (а + 


+ 65<) зп 60°. Учитывая, что зш 120° = зш 60°, получаем ас = аб + 6с, т.е. 
1 1 1 
ас ь 


8.20. Согласно неравенству между средним арифметическим и средним 
геометрическим 


8.21. Выделим полный квадрат: а36 + 63с + сЗа — а? — 62са — с?аб = 
= (а36 — 2а?6с + с?аб) + (63с — 26? са + а?6с) + (сЗа — 2с?аф + Б?са) = аб(а — с)? + 
+ 6с(6 — а)? + са(с — 6)? > 0. 

8.22. Фиксируем все числа 11,...,Хи, кроме одного числа т; = т. Тогда 
выражение в левой части неравенства имеет вид ах + 6, где аи 6 — посто- 
янные числа. Оно максимально при 5 = 0 или при х =1 (или постоянно). 
Значит, выражение в левой части неравенства максимально в том случае, 
когда каждое из чисел 11,...,Х» равно 0 или 1. 

Предположим, что 11 = 2+1 = 1 (или хи = 11 = 1). После циклической 
перенумерации можно считать, что 11 = 52 = 1. Рассмотрим лишь те члены, 
которые зависят от ф1 и $), т.е. 11 + 52 — 1112 -— 1253 - Хол1. При 1 = 1и 
12 = 1 это выражение равно 1 — хз — 1., а при 51 = Ти 12 = 0 оно равно 
1-4 21-143 - 7. Поэтому можно считать, что никакие два соседних 
числа в последовательности 11, 12,..., Хи, 21 не равны одновременно 1. То- 
гда количество единиц не превосходит [п/2], а выражение в левой части не 
превосходит количества единиц. 

Прил =43=45=...=0и12=14=... = 1 получаем как раз [п/?]. 


8.23. Требуемое неравенство легко преобразуется к виду а?62с? (@+ь+ 
+ с) — 2абс(аь + Ьс + ас) — Забс(а НЫ с) + (а?с + 9? + с?) + афс(а?с + Ре + 
+ с?) + (а6 + 6с + ас) > 0. Но левая часть этого неравенства, равна аф(ь + 
+ а) (ас — 1)? + 6 (с + 1) (а® — 1)? + ас(а + 1% — 1). 
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атс 
ь+а 

атс 
т.е. а4 < $с. А неравенство Е 
+ с4, т.е. аа < %с. 


8.25. Если х = у, то требуемое неравенство очевидно. Если же х 2 у, 
д2т+1 == ут 


8.24. Неравенство $ < эквивалентно неравенству аб - а4 < аб + 6с, 


с 
< 4 эквивалентно неравенству аа са < вс-+ 


то выражение в левой части равно . При < > у числитель и 


знаменатель положительны, а при х < у отрицательны. 
8.26. По условию а-ф > 0 иа/ь > 1. Поэтому (а/5)°-® > 1, те. 
а‘ > 5. Это неравенство эквивалентно требуемому. 


8.27. Да, верно. Чтобы это доказать, рассмотрим многочлен 
... + (-Ю”ов. 


Числа 11,...,2» являются его корнями. Поэтому достаточно проверить, что 
если 1 < 0, то {(х) 7 0. Но если —х > 0, то 


(—1)" 1 (=) = (-=)" + о1(-=)" 1 + а2(-2)" 2+... + аи > 0. 


1(%) = 1” — 015" "+ вод”? — 


Замечание. Условий 01 > 0 ио2 > 0 не достаточно для того, чтобы 
комплексные числа тт и 2 были положительны. Например, если 1 = 2+1 
и 12 =2-—$, то 01 =4 ио2 =3. 


8.28. Если д < 0, то 112, —1° 4“, —ш >20. Если 0 < т < 1 то 21? + 
+5“(1- 25) + (1—2) > 0. Если х 2 1, то 43 (43 -1) +5(2-1+1>0. 
8.29. По условию 1—х > 0, 1-+{т > 0, 1-у> Ои1 у > 0. Поэтому 
(1—х)(1-+у) >0и (1+5)(1-у) > 0, т.е.1-х-+у-ху>0и1-+х-у-ху > 0. 
Следовательно, 1 — ху > х-уи1- у > у- х. Кроме того, 1 — ху = 1-24. 
8.30. Ясно, что 
1” — и +п-1= (1+5+...+4”" 1 -п) (2-1. 


Если т > 1, то оба выражения в скобках положительны, а если 0 < х<1, то 
отрицательны. 


1. 1 1 1 1. 1 
8.31. Сло — 1 неравенс ме 
о нор Е а о ы! го 5 
и равенство > = 5. В результате получим требуемое. 
7 7 
123 2т1—1\2 
8.32. Ясно, что (5:1... 5 ) — 
_ 1.3 3.5 (2пт-1)(1 +10 1 1 
22 4 т" (2т)?2 тт `` жт+1" 
1.3.....: (21 —1 
8.33. Пусть Р‚ = еРАанНЫЫ Тогда, 
2.4....: 2 
12 32 52 (21-1)? _1 32 52 (21-1)? 1 
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(2-1)? _ (2-1)? 2 11 
Если К > 1, то 2% 52 = 0-1 > 1. Поэтому Р» > р 5нз 6. 
2 1 
УЗ > У2 Е ЕВ 
2 уж 
. (26-1) (2+1) _ (22-1) 
С другой стороны, а < 1. Поэтому 
р2_ 3.3.5 5:7 (2% — 3)(2%т -1) 2 д 
2 4 6 (2% — 2)? (21)? `4 2’ 
УЗ 1 
.е. Р, ———. 
т =" < 2 т 
8.34. Требуемое неравенство можно переписать в виде 


1\7” 1\” ы 
27 < (2 + =) — (2 —_ >) Выражение в правой части равно 
ул Ул 


1 о"-2 пт-П 1 о"-3 п(п — 1) (п -— 2) зы 


У ®—1 
2+2 И 5 ат З т 
С ИЕ п—тпт-Т 1 п_зп(п —1)(п-2) 1 = 
—2 +2 Ра в РР 
— 2 + от-2 пт - И®-2). 1 0" 
3 п3 


8.35. Рассмотрим две дуги, на которые разбивают окружность точки, в 
которых стоят числа 1 и п. На каждой дуге сумма разностей соседних чисел 
равна п — 1 (если мы идём от п к 1), а сумма модулей чисел не меньше их 
суммы. 


8.36. По условию (1; — а)(х: —6) <0их; > 0, поэтому " + 1; за-+ 6. 


$ 


1 
Складывая такие неравенства, получаем аё > — +У\1: < п(а + Ь). Положим 
2 


* 1 Я : 1 
“= -Ужиу =->` —. Тогда полученное неравенство можно записать 

п п т 
а т* 


в виде абу* + х* <а-Ь, т.е. у" < $ 
а 


. Домножим обе части этого 


а-+ 6 р 
неравенства на 1” и воспользуемся тем, что х(а +6 - 5) < ( 7 ) для 


любого х (задача 1.2). В результате получим 


(=) 

* — л-ж 2 

с ыы 2") < 2 _ (@+5 
аб аб 4аб 


Это неравенство эквивалентно требуемому. 


2 
8.37. Рассмотрим многочлен Р(5) = 4(%+1) (= — 5) = (2+1) (45? —4Ах+ 


+1) = 453 — 3х + 1. Ясно, что Р(х.) > 0. Сложив неравенства Р(т1) > 0, ... 
Р(т») > 0, получим —3(21+... +1.) +п> 0, те. 1+... + 4 < п/З. 


2 
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зу 


Рис. 8.1. 


8.38. На геометрическом языке это неравенство означает, что расстояние 
между эллипсом 2 + 4у? = 4 и гиперболой ху = 4 не меньше \/Т,б. При до- 
казательстве удобно пользоваться именно геометрической формулировкой. 
Мы будем доказывать следующее утверждение: 


1 
Касательная к эллипсу х2+4у? = 4 в точке (2 } 5У2) параллельна 


касательной к гиперболе ху = 4 в точке (2/2, /2), и квадрат 
расстояния между этими касательными равен 1,6. 


Обратившись к рис. 8.1, несложно убедиться, что из этого следует требу- 
емое утверждение. 
1 
Согласно задаче 1.26 касательная к эллипсу 5? +4? = 4 в точке (2, 5У2) 
задаётся уравнением У2х + 2\3у = 4, т.е. 
&+2у = 22, (1) 
а касательная к гиперболе ху = 4 в точке (2/2, У2) задаётся уравнением 
У2х + 2/9 = 8, т.е. 
+2 =4\2. (2) 
Прямые, заданные уравнениями (1) и (2), параллельны. Расстояние между 
ними равно высоте й прямоугольного треугольника с катетами УЗ и 25, 
опущенной на гипотенузу. Ясно, что В = аф/с, где а = 2, = 2 ис= 
= /а? +. Таким образом, #2 = 1,6, что и требовалось. 
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8.39. Значение А(5) не изменяется при любой перестановке переменных, 
поэтому можно считать, что 11 > 12 2 13 2 44 > 15. В таком случае А! (т) + 
+ 4>2(х) = 


(21 — 22) [(21 — 23) (21 — 24)(21 — 25) — (22 — 23)(22 — 24) (22 — 25)] 2 0, 


так как 11 — 12 > 0,51 -23з > 0,12 — хз > 0 ит. д. Аналогично доказывается, 
что 44(5)+А5(5) > 0. Ясно также, что Аз(х) представляет собой произведе- 
ние двух неположительных и двух неотрицательных сомножителей, поэтому 
Аз(5) > 0. 

8.40. Можно считать, что 51 2 142 >... > 410 > 0. Если 11 2 100, то 
11 +<2 + хз > 100. Поэтому будем считать, что т1 < 100. Тогда 100 — х1 > 0, 
100 — 12 > 0, 11 — 42 20 их! -— 13 2 0, поэтому 


100(51: + 52 +53) 2 100(51 + 22 + хз) — (100 — 21)(51 — 23) 
— (100 — 52)(х2 — хз) = 
а а + 23(300 — 51 — 22) > 
>41 +12 + 23(13 + 44+... +4100) 2 
Ра ++... +220 > 10000. 
Следовательно, 51 + 12 + хз > 100. 


8.41. Применим индукцию по п. При п = 2 нужно доказать нера- 
венство а? + 296 +5? < 2а? + 2, которое эквивалентно очевидному не- 
а? + м" 


. Тогда 


а-+ь т ап + т а-+ь аб + 1 | ап + аб” х 
5 < Ы. 5 = т . Остаётся дока- 


зать, что а" + аб” < а"! + "1. Это неравенство эквивалентно очевидному 
неравенству (а” — 5") (а — 5) > 0. 


Ь т 
равенству 0 < (а- Ь)?. Предположим, что (==) 


8.42. Применим неравенство из задачи 8.41 при п = 3, а = У8иф= $7. 
Е) Е) 7 7 
В результате получим че ый < те, т.е. 2+ 97 < $60. 


8.43. Пусть п — натуральное число. Тождество 


ут у-1 у-1 а 
Е. ИВ а 1 
п+1 п и у у ) 
ут —1 у” —1 
п-+1 _ 
у> Ь тоу-1>0ипу” >у’ 1+... Ту+Т аесли 0 <у< 1, тоу-1<0и 
ту < УТ +... УТ. 

Пусть т — натуральное число, причём т > п. Тогда 
(у" — П/т > (/"- П/п приу > 0, ут 1. Положим у = д”, где 


показывает, что > 0 приу > 0, у=1. Действительно, если 
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2>0, 271. Тогда (2"'/" — 1) /т > (в — т, т.е. 2" 1-7 (в-1)>0. 
Мы получили требуемое неравенство для а = т/п > 1. 

Чтобы получить остальные неравенства, поступим следующим образом. 
Для а > 1 положим 1° = 18 = у 1, где =1-а<биу=х ". Тогда 
неравенство 24 —ат-+а—1 > 0 перепишется в виде у’ —(1—6)у'+1-—6-—1 > 0, 
т.е. У 1 (У -и+Ь- 1) >0, 6 <0. 

Положим теперь 6 = 1/а иу = 12° (здесь снова а > Тих > 0). Тогда 

1 1 
неравенство 5“ — ах + а — 1 > 0 перепишется в виде у — И + в 1> 0, т.е. 
У У -1<0, 0<Ь< 1. 


8.44. Воспользуемся неравенством из задачи 8.43 6), положив х =т-+1 
= 1/п® т 

иа = 1/п. В результате получим (т-+1) < 1+ —. Аналогично (п + 
У 


ра = Значит, 


1 + 1 о п + т —1 
Ут-1 Уп +1 п+т пт ^ 


8.45. Положим х = А/В, а = 1{ри1-а = 1/4. Тогда В(х“ — аз + 


А : 
+а-—1) = АН?РВИЯ — ^ — —. Остаётся воспользоваться результатом задачи 
4 


р 
8.43. 


Замечание. Доказательство в случае р > 1 приведено также в решении 
задачи 26.82. 


8.46. Положим Х =21+...+212, У=И+...+41, А=т/ХиВ=у/У. 
а 


р 
ый %\ т; У С 
С ложив такие 
ХИРуНа “ рх ыы ау 


Если р > 1, то согласно задаче 8.45 


неравенства для =1,..., п, получим 
1+... + Фи Хх У В 1 
+ =-+-=1. 
ХИру!/а рх ЧУ р а 
В случае, когда р < 1, доказательство аналогично. 
8.47. Пусть р > 1. Ясно, что 


т т 


У (= + 9:)? = У` ааа НУР" + У ‘че (а ЧР". 


9—1 9—1 9—1 
Согласно неравенству Гёльдера (задача 8.46) 


х (а: + р 1 < С. 27) ь. (У -Е и?) р 


$=1 9=1 
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1 1 8 
где а =р/(р -— 1), т.е. Е + Е = 1. Запишем такое же неравенство для второй 


суммы и сложим оба этих неравенства. В результате получим 


Урацичний т < (509) + (и) (Сабы). 
9=1 9=1 9=1 9=1 


Это неравенство эквивалентно требуемому. 
В случае, когда р < 1, доказательство аналогично. 


Глава 9. 


Вычисление сумм и 
произведении 


9.1. Арифметическая и геометрическая 
прогрессии 


9.1. Пусть а1,..., ал — арифметическая прогрессия. Докажите, что 
1 1 1 п-—1 
азы = 


а1а2 —@а2аз ат—1@%  @1@т 


9.2. Пусть а1,..., ап — арифметическая прогрессия с положитель- 
ными членами. Докажите, что 


1 1 1 п—1 


ЕЙ 
Ут + Уа2  Уа>+ Уаз Ма + Ут  Ум-+ Ут 


Десятичную дробь & = 0, а1азаз... называют периодической, ес- 
ли аи = ак для всех К > М№; число п называют длиной периода. 
Если № = 1, то дробь называют чисто периодической. Для десятич- 
ных дробей с ненулевой целой частью используется та же самая тер- 
минология. Для периодической десятичной дроби используется запись 
0, а1а2...ам_1(амама...@мт1). 


9.3. Докажите, что периодическая десятичная дробь является ра- 
циональным числом. 
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По поводу обратного утверждения см. задачу 17.1. 


9.4. Рационально ли число 0, 1234567891011... (подряд записаны все 
натуральные числа)? 


9.5. Докажите, что любое число вида п*^, где п и К — натуральные 
числа, большие 1, можно представить в виде суммы п последовательных 
нечётных чисел. 


9.6. Найдите сумму 1+2 + 342 +...+(п+ 157. 


9.7. Пусть а, а+ 4, а+ 24, ...— бесконечная арифметическая про- 
грессия, причём а, 4 > 0. Докажите, что из неё можно выбрать беско- 
нечную подпоследовательность, являющуюся геометрической прогрес- 
сией, тогда и только тогда, когда число а/ 4 рационально. 


9.8. Имеется 4п положительных чисел, таких, что из любых четы- 
рёх попарно различных можно составить геометрическую прогрессию. 
Докажите, что среди этих чисел найдётся п одинаковых. 


9.9. Дана геометрическая прогрессия, знаменатель которой — целое 
число (не равное 0 и —1). Докажите, что сумма любого числа произ- 
вольно выбранных её членов не может равняться никакому члену этой 
прогрессии. 


9.2. Изменение порядка суммирования 


9.10. Докажите, что если п =р+4-1, то (а +а2+...-+ар) + (а2 + 
+...+ ар) +... + (аира +... @п) = (и +а2+...+а4) + (а2+...+ 
+ а) +... (ааа + ...+ 9) 


9.11. Числа а1, а2,..., ап таковы, что сумма любых семи последовал 
тельных чисел отрицательна, а сумма любых одиннадцати последовал 
тельных чисел положительна. При каком наибольшем п это возможно? 


9.3. Суммы 5, (п) = +2 +...+п^ 


Сумму 1{+2+3+... + п можно вычислить следующим способом. 
Сложим равенства (+1)? = &2+2А+1 для =1,2,..., п. В результате 
после сокращения получим (п-+1)? = 1+25, (п)+п, где 51 (п) — искомая 
п(п- 1) 


сумма. Значит, 51 (п) = й 
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9.12. Вычислите таким же способом суммы 55 (п) = 12+22+...+ п? 
и 53 (п) = 13 +23+...+ 13. 
9.13. а) Докажите, что 


е Е "5+ (1 ы 15-4 0)+ = (* > "= оны 


6) Докажите, что при фиксированном К сумма 5%(п) является мно- 


гочленом степени # + 1 от п со старшим коэффициентом тт. 


9.14. а) Пусть 5 = (1) 5 (п) + (5) 5:ь-в(п)+ (= Зв") НЕаа 


г 5 Е й 
причём последнее слагаемое в этой сумме равно | |, 5к(п) при чётном 


к в К 1) 
Ки я — ‚ен (п) при нечётном Ё. Докажите, что 5 = и 
1 
6) Докажите, что 52,—1(п) — многочлен степени Ё от мину (при 


фиксированном й). 
К+1 +1 ь 
9.15. Пусть 9 = ь 9% (п) + Е Эк_2(п) +..., причём по- 
+1 р 
рт) Зо при чётном ви 
ВН ин 1 
Б . 


следнее слагаемое в этой сумме равно ( 


К 
9.16. Найдите сумму 


18+ 33 453+... + (2% - 1}. 


+1 : 
( Я )5: (п) при нечётном Ё. Докажите, что 5 = 


9.4. Разбиение на пары 


9.17. а) Докажите, что для любого простого числа р > 2 числитель 


дроби 
т 1 1 1 
МЕТЛЕ... + — 
т Е рт 
делится на р. 
6) Докажите, что для любого простого числа р > 3 числитель дроби 


1 


т 11 
ов 
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делится на р?. 


1 1 1 
9.18. Пусть : =1- 5 + а +...-+ — несократимая дробь, 


1 
Ак 1 
причём число 6/ — 1 простое. Докажите, что р делится на 6Ё — 1. 

9.19. Пустьр > 2 — простое число, ак — остаток от деление /? на 
32 
р_Р 


р?. Докажите, что а1 + а2 +... Нар = р 


9.5. Вычисление одной суммы двумя спо- 
собами 


9.20. По окружности в произвольном порядке расставлено а плюсов 
и 6 минусов. Пусть р — количество пар стоящих рядом плюсов, 4 — 
количество пар стоящих рядом минусов. Докажите, что а—6 =р- 4. 


Решения 
1 ак ав _ 


ак ак акак+1 акак-1 
метической прогрессии. Поэтому рассматриваемая сумма равна 


9.1. Ясно, что ‚ где 4 — разность ариф- 


1 мп-а _1 (п-1Па _п-1 
а ата а ата ата 


9.2. Заметим, что 


1 _ мачт Ма. 1 _ У@Е+т- У@к _ акт - У@ь 
Мак + акр акт - Мак Уак+ ак ак-+-1 — @к а : 
где 4 — разность арифметической прогрессии. Поэтому рассматриваемая 


сумма равна 


МЕ 1 ап — @1 п-1 
АР а — а А инстинкт 9 ник ииененчнка 
(Ма — У) = д Ут И + И 


9.3. Ясно, что 0, а1а2...ам-1(амами...@м4т-1) = 

= а1а2...ам_1107 МТ + 10-Мама +10“ “амаа +... + 10а, 19, 
1 

гдеа=1+ 10” + 10-2” + 10" +... 


—- 1 юз — рациональное число. 


9.4. Предположим, что это число рационально. Тогда оно записывается 
периодической десятичной дробью 0, а1а2аз..., где аки = ак для всех К > № 
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(п — длина периода). Выберем т достаточно большим, чтобы число 107+?" 
было записано после ам. Тогда получим, что, с одной стороны, период состо- 
ит из одних нулей, а с другой стороны, период содержит единицу. Полученное 
противоречие показывает, что данное число иррационально. 


9.5. Чтобы число а -+ (а+2) +... + (а+2п -— 2) = п(а + п- 1) равнялось 
п, нужно положить а +п-—1= п! те.а=п 1 -п-+1. Ясно, что число 
а при этом нечётно. 


9.6. Чтобы получить требуемую сумму, нужно сложить 1 +х-+ РЕ 
д! эф ь д} —х д?! — д” 
=, О. =... = 
х-—1 х-—1 
получим 


. В результате 
тар резу. 


(п + 1)57 +1 — (1+2+...+2”) _ 
х-1 х-1 


9.7. Пусть а/4 = т/п, где т и п — натуральные числа. При всех нату- 

1 Е 
ральных К число (1+ п)* —1 делится на п, поэтому число 6% = ны = 
= а + п)* — 1) целое. Значит, все числа а(1 + в)* =а-+ 44 принадлежат 

Ул 
данной арифметической прогрессии. 

Пусть а -+ Ка, а 1, а - та — последовательные члены геометрической 
прогрессии, причём К < [< т. Тогда (а + 14)? = (а + Еа)\(а + та), т.е. 
а(21 — К — т) = а(кт — Р). Остаётся проверить, что 21 — Е — т 22 0. Пусть 
21 —Е— т = 0. Тогда т — ? = 0. Поэтому (К — т)? = (+ т)? — 4кт = 
=4Р —4Р = 0, что противоречит условию Ё < т. 

9.8. Покажем, что среди данных чисел не может быть больше четырёх 
попарно различных чисел. Объединим равные числа в группы, выберем в 
каждой группе по одному числу и расположим выбранные числа в порядке 
убывания: а > 6 >с>4>е>.... Числа а, 6, с, 4 по условию образуют 
геометрическую прогрессию. Но аб > с4 и ас > В4, поэтому а4 = 6с, т.е. 
4 = 6с/а. Те же самые рассуждения показывают, что е = 6с/а. 


9.9. Каждый член геометрической прогрессии представляется в виде а4”, 
п > 0. Случай, когда 4 = 1, очевиден, поэтому будем считать, что 4 = 1. 
Предположим, что существуют различные целые неотрицательные числа 1, 
Ё2,...,Ютчл (т > 2), для которых 
р: р: |: р: 
аа т + аа? +... аа” =аа "1". (1) 


Пустьй <ЬБ <... < ш-1 — это числа Ё1, Ё2,..., тут, записанные в порядке 
возрастания. Перепишем равенство (1) в виде 


а4* = аа? ЗЕРиаВ а". 
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После сокращения на, аа" получим 
1 РЕ а" (1 + 487? + с + о 


Левая часть равенства равна 1, а правая часть делится на целое число а?|, 
абсолютная величина которого строго больше 1. Получено противоречие. 


9.10. Первую сумму можно записать в виде р С +... + 

®— т ®— р Р- = ®— == 

+ ар т = УЕ Е У. - оби р а чу = 
и В ) а1-+;41. В результате мы а - вторую сумму. 


9,11. Согласно задаче 9.10 (а1 +а2-+...-+ ат) + (а2+...+ав)-+...+ (а11 + 
+... + ал7) = (а +а2 +... +а11) + (42 +...+а12) +... + (ат+... +ат). 
Поэтому п < 17. 

При п = 16 такая последовательность существует: 5, 5, —13, 5,5, 5, —13, 
5, 5, —13, 5,5, 5, —13, 5, 5. 

9.12. Сложив равенства (Ё + 1)3 = Е3 + ЗЕ? + ЗЕ +1 для К =1,2,..., п 
получим (п + 1)3 =1+ 352 (п) + 351 (п) + п. Значит, 

пп+10+10 
а 

Сложив равенства (К + 1)* = &* + 423 + 6? + 4К +1 для К =1,2,...,п 

получаем (п +1)“ =1+ 453 (п) + 652 (п) + 451 (п) + п. Значит, 


453 (п) = (п + 1)“ —п(п+1) (21 +1) - жп+ 1 - (в+1 = п? (в + ТА 


) 


352 (п) = (п+1)% — (п +0 -(и+1 = 


р 


9.13. а) С одной стороны, Е = 9) =. в 
+ 1" — 1 С другой стороны, и (+ рн) = 


р К-Т\ к КТТ кт К-Т\. К+1 
У а 1] = 
| > )2 + (1 о в (т + 
Е-1 К-1 
+(** :)5- 1(п)+.. -+ (№ 5 ) + 50(п). 
6) Достаточно воспользоваться формулой из задачи а) и применить ин- 
Е-+1 
дукцию по №. Нужно лишь учесть, что + =Е-+1. 
9.14. а) С одной стороны, а РО -л0-и) = (п+1е. С 
другой стороны, эта сумма равна сумме выражений вида 


2 К\ 2—1 К\ 2—2 К К К\ ск 
} + (+); не. ай ь 

К Е\ 2-1 Е\\ 2—2 де К к-т (К\ 
в. + (1); в. + (ва); = (+) 


Поэтому она равна 25. 
+ 2 2 
6) Согласно задаче а) 51(п) = ВЕ Ы: (1) 5+9 _ Те+у 


2 
змоетенй  (}еитя 
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9.15. С одной стороны, а (+1 0-1) = + + 
+ пе" — 1. С другой стороны, эта сумма равна 25. 


т(т- 1 


2 
9.16. Согласно задаче 9.12 13+ 23+ 33+... т = ( 5 )) . Поэтому 


2% (2 1 
В о ы 
2 
2%1(2 1 
+ (2% — 13+ 23(13 +23 +...+ 3) = ры . Преобразуем последнее 
п (п + 1) й 
равенство, воспользовавшись тем, что 13 + 28 +... +3 = (#5) . В 
результате получим 13 + 33 +53 +... + (2 — 13 = п? (21? — 1). 
1 
9.17. а) Рассматриваемую сумму можно разбить на слагаемые я + ЕЕ. 
р 
—1 1 и 
к=12...., __ При этом Е + Ей = = р. После приведения та- 
. т _ 24 
ких дробей к общему знаменателю получаем — = ————^ —____. Остаётся 
п 1.2.3... (р-1) 
заметить, что р не делится ни на одно из чисел 2, 3,....р-1. 


6) Рассматриваемая дробь равна 


р : 
р-1 2 р-2 жа рт р+1 


где 
_ @- И! , @- и! 


о (Е 


Нужно доказать, что М делится на р. 


Пусть х = =! (шоа р). Тогда хК(р — К) = (р-1)! (тоа р). Согласно 


Кр-К) 
теореме Вильсона (задача 31.15 а) (р—1)!= —1 (шо4 р), поэтому —2Е? = —1 
(шо4 р). Теперь легко убедиться, что, когда К пробегает значения 1, 2, ..., 
ЗВ 2 5 
Е х пробегает значения 12, 22,..., (^^) . Действительно, К? пробе- 


гает все квадратичные вычеты. Для каждого К можно выбрать К так, что 
ЕЕ = 1 (шоар). Ясно, что ? тоже пробегает все квадратичные вычеты и 
К Ех (шоар). 


—1\2 
В итоге получаем, что М = 1? +2?+...+ (2) (под р). Но согласно 
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—-1\2 —1 1 
задаче 9.12 12+22+...+ (2 5 ) = (2 В ) (2: ) (=)- Это число делится 
на р. 

9.18. Сначала заметим, что 


1 — 
4-1 — 


ея 
23 


а Ты 1 а. 1 — 

а А 2(+а+в+. +=) = 

р р Е АЕ 
213'4 4—1 23 2—1 

ВЕ: 1 1 

м ТЕ 


Число слагаемых в последней сумме чётно, поэтому слагаемые можно сгруп- 
пировать в пары 


ВЕ 1 _ 6—1 
2-3 4К-1+8  (2К- 8) (4 -1+3)` 
По условию число 6 — 1 простое. Поэтому сумма нескольких дробей с числи- 
телями 6 — 1 является дробью, числитель которой делится на 6 — 1. 


9.19. Покажем, что АР + (р Ё)Р делится на р”. Действительно, (х— у)? = 
= 92+ рхуР-1+..., где многоточием обозначены члены, делящиеся на х?. В 
нашем случае (р — К)? = —КР + риР-1р = —КР (шо р), поэтому КР + (р— КР 
делится на р. 

Число р простое, поэтому если 1 < Ё <р- 1, то оба числа ЁР и (р К)Р 
нар не делятся. Значит, ак Нар_к = р?. Рассматриваемая сумма разбивается 
на (р- 1)/2 слагаемых вида ак + ар_к, поэтому она равна р? (р — 1)/2. 


9.20. Запишем между соседними плюсами число +2, между соседними 
минусами запишем —2, а между соседними плюсом и минусом запишем 0. 
С одной стороны, сумма всех записанных чисел равна 2(а — 6). С другой 
стороны, она равна 2(р — 9). 


Глава 10. 


Многочлены [ 


10.1. Выделение полного квадрата 


10.1. Представьте многочлен (5 + 1)(х + 2)(х + 3) (5 +4) +1 в виде 
полного квадрата. 


10.2. Корни многочленов 


10.2. а) Докажите, что остаток от деления многочлена /(х) ната 
равен /(а) (Безу). 

6) Пусть хо — корень многочлена }(х). Докажите, что [(х) делится 
нах -— 90. 

10.3. Пусть Р(5) = апд" + аи_157` 1+... ах + ао — многочлен 
с целыми коэффициентами. Предположим, что он имеет рациональный 
корень хо = р/4, причём р/4 — несократимая дробь. Докажите, что а» 
делится на 4, а ао делится на р. 


10.4. Найдите многочлен с целыми коэффициентами, корнем кото- 
рого является число У2+ УЗ. 


10.5. Найдите многочлен с целыми коэффициентами, корнем кото- 
рого является число 2 + 3. 


—1 —2 


10.6. Найдите все многочлены вида 5” - д” ея =Е1 
д д у 


у которых все корни вещественны. 
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10.3. Коэффициенты многочлена 


10.7. Определите коэффициенты, которые будут стоять при 2!' и 


18 после раскрытия скобок и приведения подобных членов в выраже- 


Ия 
нии 


(1+5 +27)20. 


10.8. Пусть Р(т) = а,х" +аи_117` 1+... + ао — многочлен с веще- 
ственными коэффициентами, причём а» > 1. Докажите, что если число 
т больше любого из чисел [а„_1|-+1, ..., |а0| + 1, то 0(5) = Р(а+т) 
— многочлен с положительными коэффициентами. 


10.9. При делении многочлена 2151 — | на 4“ + 13 + 212 +х+1 


получается частное и остаток. Найдите в частном коэффициент при 
14 
И 


10.4. Теорема Виета 


10.10. Какому условию должны удовлетворять коэффициенты мно- 
гочлена 13 + ал? + 6х + с, чтобы три его корня составляли арифмети- 
ческую прогрессию? 


10.11. а) Пусть а, В и 7 — корни многочлена 13 — 95 +9. Докажите, 
что о? +а—6=В или 7. 

6) Пусть а, В и 7 — корни многочлена 13 — 215 +35. Докажите, что 
о? +2а — 14 = В или 7. 


10.5. Делимость 


10.12. Пусть Р(5) — многочлен с целыми коэффициентами, аи 6 — 
целые числа. Докажите, что число Р(а) — Р(5) делится наа - 6. 


10.13. Существует ли многочлен Р(х) с целыми коэффициентами, 
для которого Р(7) = 11 и Р(11) = 13? 


10.14. Пусть Р(5) — многочлен с целыми коэффициентами, причём 
для некоторого целого числа п числа Р(п), Р(п-+1 иР(п-2) делятся 
на 3. Докажите, что тогда Р(т) делится на 3 для любого целого 1%. 
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10.15. Докажите, что любой многочлен с целыми коэффициентами, 
отличный от константы, при некотором натуральном значении аргу- 
мента принимает значение, которое является составным числом. 


10.16. Приведите пример многочлена Р(х), который делится на 1? + 
+1, и при этом Р(2) — 1 делится на 23 + 1. 


10.17. Пусть а = 0, а, = Р(а,_1) ляп =1,2,..., где Р(х) 
— многочлен с целыми коэффициентами, причём Р(5) > 0 прих > 0. 
Докажите, что НОД(ат, ав) = аа, где а = НОД(т, п). 


10.18. Докажите, что многочлен х!5 — 1 имеет делители всех сте- 
пеней от 1 до 14, т.е. для любого натурального числа к < 14 найдётся 
многочлен степени # с целыми коэффициентами, делящий 515 — 1. 


10.19. Докажите, что многочлен 12” + 5” +1 делится на 12 +1+1 
тогда и только тогда, когда п не делится на 3. 


10.20. а) Известно, что ах3 + 652 + сх + 4, где а, 6, с, 4 — данные 
целые числа, при любом целом х делится на, 5. Докажите, что все числа 
а, 6, с, а делятся на 5. 

6) Известно, что аз“ + 643 + с1? + 45 +е, где а, 6, с, 4, е — данные 
целые числа, при любом целом х делится на 7. Докажите, что все целые 
числа а, 6, с, 4, е делятся на 7. 


10.21. Докажите, что если и несократимая рациональная дробь, 
являющаяся корнем полинома 


1(т) = ах" + ах" "+... + ат 


с целыми коэффициентами, то р- 4 — делитель числа (К) при любом 
целом К. 


10.22. Докажите, что ни при каком целом А многочлен 352" + Ах"-+2 
не делится на многочлен 252” + Аз” + 3. 


10.6. Неравенства для корней 


10.23. Докажите, что положительный корень уравнения 5(х + 
+1)... (2 +п) =1 меньше, чем 1/9. 
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10.7. Количество вещественных корней 
многочлена 


10.24. Докажите, что многочлен Р(5) степени п не может иметь 
более п различных корней. 

Число а называют корнем кратности Ё (Ё > 1) многочлена, Р(х), 
если Р(т) делится на (5 — а)* и не делится на (5 — а)® 1. 

10.25. Докажите, что многочлен Р(х) степени п не может иметь бо- 
лее п корней с учётом их кратностей, т.е. если а1,..., ат — различные 
корни с кратностями #1, ..., т, то 1 +... + Къ < п. 

10.26. Докажите, что уравнение 


пт п—2 _ 


17 - ах ах ... — @п4Я — ап = 0, 


гдеа: > 0, а> > 0, а» > 0, не может иметь двух положительных корней. 

10.27. Пусть /1(2) =22-2, ], (5) = л([№_,(2)). Докажите, что для 
любого натурального п уравнение }„(х) = х имеет ровно 2" различных 
решений. 


10.8. Разные задачи 


10.28. Докажите, что в произведении 
(1-22 -23+...-2% +2100) (1+ ++... +29 +1100) 


после раскрытия скобок и приведения подобных членов не остаётся чле- 
нов, содержащих 5 в нечётной степени. 

10.29. Какой остаток даёт 1+ 23 + 29 + 177 + 181 + 1243 при делении 
на (х — 1)? 

10.30. В каком из выражений: 

(11—22 +23)1000 (1442 — 31000 
2 
после раскрытия скобок и приведения подобных членов больший коэф- 
фициент при 520? 

10.31. а) Найдите целое число а, при котором (5 — а)(х — 10) +1 
разлагается в произведение (5 - 5)(х + с) двух множителей с целыми 6 
и с. 

6) Найдите такие отличные от нуля неравные между собой целые 
числа а, 6, с, чтобы выражение х(х — а) (1 — 5)(х — с) + 1 разлагалось в 
произведение двух многочленов с целыми коэффициентами. 
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10.9. Интерполяционные многочлены 


10.32. Пусть 71,...,Хл+1 — попарно различные числа. Докажите, 
что сушествует ровно один многочлен Р(5) степени не выше п, прини- 
мающий в точке х; заданное значение а; (интерполяционный многочлен 
Лагранжа). 

п 


10.33. Докажите, что И, 
туральное число) и О) = (—1)7и. 


) =0 при т < п (т — на- 


10.34. Пусть а1, ..., ап — попарно различные числа. Докажите, что 
для любых 6%, 61, ..., 6»_1 система линейных уравнений 
+...№2 = 00, 
ит -+...+ ав = Ш, 
а +... Нат, = 6, 
—1 ее 
пора 9 = В 


имеет решение, причём ровно одно. 


10.35. Даны точки #10, 11, ..., Хи. Докажите, что многочлен {(х) 
степени 7, принимающий в этих точках значения }(50),..., /(хп), мож- 
но представить в виде 


(2) = Кто) + (5 — то) (то; жи) + (1 — хо) (х — в.) (то; 1; 52) +...+ 
+ (2 — 20)... (2 — 2п-1)/(т0;...; т), 
где }(10;...;7к) зависит только от точек хо, ..., к и значений много- 
члена в этих точках (интерполяционный многочлен Ньютона). 
Интерполяционный многочлен Ньютона удобен тем, что при доба- 
влении к 4%, 11, ..., Хп ОДНОЙ ТОЧКИ Хи41 нужно вычислить только 


1(то;--- та); остальные коэффициенты, в отличие от интерполяци- 
онного многочлена Лагранжа, пересчитывать не нужно. 


10.10. Рациональные функции 


10.36. Пусть В(х) = Р(1)/0(2), где Р и О — взаимно простые 
многочлены. Докажите, что В(х) можно представить в виде 


Е(х) = А(х) + рэ Е 
ок 
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где ск — некоторые числа, А(х) — некоторый многочлен. 


10.37. Докажите, что представление рациональной функции в виде, 
указанном в задаче 10.36, единственно. 


10.11. Целозначные многочлены 


Многочлен р(1) называют целозначным, если он принимает целые 
значения при всех целых 1. 


10.38. Докажите, что многочлен 
(=) _ #(%-1...@&-Ё+0 


К К! 
целозначный. 

10.39. Пусть рк(х) — многочлен степени Ё, принимающий целые 
значения при т = пп +1...., п + Ё для некоторого целого числа п. 
Тогда, 

Рьк(т) = (+) ча (ва) че (о) +... с, 
где со,С1,..., ск —_ целые числа. 


10.12. Многочлены от нескольких пере- 


менных 
Многочлен от п переменных х1,..., Тл — это сумма мономов вида 
ара...» д ва ат, Степень монома — это число 1 +... -+ Ё.. Степень 


многочлена от нескольких переменных — это наибольшая степень (не- 
нулевого) монома. 

10.40. Докажите, что многочлен вида 12004у200 + | нельзя предста- 
вить в виде произведения многочленов от одного только ХХ и одного 
только у. 

10.41. а) Существуют ли многочлены Р = Р(5,4,2), 9 =0(1, 4,2) 
и В = В(х, у, 2) от переменных х, у, 2, удовлетворяющие тождеству 


(д—у+1)3Р+ (у-=-130+(2-25+138В=[ 
6) Тот же вопрос для тождества 
(т -у+1)3Р+ (у-2-1)30+(2-1+138=1. 


См. также задачу 16.10. 
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Решения 


10.1. Равенства (5+ 1)(5+2)(&+3) (+4) +1= 2‘ +1053 +...+25 и (2? + 
ах + 5)? = 1“ + 2а58+...+62 показывают, что подходящими кандидатами 
являются квадратные трёхчлены 12 + 51 5. Далее заметим, что (12 +5х + 
+5) -1= (22 +55 +4) (4? +55 +6) из? +55 +4 = (#+1(2+4), д? +55 + 
+6 = (х+2)(% +3). 

10.2. а) Поделим }(т) на 1 — а с остатком. В результате получим }(1) = 
= (1 -— а)9(х) + т, где г — некоторое число. Положим х = а. В результате 
получим }(а) = г. 

6) Непосредственно следует из а), поскольку }(то) = 0. 

10.3. Равенство авто + ана" +... + а150 + 40 = 0 после умножения 
на 4” запишется в виде апр” + ап_1р” 14+... + а1ра” "+ ао” = 0. Число 
ат” = — (аи—1р”"19+...+а1р4”`\ + а04”) делится на 4, причём по условию р 
и 4 не имеют общих делителей. Следовательно, а„ делится на 4. Число а04” = 
= — (а.р” + „104+... +а1ра”`") делится на р, причём р и 4 не имеют 
общих делителей. Следовательно, ао делится на р. 


10.4. Пусть х = /2+ УЗ. Тогда 2? = 5+ би (12 —5)? = 24, т.е. 2 —1052+ 
+1=0. 


10.5. Несложные вычисления показывают, что 
(92+ 53) = 5+ 3а, 
(92+ У3)8 = 133 + 30а + 98, 
(972+ 93)? = 2555 + 71а + 1358, 


где а = 6( 92+ 93) ив = $'36( $/4+ $9). Поэтому 52° — 1555 — 8753 —125 =0 
для г = У2+ 53. 


10.6. Пусть 51,..., Хх» — корни многочлена, 5” + ап” 1 ад”? + 
+..., где а = +1. Предположим, что все эти корни вещественны. Тогда 
+... +12 = а -2а,_2 =1-2 = 3, поскольку рассматриваемое чи- 
сло неотрицательно. Таким образом, а„_2 = —1. Далее, 22...12 = а? = 1. 


Согласно неравенству между средним арифметическим и средним геометри- 
ческим (21 +... + 22) п > 12...12, те. З/п > 1. Следовательно, п < 3, 
причём при п = 3 должно выполняться равенство д? = 42 = 43 = 1. Мно- 
гочлены (5 - 1)3 нам не подходят, поэтому при п = 3 остаются многочлены 
(1°—1)(#+1). Случаи п = Ти 2 легко разбираются. 


10.7. Число 18 нельзя представить в виде суммы чисел 5 и 7, поэтому 
коэффициент при 218 будет равен нулю. 

Число 17 представляется в виде суммы чисел 5 и 7 следующим образом: 
17 =7+5+ 5; с точностью до перестановки слагаемых это представление 


единственно. В одном из 20 выражений 1+5 +5’ мы должны выбрать 5", а 
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в двух из 19 оставшихся таких выражений мы должны выбрать 55. Поэтому 


19. 
коэффициент при д." равен 20. и = 3420. 


10.8. Запишем многочлен Р(т) в виде Р(х) = ( -— Пл” + (&+ 
ав — 1)27 1+ (2 Наш — Пл”... + (1+ 40 -1 +1. Эта запись 
показывает, что ©(2) = (а — 1) (+ т)” + (2+ (т + ат — 1)” +...+ 
+ (5+ (т-+а- 1)) +1. Здесь а» —12 0, а числа т + аи-1-1,..., +4 -1 
положительны. Поэтому после раскрытия скобок получаем многочлен с по- 
ложительными коэффициентами. 


10.9. Ответ: —1. Равенства д“ + 23 + 25 +е+1= (22 +1) (2? ++1и 
21? —1= (2-1(2? +5+1(23 +1(2+1(2“ — 12 +1) показывают, что 


+13 +25 +а+1= ры = 
— (@&- 03+‘ -т+у о 
212 —1 


28 — 17 — 26 +245 — 223 а? +а-Г 
1951 й 3 о 
Поэтому поделить многочлен 5 —1 наз +1” +25 +ф-+1 — это то же 
самое, что сначала поделить его на "2—1, а потом умножить нах —д'—29+ 
+ 255 — 223 На +е-1. Но 

1951 7 
т = 1939 1927 1915 19 т ты 
Е 2 -=Ш 


поэтому искомый коэффициент равен коэффициенту при Ив произведении 


7 
1939 19 7. РЕ 8 7_ 6 5 3 2 
( +... 2+2 + )@ х т +25 —-жЖ1-х +2-1. 
2: 

10.10. Числа ху, 12, хз составляют арифметическую прогрессию тогда и 
только тогда, когда 11 + хз = 52 (возможно, после перенумерации), т.е. х1 + 
+ 52 + гз = 3х2. Согласно теореме Виета, х1 + 52 + хз = —а. Таким образом, 
число 12 = —а/3 должно быть корнем данного многочлена. Эквивалентное 


словие таково: 2 а3 ы +е=0 
у 727 ве 


10.11. а) Пусть у = а? +а- 6. Требуется доказать, что (у— В)(у—7) = 0. 


По теореме Виета (у— В)(и—^7) = у? — (8+7) Ву = у? +ау— в. Вычислим 
а 
2 9 >. 3 — 
у“ +ау- —, подставив у = а”-+а-— 6 и воспользовавшись тем, что а” = 9а-—9, 
а 


9 
о" = 9а? — 9а и 25 =а” - 9а. 

6) Можно воспользоваться такими же рассуждениями, как и при решении 
задачи а). 

10.12. Пусть Р(2) = а.” +а,_11” 1 +...+а12+ао. Тогда Р(а) -Р(ь) = 
= ав (а” — 5") На (а +1) +...+а1(а-5). Поэтому достаточно прове- 
рить, что для любого натурального № число а —6* делится наа—6. Для этого 
можно воспользоваться тождеством а* —6* = (а—6) (а "+ а 1+... '). 
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10.13. Нет, не сушествует. Согласно задаче 10.12 разность Р(11)—Р(7) = 
= 2 должна делиться на 11 — 7 = 4. 


10.14. Если аи 6 — целые числа, причём а > 6, то число Р(а) — Р() 
делится на а —6 (задача, 10.12). Для любого целого числа т одно из чисел 
т-—п, т-—(п-+1), т- (п-2) делится на 3. Поэтому одно из чисел Р(т)-—Р(п), 
Р(т)-Р(п-+1, Р(т) - Р(п-+ 2) делится на 3. 

10.15. Пусть Р(5) = ао” + а15”"`"+...-+ ав, где числа ао, ал, ..., ав 
целые. Предположим, что Р(Ё) = р — простое число (здесь К — некоторое 
натуральное число). Многочлен Р(х) не может принимать одно и то же зна- 
чение более чем в п различных точках, поэтому можно выбрать натуральное 
число а так, что Р(Ё + ра) = р. С другой стороны, Р(Ё + ра) делится на р. 
Действительно, согласно задаче 10.12 разность Р(Ё + ра) — Р(Ё) делится на 
Е ра — К = ра. 


10.16. Ответ: Р(х) = 5? +1) (2? +#-1. 


Пусть Р(2) = 0(2) (2? +1) и Р(х) = У(т)(13 +1. Тогда 0(2)(т? + 


+1) - У(2) (43 +1) = 1 Чтобы найти такие многочлены 0 и \, нужно 
применить алгоритм Евклида к а = 23 +1иф=а? +1: 

а=де-+ т: (т =1-2), 

р = —жт: +72 (12 =2+1, 

т = —г2 + 2. 


Выражая последовательно т1 и г2 через а и 6, получаем: 
$ = —2(а — 65) { т2, 
а— 6 = -6— та+ 126+ 2. 
Таким образом, (х + Та + (-2? —-++1) = 2. Поэтому можно положить 
1. 1 

0(т) = —5 (7 +2-Пи\(2) = =" +2-1. 

10.17. Положим Р!(х) = Р(т), Р,(1) = Р(Р,_1(2)) при п > 2. Тогда 
а„ = Р»(ао) и вообше а„ = Р‚„-ь(ак) при 0 < Ё < п. Равенство а„ = Р,(0) 
показывает, что а„ — свободный член многочлена Р,, т.е. Р»„(5) = а + 
+ =О (т), где О, — многочлен с целыми коэффициентами. Таким образом, 
если т > п > 1 то НОД(ат, а.) = НОД(Ри_„(а), аи) = НОД(ат-п + 
Ч акОт—п (аъ), аъ) = НОД(ат—п, ат). Воспользовавшись результатом задачи 
4.11, получаем требуемое. 


10.18. Многочлен 5" —1 раскладывается на множители, степени которых 
равны 1, 2, 4и 8. Действительно, х18 —1 = [5 — 1) (21° +2 + 1), #—1= 
= (х—1)(2“ + 13 +12 +2 +1) а многочлен 5 + 15 + 1 раскладывается на 
множители степеней 2 и 8 (задача 5.6). Легко также проверить, что любое 
натуральное число К < 14 можно представить в виде ао + а1 -2-а2-4-+ аз: 8, 
где а = 0 или 1. 
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10.19. При п =0и 1 утверждение очевидно. При п = 2 можно поделить 
многочлен #"-+12+1 нах? +51: в результате получим &? —х +1. Разность 
многочленов 5213) -- 1743 +1 и" + 5” +1 делится на 1? + х +1, поскольку 
многочлены 22" +6 — 5” = 52" (18 —1) из"? — 1" = 1"(53 — 1) делятся на 
28 —1= (2-1 (2? +5+1). Поэтому многочлен д?"+3) + 1"+3 +1 делится на 


д? +х +1 тогда и только тогда, когда 2" + х” + 1 делится на 12 +%+1. 


10.20. а) Подставив х = 0, получим, что 4 делится на 5. Учитывая это 
и подставляя т = 1, получим, что а ++ си -а + Ь - с делятся на 5. 
Следовательно, 26 и 2а + 2с делятся на 5, а значит, 6 и а + с делятся на 5. 
Подставив х = 2, получим, что 4(2а + с) + 46 + 4 делится на 5. Значит, 2а + с 
делится на 5 иа = (2а+с)- (а+с) тоже делится на 5. Поэтому с тоже делится 
на 5. 

6) Подставив 5 = 0, получим, что е делится на 7. Учитывая это и подста- 
вляя х = +1, получим, что числа а + 6 с- 4 делятся на 7. Поэтому 2(а-+с) и 
2(6- 4) делятся на 7, а значит, а + сиб 4 делятся на 7. Подставляя х = +2 и 
учитывая, что е делится на 7, получаем, что числа 2(8а + 46 + 2с - 4) делятся 
на 7. Поэтому 4а {си 46+ 4 делятся на 7. Следовательно, За = (4а+с)- (а+с) 
делится на 7. Поэтому а делится на 7, а значит, с делится на 7. Аналогично 
доказывается, что ф и 4 делятся на 7. 


10.21. Многочлен {(5) делится на х — в, поэтому {(1) = 9(5) ( — 2). 
а а 


Пусть 9(5) = бод" х” 2+... 6, _1. Тогда ао = 60, а1 = 61 В. а2 = 
а 
=> Ра ера и-т Вы а = Бы: Число 65 целое. Равенство 
4 4 а 


4а1 = 981 — ро показывает, что число 461 целое. Равенство 9?а2 = 926 — ар 
показывает, что число 4762 целое и т.д. Таким образом, многочлен 4”`"9(х) 
имеет целые коэффициенты. 

Равенство 4” / (К) = 4” '9(Е)(ак—р) показывает, что число 4” }(Ё) делится 
на 4% — р. Числа 4” и 4К — р взаимно простые, поэтому число }(Ё) делится на 
а — Р- 

10.22. Предположим, что многочлен 352” + Ах” +2 делится на многочлен 
252" + Ах" +3. Тогда любой корень многочлена 242” + Аз” +3 является также 
корнем многочлена 312” + Ах” 2. Если 2; — корень многочлена 252" + Ах” -+ 


—А-УА? — 24 

+ 3, то х" = 09! Можно считать, что 57 = оти 42° = а2. 
—АЖУА? - 24 ю 

Пусть В1,2 = я корни квадратного трёхчлена 32? + Аф+2. 


Случай 1. А?-24> 0. 


В этом случае |о1| # |а2|, поэтому хт = В1 и 3 = 262. С одной стороны, 


[2:52| = %В:82| = \/2/3 < Гас другой стороны |5112| = 5/|а1а2| = 


= \/3/2 > 1. Приходим к противоречию. 
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Случай 2. 42—24 < 0. 


В этом случае |а1| = |@2| = \/З/2 и |61| = [82| = \/2/3. Поэтому, с одной 
стороны, |571| = Леа| = в > Гас другой стороны, [51| = \/|В1| = 
= 2%/2/3 < 1. Снова приходим к противоречию. 

10.23. Если х > 0из(х +1... (1 +п) = 1 то 

а 1 1 


(+1... (2+ 1.2... п! 


10.24. Пусть а — корень многочлена Р(5). Поделим Р(т) на х —а с остал- 
ком. В результате получим Р(5) = (5 —а)В(т) +5. При этом 6 = Р(а) = 0. 
Значит, многочлен Р(5) делится на г—а. Еслиа1,..., ат — корни многочлена 
Р(х), то он делится на (5 —а1)... (1 — ат), поэтому п 2 т. 

10.25. Многочлен Р(т) делится на (5 —а1)*1... (5 —ат)^" , поэтому №1 + 
+... + Аю < п. 


10.26. Перепишем данное уравнение в виде 


а1 а2 @т 
Е и 
т + 22 Че 2” 
а1 а2 ап 
При > 0 функция {(х) = те + 2 а в монотонно убывает, поэто- 


му она не может принимать значение 1 при двух различных положительных 
значениях т. 


10.27. Функция р (5) монотонно убывает от 2 до —2 на отрезке [-2,0] и 
монотонно возрастает от —2 до 2 на отрезке [0, 2]. Поэтому уравнение }1 (5) = 
= 5 имеет корень х! Е (-2, 0) и корень 12 = 2. Кроме того, уравнение }1 (х) = 
= 0 имеет два корня +51. Функция р(х) поочерёдно монотонно возрастает 
в пределах от —2 до 2 на следующих четырёх отрезках: [-2, —21|, [-21, 0], 
[0,21], [21,2]. Поэтому на каждом из этих отрезков по крайней мере одно 
решение имеет уравнение (1) = г и ровно одно решение имеет уравнение 
ЁР2(х) = 0. Значит, для функции }з3(х) получаем 23 интервалов монотонности 
и т.д. В результате получаем, что уравнение (5х) имеет по крайней мере 
2" решений. Но больше 2” решений оно не может иметь, потому что степень 
многочлена }»(х) равна 2”. 


10.28. Рассматриваемое произведение является многочленом Р(5), обла- 
дающим следующим свойством: Р(—х) = Р(х). 

10.29. Ответ: 6. Пусть д +23 +2 +227 +2 + 2243 = Р(т) (5-1 +. 
Положив х = 1, получим г = 6. 


10.30. Ответ: в выражении (1+5? —23)1090. Пусть Р(2) = (1-22+23) 1000 
и О(2) = (1+? — 13)100°. Коэффициент при 52° у многочлена Р(х) такой же, 
как у многочлена Р(—) = (1-17 — 23)1000, а у многочлена (2) такой же, 
как у многочлена О(—5) = (1+2? +23)1009. Ясно, что у многочлена (1+5? + 
+ 23)1000 коэффициент при 42° больше, чем у многочлена (1 — 4? — 23)1009. 
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Действительно, у первого многочлена член р2ох?0 равен сумме нескольких 
членов вида (52)" (23)", где 2 Зт = 20, а у второго многочлена член 420520 
равен сумме тех же самых членов, но со знаком (—1)”1”. Во втором случае 
встречаются члены со знаком минус, например, при т =2ип= 7. 

10.31. а) Пусть (х — а)(х -— 10) +1 = ($ +65\(< + с). Положив х = -& 
получим (6+ а)(6 + 10) = —1. Числа а и Ь пелые, поэтому числа 6 аи -{ 10 
тоже пелые. Число —1 представляется в виде произведения двух множителей 
двумя способами. Соответственно получаем два варианта: 1) 6410 =1и6+ 
+а = —1; 2) 6+10 = —1Тиф-а = 1. Поэтому а = 8 или а = 12. В первом случае 
(1—8)(1-—10)+1= (#—9)2, а во втором случае (5 — 12)(5— 10) +1= (#—11)2. 

6) Пусть 5(х—а)(х—5)(х—с)-+1= Р(х)0(2), где Р(т) и 0(х) — многочлены 
с целыми коэффициентами. Ясно, что Р(х) и О(х) — многочлены со старшим 
коэффициентом 1. При 1 = 0, х =а, т =фитх = с имеет место равенство 
Р(х)0(х) = 1, те. либо Р(х) =Ти О(х) = 1, либо Р(з) = Ти ((2) = 
= —1. В обоих случаях Р(5) — 0(1) = 0. Степень многочлена Р(х) — @(х) 
строго меньше четырёх, поэтому Р(5) = 0(2) для всех х. Таким образом, 
т(х—а)(2—5) (т —с) = Р?(2) -1= (Р(=) +1 (Р(2) -1). Поэтому Р(2) +1= 
= 2(5 -а) и Р(х) 1 = (1 -В)(х — с), те. т(х —- а) - (&-В(2 - с) = +2 
(мы не различаем решения, отличающиеся лишь перестановкой чисел а, 6, 
с). Следовательно, а = 6 +си 5 = =2. В результате получаем следующие 
наборы значений (а,6,с): (1,2,3), (—-1,-—2,-3), (1,-—2,-1), (2,-11). Им 
соответствуют следующие разложения многочлена х(5 — а)(х — 6) (5 — с) +1: 
(1?—3=+1)?, (1 +32+1), (12+#-1), (22-#-1). 

10.32. Единственность многочлена Р следует из того, что разность двух 
таких многочленов обращается в нуль в точках 411,...,Хи+1 и имеет при этом 
степень не выше п. Ясно также, что следующий многочлен обладает всеми 
требуемыми свойствами: 


п-1 


Р(г) = У в (%—т!)...($- 2-1) ($ -— №ь+1)...($ -— 0-1) = 
ри (ть — 21) ... (ть — Фь_1)(5ь — Фь-1) ... (ть — Фп-+1) 
п-1 (=) 
и о 
2 (таки (ть) 
где (5) = (1-11)... ($ — 5041). 
10.33. Пусть Р(5) — интерполяционный многочлен Лагранжа степени 
< п, принимающий значения х” при 5 = 0,1,2,...,п. Тогда 


ыы т 2(2-—1)...&-+1(&-Е-...(#-п) 
Ри) => ТАИТ АУТ С 


к=0 
Коэффициент при 5” у этого многочлена равен 
т 


И а И, 


Е=0 в=0 
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С другой стороны, если т < п, то Р(5) = х”. Поэтому > У | =0 
(-0” п ь 
= п врут — 


10.34. Пусть Р(® = ори рой? +.. рот! — интерполяционный 
многочлен Лагранжа, принимающий значение 1 при { = а; и значение 0 при 
+ =а;, где 7 =. Умножим данные уравнения на роз, р, ..., Ри-—1л и СЛОЖИМ 
их. В результате получим Р(а1)х1 +... - Р; (ав) ть = розо +... + Ри-1бъ-1, 
т.е. 24 = робо+...ЕРи-—16и-—1. Единственность решения доказана. Остаётся 
проверить, что так мы действительно получаем решение, т.е. 


т т 
У` аб ровво +... + У` а ри —1бь 1 = 6% 
9=1 9—1 
при =0,1,..., п-1. Для этого достаточно доказать, что >, ®Р(=Е 
при указанных К. Но это очевидно: при Ё < п-1 выражение >| а^Р. (Е) _# 
представляет собой многочлен степени не выше п — 1, обращающийся в нуль 
при =а1, ..., ам. 


10.35. Должны выполняться следующие равенства: 


Г(а1) = Л(то) + (21 — 20) 1(т0;21), 

1 (12) = 1(то) + (22 — о) (хо; т) + (22 — 50)(12 — 21) (20; 21; 22) 
и т.д. Из этих равенств немедленно получаем выражения для [(50;х1), 
(хо; х1; 12) ит.д. 

10.36. Поделив Р на О с остатком, можно перейти к дроби 5/(), где 
степень 5 меньше степени ©. Пусть @ = ©9102, где О1 и @2 — взаимно 
простые многочлены. Тогда можно выбрать многочлены а(х) и 6(х) так, что 
а(х)О1(х) + 6(х)02(х) = 1. Поэтому 

5 _ 459: +59092 _ а5 55 
9192 9192 9? её ©1` 
В полученных дробях нужно снова поделить с остатком числитель на знаме- 
натель и т.д. После нескольких таких операций придём к сумме многочлена 
А(т) и нескольких дробей вида р(х)/(1 — а)", где р(х) — многочлен степени 
меньше п. Остаётся записать многочлен р(т) в виде 


р(2) = (&-а)" '+6(х а)" +... +. 


10.37. Для данного а; выберем наибольшее А, для которого встречает- 


ся дробь то Св = 0. Покажем, что число ск определено однозначно. 


Ск 
(1-—а:) 
Действительно, после умножения на (5 — а: )* получаем равенство вида 

В(т) (2 — а)" = свь + (2 — м) (т), (1) 
где /(5) — рациональная функция, в знаменателе которой нет множителей 
х — аа, т.е. значение }(а:) определено. Подставив в равенство (1) х = аи, 
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получим, что с равно значению рациональной функции Ю(т)(х — аё)* при 
-а:. 


Ск 
Аналогично, рассмотрев В(х) — - 


найдём срур1 ит.д. 
(та: =’ д к —1 д 


10.38. При А = 1 это очевидно. Предположим теперь, что многочлен и 


целозначный. Легко проверить, что 


а: 


Следовательно, при всех целых т, п разность 


в И пы 


м 0 
является целым числом. Остаётся заметить, что ( И = 0. 


10.39. Индукцией по К легко доказать, что любой многочлен рь(х) степе- 
ни К можно представить в виде 


Ия х Ия 
рь(т) = со (+) +1 зы 8 


где со,с1,..., ск — некоторые числа. Действительно, 
(-ь (5 (5-6) 
0 ПА 22 А к 
т 
Поэтому если рь(х) = аз" +..., то многочлен рк(5) — а®!() имеет степень 


не выше А -— 1, и к нему можно применить предположение индукции. Таким 
образом, нужно лишь доказать, что числа со, с1,...,ск целые. Докажем это 
индукцией по к. База индукции: К = 0. По условию многочлен ро(х) = со 
принимает целое значение при 5 = п, поэтому число со целое. Предположим 
теперь, что требуемое утверждение доказано для многочленов степени не 
выше К. Пусть многочлен 


х 
+... св 
Е+ ‚) + 
принимает целые значения при х = пп -+1,..., п + К -+ 1. Рассмотрим мно- 
гочлен 


Рк++(т) = о 


Дрь+1(5) = ра (& +1) — рь+1 (2) = < (+) +а(,°:) +... с. 


Он принимает целые значения при х = пп +1...., п-+ Е. Поэтому числа 
с0,с1,...,Ск Целые, а значит, число 
ска = ры (п) — с р с1 [а с ) 
вт = Рк+1 (п) — со — —...— < 
ь ь +1 к ь 


тоже целое. 
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10.40. Предположим, что существуют многочлены { (1) = аох” Над" "+ 


+... На и 9(у) = ву" +Ну”-1+...+5, для которых {(2)9(у) = 2200209 + 


+1. Положив х = 0, получим а»9(у) = 1, т.е. 9(у) = 1/а» при всех у. Положив 


у = 0, аналогично получим, что }(5) = 1/6. при всех х. Таким образом, 

Е ()9(у) = И константа, а функция 1200200 +1, очевидно, не является 
апт 

константой. 


10.41. а) Система уравнений х —-у+1= 0, у-2-1=0, 2- Ж+ 
+1 = 0 имеет решение (х,у,2) = (1,2,1). При таких значениях переменных 
левая часть рассматриваемого выражения обращается в нуль. Поэтому таких 
многочленов Р, (), В не сушествует. 

6) Пусть { = х-У+1, 9=у-—2—1, В = 2—х-+1. Тогда }-9-№ = 1, поэтому 
(1-9 В)7 = 1. Выражение в левой части этого равенства представляет собой 
сумму слагаемых вида Пе дрво, где а 6 - с = 7; в частности, одно из чисел а, 6, 
с не меньше 3. Сгруппируем те слагаемые, для которых а > 3. В результате 
получим выражение вида {3Р. Среди оставшихся слагаемых сгруппируем те, 
для которых 6 > 3. Получим выражение вида 930. Для оставшихся слагаемых 
с > 3, т.е. их сумма имеет вид АВ. В результате мы получили требуемое 
тождество /3Р + 930 +1Е=1. 


Глава 11. 


Тригонометрия 


11.1. Неравенства и сравнение чисел 


11.1. Докажите, что зша < а < ва для0 <а < т/2. 
11.2. Докажите, что если 0 < а, < а2<...<а„ <п/2ип>2, то 
эш а +... + зш ой 


$5 а М——щ 
ВО со ат +... + с08 @ъ 


< вом. 
11.3. Сравните числа %5 55° и 1,4. 
11.4. Докажите, что если 0 < а, < л/4, то 


Иво < в" 8 < Жачий. 


11.5. Докажите, что сумма 
с03 325 - аз1 соз 315 + азо со$ 305 +... + а1 созт 
принимает как положительные, так и отрицательные значения. 
11.6. Докажите, что если для любого угла ф выполняется неравен- 
ство 
а1 со8ф + а2 с082ф-... Нап с08пф > —1, 
то а1 + а2-+... + а < п. 


11.7. Докажите, что если а и В — острые углы и а < 8, то 
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11.8. Пусть А — произвольный угол, В и С — острые углы. Всегда 
ли существует такой угол Х, что 


зш Взш С 


В, = 1- соз Асоз Всоз С” 


11.2. Тригонометрические тождества 


11.9. Упростите выражение 


52 20° + 15 40° + УЗ18 20° 15 40°. 


11.10. Докажите, что 


1 1 1 1 
агс{ з + агсё 5 + агсёе 7 + агсёе в = г 


11.11. Докажите, что 


1 1 
4 агсё 5 агсё с 539; = 


ЧЕ 


11.12. Найдите соотношение между 


агсзш соз агсзш т и агссоз зш агссо$ х. 


11.3. Уравнения 


11.13. Решите уравнение 


3— 7с05? тзшх — Зэщ3 д = 0. 


11.14. Решите уравнение 


1+5 


Пет =1+ 31025. 
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11.15. Найдите все действительные решения уравнения 


1? + 2тэщ (59) +1=0. 


11.16. Решите уравнение 


Зяш фсозф + Азтф + Ззш? ф = 4+ созф. 


11.17. Сколько корней имеет уравнение зш 5 = 1007 
11.4. Суммы синусов и косинусов, связан- 
ные с правильными многоугольни- 
ками 
При решении задач этого параграфа, полезна, следующая геометри- 
ческая задама.. 


11.18. Докажите, что сумма векторов, идущих из центра правиль- 
ного многоугольника в его вершины, равна нулевому вектору. 


11.19. Докажите следующие равенства: 


2 4 2(п-—1 
а) а 

п п п 

4 —1 

6) о 

п п п 

: Е 4 : 2(п-—1 

в) эта + т (а + =") +5 (а + 5") +... +58 (+в и) = 0. 


11.20. Докажите следующие равенства: 
а) соз36° — соз 72° = 1/2; 


2 3 1 
6) соз с08 7 + 00$ > = = 


т 2° 


т 


7 


11.21. Докажите, что 
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11.5. Вычисление сумм и произведений 


11.22. Докажите, что если а + В + 7 = 0, то 


| : : а. : 
эш а + зш В + зщ = —4зт уз Е зш о. 
11.23. Докажите, что если зш а = 0, то 
зш 27-1 
с0$ @ с08 29 с08 аи... 08 2Па = 
27-1 зщ а 


11.24. Докажите, что: 


а) соз 2 сов 4 сов 87 = 1, 
7 7 А 
6) а. 
9 9 9—8 


11.25. а) Докажите, что с а — ва = 22а. 
6) Докажите, что 


а +22а +445 4а +... +2745 2па = сара — 2711 ар 271. 


11.26. Докажите, что 

1 1 1 $5 па — ва 
и... 
с08 © с08 2% — ©0829 с08 За с03(п — 1) а с0$ па зш а 


11.27. Докажите, что 


11.28. Докажите, что 


. па. (в+Па 
. Г И =: 
а) зп а + эт 2а + зш3За +... + зшпа = 
эш > 
2 
. (2®-+1а 
РР 1 
6) с08 © + с08 2а + с0з За +... + совпа = — аъ. 
5ш = 
2 


11.29. Докажите, что со а + с0з(а + 5) + соз(а + 25) +... + соз(а + 


= (4+ (+1) -= (5) 


+15) = —т 
23ш ры 
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11.6. Выражения для созпф и т.п. 


11.30. а) Докажите, что созпф = Т»(созф) и зш(п + Шо = 
= О» (соз ф) зшф, где Ть и И» — многочлены степени п. 

6) Докажите, что зш(2 +1)ф = зшфР,(эш? ф), где Рь — многочлен 
степени К. 

11.31. Докажите, что 


р ) (5 — в? т ) 
2+1 У ры" 


а 2 т) 
‚(ви ф 3 т). 


зн(2А-+Ш _,_ , (5 ЕН 
ше — = (—4)”° [зп ф-— эп 


11.7. Вспомогательные тригонометриче- 
ские функции 


11.32. Решите систему уравнений 


2% +22у = уч, 
жЖ-42 = 4, 
22-22% = т. 


11.33. Решите систему уравнений 


(+) =4 (+1) = 5+) 


ху ух = 


11.34. а) Пусть 11, ..., Хи — попарно различные положительные 
числа, п > 3. Докажите, что среди них можно выбрать два числа т; и 
х,, для которых 

ФТ: — т; п 
а 

6) Пусть 11, ..., х. — попарно различные числа, п > 3. Докажите, 

что среди них можно выбрать два числа т; и т;, для которых 
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11.35. Докажите, что для любого положительного числа 1 и любого 
натурального числа п имеет место неравенство 
х х 


п 
ЕЕ Е о: 


в 12+ 42 


Е 
1+2 


11.8. Тригонометрические многочлены 


Тригонометрическим многочленом п-й степени называют функцию 
{(Ф) = в -+а созф-+ а> соз2ф-+ аз соз3Зф-+... Нат со пф, где ао, @1, ..., 
а’ — некоторые числа, причём ав, = 0. 


11.36. Докажите, что для любого тригонометрического многочлена, 
{(Ф) = в-а! созф+...-+ ат соз пф существует многочлен Р(1) степени 
п со старшим коэффициентом 2"1аи, для которого Р(созф) = ($). 
И наоборот, любому многочлену соответствует тригонометрический 
многочлен. 


11.37. Пусть } — тригонометрический многочлен степени п со 
старшим коэффициентом аш. 


1 2%—1 ии тт 
а) Докажите, что — Но (-0" (=) = а». 


6) Докажите, что |} ("=") |> ав | для некоторого целого числа т. 


п—1 


11.38. Докажите, что если Р(5) = 1" + ая" "+... + а0, то 


1 
1Р (50) | > тг Для некоторого 2о, где —1 < < 1. 


11.39. Пусть 0 < в < а! <... < ав. Докажите, что тригонометри- 
ческий многочлен }(ф) = ао + а1 созф-+... + ап созпф имеет на отрезке 
[0, л] ровно ® корней. 


Решения 


11.1. Пусть О — центр окружности радиуса 1, А и В — точки этой 
окружности, для которых ХАОВ = а. Рассмотрим также точку С, в которой 
касательная к окружности в точке В пересекает луч ОА. Пусть блдов — 
площадь треугольника АОВ, 5 — площадь сектора, высекаемого радиусами 
АО и ОВ, 5вос — плошадь треуголеника ВОС. Тогда блов < © < 5вос. 


а 
Но блов = ша, 5 = 5а и бвос = 55а. 
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11.2. Прежде всего заметим, что 45а! < 45 а2. Поэтому согласно зада- 
че 8.24 


эт ол -+ эт а2 
фа < < ща < щаз. 
с08 ал + с08 а2 


Ещё раз воспользовавшись задачей 8.24, получим 


эт а1 + зш а2 + зшаз 
фа < и < оз 
с08 ол + с08 а2 + с0$ аз 


ит.д. 
11.3. Ясно, что 
е 45° -{ $5 10° 1+ $5 10° 
— 2.45542 10° 14109. 
1-88 10° _ 2 7 


5 3 _1 = 
Далее, 4510 = 15 > -5 > то ‚ Поэтому 1 10 1 1> Ее 
= 1,4. 


11.4. Из формулы для тангенса разности двух углов следует, что 


4#55° = 48(45° + 10°) = 


а-+ 8 ав а-+ 8 
ва-ш ет А 7. = (1+ чаш" й), 


42 В в И и о 


Поэтому ва + #8 -— аа Р = [И +Р (ка +48) > 0 при 
0О<а,В < т/2. 
Ясно, что 
а- В эт? +В эт а зш 6 
в 2 твое = а - В с0$ а соз В = 


с052 


2 
_ 1- с08(а+ В)  этазт 8 


— 1+ со8(а + 8)  созасоз В’ 


После приведения этих дробей к общему знаменателю, получим дробь, чи- 
слитель которой равен с03(а + В) (1 + соз(а — 8)) > 0 при 0 <а,В < п/4. 
Знаменатель дроби при таких с, В положителен. 


11.5. Предположим, что сумма 
со; 325 + аз1 с08 315 + азо соз 305 +... + а1 сот 


принимает только положительные значения при всех $. Заменив х нах + п, 
получим, что выражение 


с08 325 — аз1 с0$ 315 + азо соз 305% —... + а2 с08 2х — а1 с08х 


принимает положительные значения при всех х. Сложив эти выражения, по- 
лучим, что сумма 


с08 325 + азо соз 305 +... + ал соз 4х + а2 соз 2х 
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Рис. 11.1. 


принимает положительные значения при всех 5. Затем повторим те же самые 
рассуждения, последовательно заменяя х на т + — + ы + — + : 
В результате получим, что соз 325% принимает положительные значения при 
всех х. Но при х =т/32 выражение соз32х принимает значение —1. Получено 
противоречие. 


11.6. Согласно задаче 11.29 соз фь + соз2фь +... + соз пфь = —1 для фь = 


2Кп 
= Е где К =1,2,..., в. Поэтому, сложив п неравенств 
п 


ал с08 фк + а2<082фк +... Нап с08 пфь > —1, 


получим —а1 —а2-... -@ 2 —П. 


11.7. Возьмём на окружности радиуса 1 с центром О точки К, Аи В так, 
что Х/АОК =аи [ВОК = В (рис. 11.1). Опустим из точки А перпендикуляр 
АН на прямую ОК. Пусть С — точка пересечения этого перпендикуляра и 
прямой ОВ. Сравнение площадей сектора ОАВ и треугольника ОАС' пока- 
зывает, что (В — а) < ОН: (15 В — ва). Сравнение плошадей сектора ОАК 
и треугольника ОАН показывает, что ах > ОН - 45а. Из двух полученных 
неравенств следует, что 


— $589 —% $ 
В ВЕ 


а 45а а а’ 

11.8. Ответ: да, всегда. По условию созВсозС > 0. Кроме то- 
го, эт ВзшС + созВсозС = соз(В - С) < Ти с03А < 1. Поэтому 
зш Взш С <1- соз ВсозС <1- соз А соз В созС и 

эш Взш С 
0 < 


1 с0з Асоз В сов С“ 
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11.9. Покажем, что $#20° + 1240° + 348 20° 45 40° = УЗ, т.е. УЗ = 
_ %820° + 45 40° 


ь $5 20° + 48408 
= . Действительно, ЕЕ 65 60° = УЗ. 
1 — 42209 45 40° 1 — 12205 45 40° 
$ $ 
11.10. Применяя формулу &5(х + у) = ЕЕ: получаем 
1—4 у 
1 1 
$ (ас ке =) = ЗБ 2. 
5 53 55 ее 11 о 7? 
15 
4 1 
$ (агс Л + загс Л + агсь =) = тт ый 
5 53 55 5; = РЕ - = о’ 
49 
71 
$ (атс Л + агсь Ао вто =) = эт 8 =1 
5 53 55 57 53 -е = А: 
72 


Каждый из рассматриваемых арктангенсов меньше л/4, поэтому их сум- 
ма меньше л. Если угол заключён между 0 ит и его тангенс равен 1, то этот 
угол равен т /4. 


1. 
11.11. Пусть %еф = г Дважды воспользовавшись равенством &4#2ф = 


2% 5 120 
= о получим сначала 4#2ф = 15 а затем 424ф = 9’ Поэтому 
1 120 
5 (4 атс =) Аа ЗнаНих, 
120 1 


. Ао по 958. ЭВ. 
42 (дагсев 5 — 2105 55) = 1: 20 т = 28561 — . 


119 239 
й 5 . п 
11.12. Ответ: агсзш с0$ агсзш 5 + агссоз эт агссоз х = 5: 
Пусть агсзш соз агсзш х = а и агссоз зш агссоз д = В. Тогда 0 < а, В < т/2. 
ь р п : п 
Действительно, 0 < созагсзшх < 1, поскольку 5 < асзшх < Ра и 
0 < эт агссозх < 1, поскольку 0 < агссозх < п. Далее, зш а = соз агсзш х, 


: п . . 
поэтому агсзш х = = (5 = а) из Е (5 — а) | = + с0$ а; соз В = эш агссоз х, 
ь 


по ой с 
поэтому агссовх = 5 + Вит = со Я В] = зщ 8. Из того, что соза = 
п 


= эп 8(= + <), следует, что а + В = -. 


11.13. Ответ: д = 5 +21 их = (-10* 6 + Ел. 
Положим # = зшх. Учитывая, что с03?х = 1- Р, получаем уравнение 
443 7+3 = 0. Это уравнение имеет корни НЙ = 1 = ив =-- 


2 2° 
Последний корень нам не подходит. 


142 Глава 11. Тригонометрия 


11.14. Ответ: х = 1+ их = лм. 


: 24 
Положим $ = 4 т. Учитывая, что зш 2х5 = тв получаем уравнение 


1-8 д 
рее 
1-8 не 
т.е. 2(1 +8 Р = 0 (по условию 1 # 1). Это уравнение имеет корни Н = -1и 


#2 =0. 
11.15. Ответ: х = +1 у= + т. 


Если мы рассмотрим данное уравнение как квадратное уравнение отно- 
сительно 1, то его дискриминант будет равен 4 (31? (ху) — т): Дискриминант 


должен быть неотрицательным, поэтому эт? (29) > 1, т.е. эщ(ху) = +1. Ре- 
шения уравнения 5? 2х +1 = 0 имеют вид х = 1. Далее, если эщ(-Ру) = 1, 
то зшу = -—1. 


11.16. Положим х = зшфиу = созф. Рассматриваемое уравнение экви- 
валентно системе уравнений 


Зу + 4х + Зи? -у-4=0, 2 +у’=1. 
При условии 5? + у? = 1 первое уравнение эквивалентно уравнению 
Зху + 4х + Зи’ -у-4А+ (а +’ -1=0. 


Подберём Л так, чтобы левую часть можно было представить в виде произ- 
ведения двух линейных множителей. Согласно задаче 5.25 для этого необхо- 
димо, чтобы выполнялось равенство 
3 1. 1 9 
^^ +3)(-4- №) +2.5. (--) =4(^ +3) +1^+1(-4- Л. 

Несложно проверить, что это уравнение имеет корень А = —3. 

Чтобы получить разложение выражения Зху — 35? + 4х —у- 1, прежде 
всего заметим, что Зху — 35° = 3х(у — 2). Далее, 


(35 На)(у-х-+5) = Зау - 327 + (36 — а) + ау + а. 


Поэтому нужно положить а = —-Тиф = 1. В итоге получаем, что исходное 
уравнение эквивалентно уравнению 


(Ззшф - 1) (созф —-зшф+1) =0. 


11.17. Ответ: 63. Прежде всего отметим, что число положительных кор- 
ней равно числу отрицательных корней, а ещё есть корень 0. Поэтому доста- 
точно убедиться, что число положительных корней равно 31. Если зш 5 = 00? 
то || = 100] зп | < 100. Рассмотрим графики функций у = 52/100 иу = зшх. 
Участок оси Ох от 0 до 100 содержит 15 отрезков длиной 2л и один отре- 
зок длиной меньше 2л. Рассматривая указанные графики, легко убедиться, 
что на первом отрезке длиной 2л есть один корень данного уравнения, а на 
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каждом из остальных 14 отрезков длиной 2л есть два корня. Вычисления 
показывают, что длина последнего отрезка больше п, поэтому на нём тоже 
есть два корня. Всего получаем 31 положительный корень. 


11.18. Сумма векторов, идущих из центра правильного п-угольника в 
его вершины, переходит в себя при повороте на угол 2” /п. А единственный 
вектор, который переходит в себя при повороте на угол 2л/%, — это нулевой 
вектор. 


11.19. Возьмём правильный п-угольник, вписанный в окружность ради- 
уса 1 с центром в начале координат. Повернём его так, чтобы одна его вер- 
шина попала в точку (1,0). Рассмотрев проекции суммы векторов, идущих 
из центра правильного п-угольника в его вершины, на оси х и у, получим 
равенства а) и 6); нужно только учесть, что т 0 = 0 и соз0 = 1. Если же 
этот п-угольник повернуль на угол а, то получим равенство в). 


2 4. 6 8 
11.20. Согласно задаче 11.19 6) соз = + с08 = + с08 > + со8 > =1. При 
8 и. 4 
этом со8 =. = с08 = = с08 72° и с08 ео = с08 -5 = — с0336°. 


6) Возьмём правильный 7-угольник с центром в начале координат, одна 
из вершин которого расположена в точке (—1,0). Рассмотрев проекцию на 
ось х суммы векторов, идущих из начала координат в вершины 7-угольника, 
получим требуемое. 


11.21. При п = 2т + 1 сумма из задачи 11.19 6) состоит из чётного числа 


2Кп 2(п — К)т 
слагаемых. Эти слагаемые разбиваются на пары соз —— = с08 =. 
п п 


11.22. Нужно доказать, что 


а В 


: : : са. : 
чша +518 — ща +8) = 45т аш 5ш - 


Заменим в левой части эш(с + В) на эш с соз В + эш В соз <. Далее, 


В . @а-+8В 


. а. а. ._ а : а 
Азш — эш — эп = 4 эт — эт В 51 — ©0905 В + эт В с05 = 
2 2 2 2 2 2 2 2 


2 
= 2” о В + 25 ша = 
= (1 — соза) зш В + (1 — соз В) за. 


12 
11.23. Прежде всего заметим, что соз а = В Поэтому с0з а с082а = 
эт а 
эт 2а со82а эт 44 
== ит.д. 
2 эта А зш а 
11.24. а) Применим формулу из задачи 11.23 для п = 2иа = 9м/7. 
В результате получим, что требуемое произведение равно Ра 
резу. У , ребу р д р 8эш(2л /7)` 


зт(16т /7) = эщ(2” /7). 
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6) Решается аналогично а). Нужно лишь заметить, что эщ(16^/9) = 
= — щ(2” /9). 


т 2 ый 
с05 & Эш а с057 а — шт а с08 2а 
11.25. а) Ясно, что — — - =- = 24 2а. 
вш а с05 @ со аш а ; 
5 эш2а 


6) Согласно задаче а) 


{ва = ва - 20652а, 
2452а = 2с452а — 4 сё в 4а, 


27 2та = 27 св 2" а — 271 ср 2" То, 


Сложив эти равенства, получим требуемое. 


эш(к + 1)а эш Ка 
11.26. 1 — = 
Ясно, что 4(Ё + Па $5 Ка ЕТ т 
`. эт ((К + 1)а — Ка) _ зша п 
— созка со8( + 1)а — соз Ка соз(Ё + 1)а` о 
эта эта эта 
И = — 45а. 
со; @с082а — с082а сов За р со; (п — 1) а соз па в во 
11.27. Докажем сначала, что 
т 21. 4п . 207 р п . 2п о пп (1) 


Ш ——...5Ш = яп эп аш ——. 
21 -+1 21-1 21-1 21 -+1 21 +1 1-1 


Разберём отдельно случаи чётного и нечётного п. Если п = 2К, то нужно вос- 
. (+2 .  2Кп ‚ (2к+4т . к-т 
пользоваться тем, что зш ^^ = зщ ‚ зш = эп } 
21 -+1 21-1 21-1 21 +1 


. После сокращения этих равных множителей оста- 


р п 
., ЭТ = зщ 
21-1 21 +1 Е 
ётся произведение одинаковых множителей. Если п = 2 +1, то нужно 
. (2ю-+2)х . (2к+Илх . (4к+2)п 
воспользоваться тем, что зш -——_—— = о, ..., и = 
21 -+1 21 -+1 21 -+1 


= т . 
21-1 


Заменим в левой части равенства (1) каждый множитель эш2а на 


п : 2п с пт 
эт ... Ш 7 0 полу- 
21 -+1 21-1 21-1 


2 с0; азш а. После сокращения на эт 


чим требуемое. 


11.28. а) Пусть 5 — искомая сумма синусов. Воспользовавшись тожде- 
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ством 2 зш хэш у = с08(х — 9) — с03(х + у), получим 


а . ._ а . ._ а . а 
25зш > = 2ящазш > + 25 2?азш >. +... + 2щ пазш > = 


= (сз ы с05 =") + (ссз ть с05 =) + 
= 2 2 2 2 т 
п — та В 1 
Е а 
2 
= с0$ ы с08 ЕН 
= 2 2 
Е —*. т 
Затем воспользуемся тождеством с0$ 5 — созу = 2 эт у Эш и . В резуль- 


._ @ ‚ па. (п+Па 
тате получим 25 эт 5 — 2эш -2 Ш В, 
6) Пусть 5 — искомая сумма косинусов. Воспользовавшись тождеством 


2 соз г зш у = эщ(х + у) — эщ(х — у), получим 


а „а ._ а а 
25зш > = 203 азш > + 2603 2азш > +... +2008 пазш > = 


. За Е: . ба . За 
= (в -вш 5) + (41-5) +... 


2 2 2 
. (2 1 . 21 —1 
ин та _ вы "Ша. - 
2 2 
(2% + Па . а 
и б5шШ-. 
2 2 


11.29. Сложим тождества, 
| 1 : 1 У: 
эт (а + (* + 5) г) — эщ (^ + (® _ 5) г) = 2 зщ 52 с0(а + Ах) 
для К =0,1,2,..., п. В результате получим требуемое. 

11.30. а) Ясно, что (5х) = 1, 01(5) = 2 и Т(5) = т. Кроме того, 

формулы 

эш(п + Т)ф = зш пф созф + созпф эш ф, 

соз(п + 1)ф = созпф созф — зш пфэшф 
показывают, что (,(1) = 20,_1(2) + Т»,(т) и Та() = 
= #Т» (2) — И,-1(5)(1 — °). 

6) Используя полученные рекуррентные соотношения, легко проверить, 
что Ток 1(2) = хак(2^), Тэк(х) = 6%(2?), Ирка (2) = хсь(22), Оль (х) = 4% (2^), 
где ак, бк, ск, ак — многочлены степени К. Поэтому О2к (с05 5) = 4к(соз? 2) = 
= 4% (1 — эт? 2) = Р, (эт? 2). 

811(28 + 1)ф 


11.31. Согласно задаче 11.30 6) - 
зшф 


= Р, (1? ф), где Р, — мно- 


гочлен степени К. Далее, если ф = ‚ то эщ(2Ё + 1)ф = 0. поэтому 


[п 
26 +1 


2п кл 
р => ( о ) ( ш? ры — вш? 
®(х) зп Е т— эп НИ т— эп кет 
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где А — некоторое число. Чтобы вычислить А, положим х = 0. Ясно, что 


ь 11 (2 1 
Р(0) = Широ а = 2% +1. Кроме того, согласно задаче 23.7 в) 
эшф 
2 п 2 2 д.2 КП _ 2+1 


эт эт ... Ш — 
2+1 2-1 2+1 4 


Значит, А = (—4)*. 


11.32. Первое уравнение можно переписать в виде у = (ясно, что 


< 
1-22 
х = 1. Пусть х =. Тогда у = 452. Аналогично 2 = {#4ф их = 4580. 
Таким образом, 46 8ф = &#ф. Поэтому 


582 6Ф _ РПФ _ 


$#7ф = — 
ВР Тары 1+? 


т.е. 7р = Кп, где К — целое число. Наоборот, если 7ф = Кп, то 4#8ф = 


= {Еф имы получаем решение данной системы уравнений. Всего получаем 7 
ы п бп 
различных решений, соответствующих углам ф = 0, И 
х у д 
11.33. Равенства, >х = т = >` показывают, что числа, 
3(1+ 22) 4(1+ у?) 5(14 22) 
х, у, 2 имеют одинаковые знаки, причём если (т,у,2) — решение системы, 
то (—х, —у, —2) — тоже решение. Поэтому достаточно найти положительные 


решения. 


3. 


1 
В — 
оспользуемся тем, что $5 ф + т на 
ключённые между 0 и т, так, что %5 (а/2) = т, &#(В/2) = уч, 45 (9/2) = &. 


Тогда, 


. Выберем углы а, В, ^у, за 


эта _ этВ  зшу 


3 4 5 
1 х+у я а-+ В 
и - = Т.е. $4 = $ . Если 0 а то равенство 
Е 85 =— < а, 8,7 < т, тор 
$5 (5 — 7) = {5 а выполняется лишь в том случае, когда 5 = 7 в - 2. 


т.е. а + В+ 7 = т. Таким образом, а, В и 77 — углы треугольника, стороны 
. а п 
которого относятся как 3 : 4 : 5. Значит, зш а = 5 зш В = к: Поэтому 
а 1 В 


т ° 
$ = 3} $5 тои 2 = 1 (можно воспользоваться, например, формулой 


+ а _ 1 | 1 
85 — вша 512 а : 
ет т 1 
Ответ: (+51) и ( а 5 т 
т; 


11.34. а) Положим х; = 4 фь, где 0 < ф: < т/2. Тогда ———^ = 
1+ 1:5; 


= (ф;—ф;). Будем считаль, что х: <... < ть. Тогда числа ф2 —ф1, Фз— 92, 
..) Фь — Фи, положительны и их сумма меньше п /2. Значит, среди них есть 
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положительное число, меньшее Е Соответствующая ему пара чисел хх; 
и т; обладает требуемым свойством. 

6) Положим 1; = &# фь, где —п/2 < ф; < п/2. Тогда т =6#(ф-Ф). 
Будем считать, что 5! <... < ть. Тогда числа ф2—$1, 93—492,..., Фи —Фп-1, 


п + ф: — фи» положительны и их сумма равна п. Значит, среди них есть по- 
ложительное число, не превосходящее п/п. Соответствующая ему пара чисел 
х; и х; обладает требуемым свойством. 


11.35. Выберем на оси Ох точку А = (1,0), а на оси Оу выберем 
точки Вь = (0,К), К = 0, 1 ...Рассмотрим треугольник Вьк—АВЬь. 
Пусть ф = ИВ АВь, ЕЁ = 1, 2,...Вычислив площадь треугольника, 

1 1 2 
Вь_1АВь двумя способами, получим = 5Вь-—1А .- АВьзш фк, т.е. х = 
= \/(& - 1)2 +22\УЁ? + х? (чп фь). Поэтому 
х х 


эш фк = 


А > | 
УЕ- 12+ 22 У {2 о +? 


Учитывая, что фк < зшфь, получаем 
м... + < 1/2. 


11.36. Согласно определению многочлена Чебышёва созиф = Т»(соз ф), 
причём Т»(х) = 2" 15" +.... Поэтому }(ф) = ао +а1Ти(=) + а2Т»(х) +... + 
+ а» Т»(х), где х = созф. 

Наоборот, пусть задан многочлен Р(5) = % +615-+... +1”. Равенства 
с08ф = с08ф, 6082ф = 2605? ф-—1, с0з3Зф = 4605 ф — 3с08ф, ... позволяют 


орк < фь. Остаётся заметить, что 
Ия 


И 1 
получить выражения созф = созф, с08? ф = 5(с0з 2Ф+1), 088 ф= 1(с0з ЗФ 
+3 с0$ ф), ... Если при этом в выражении для с03” ф встречается выражение 
с05* ф, где К < т, то мы записываем для с03® ф то выражение, которое уже 


было получено ранее. Так мы получим выражения 


т 


1 
08 ф= т С05тф + в1 со8(т — ф-+... + ст—1с08ф + ст. 


2т 


Заменив в многочлене Р(5) каждый моном 5” на 


т. 
5т-т 608 7 + с1с08(т —1)Ф+... Е ст-1с08ф + ст, 


получим соответствующий тригонометрический многочлен. 


11.37. а) Тригонометрический многочлен п-й степени представляет собой 
сумму слагаемых вида созАф, 0 < КЁ < п. Поэтому достаточно проверить, 
что 


т а сов Е при О <Ё<п-1; 
п 


=. т приК=п. 
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При Ё = 0и к = п это очевидно. Покажем, что если 1 < Е <п-1, то 


п—1 п—1 
ея 2Етл _ ут кт +1 _ 
У 1)” соз Ее 0, У`( 1)” сов ы = 0. 


т=0 т=о0 


Действительно, согласно задаче 11.29 


р (2п —1) Ел ‘ кл 
1 2%—1 р яп (- | р: ) эп (- я ) 
(—1)” сов ( + тт) РАНО 


9 <= а 
2% 2эш — 
2 


т=0 
6) Согласно задаче а) среднее арифметическое чисел }(0), } (=), а 
ул 


2т—1п и 
} (5т) равно а„, поэтому среднее арифметическое их модулеи не 


меньше |а.|. Но если среднее арифметическое чисел не меньше |а|, то одно 
из них не меньше |ав|. 


11.38. Согласно задаче 11.36 многочлену Р(х) соответствует тригономе- 
трический многочлен {(ф) со старшим коэффициентом 1/2”-\, для которого 


1 
1(Ф) = Р(созф). Согласно задаче 11.37 |{(фо)| > 5-г Для некоторого фо. 
Положим х = с03 фо. Тогда |Р(хо)| = |1 (фо)| > Е, 


11.39. Рассмотрим функцию 9(ф) = 2зщ 1 (2). Воспользовавшись то- 
ждеством 


. Ф о% 1 Е < 1 
25ш о 08 ®ф = эш (#+ 5) ф-—зш (® я) ф, 
. 1 
получим 9(ф) = а. яв (" + 5) ф- 1$), где 


ь 1 . . 
№ (+) = (аъ — ав—1) я (® — 5) ф-+... + (а! — ао) зт > + ао зш (->) : 
При этом |й(ф)| < (а» — @и-1) +... + (а1 - ао) + в = а». Более того, числа 
эш р изш (->) не могут быть одновременно равны +1, поэтому |й(ф)| < ав. 
. 1 . 1 
Таким образом, если эш (® + 5) ф= 1, то 9($) > 0, аесли эт (" + 5) ф=-1, 
то 9() < 0. 


Ясно, что = ( +5) НН ( +5) = —_ 1+2 
но, что эт [п +5) ф= +1 при (п+ 5) ф= 5+, т.е. приф = п 
5 5 1+2 
Между каждой парой соседних точек тэ ”> Где 1=0,1,..., п, лежит ровно 
7, 


один корень уравнения 9(ф) = 0. Всего получаем п корней, причём ф = 0 не 
. ф 
корень. Значит, для всех этих точек функция эт 5 не обращается в нуль, т.е. 


они являются также и корнями тригонометрического многочлена (Ф). 


Глава 12. 


Уравнения в целых 
числах 


12.1. Пифагоровы тройки 


Натуральные числа а, 6, с называют пифагоровой тройкой, если а? + 
+62 = с2. Пифагорову тройку называют прилиитивной, если у чисел а, 
$, с нет общего делителя. 


12.1. Докажите, что если а, 6, с — пифагорова тройка, то одно из 
этих чисел делится на 3, другое (или то же самое) делится на 4, третье 
— на 5. 


12.2. Пусть а, 5, с — примитивная пифагорова тройка. Докажите, 
что одно из чисел а и 6 чётно, а другое нечётно. 


12.3. Пусть а, 6, с — примитивная пифагорова тройка, причём число 
а чётно. Докажите, что существуют взаимно простые числа, т и п, для 
которых а = тт, в=т? — п?, е=т? + п. 


12.4. Пусть а, 6, с — примитивная пифагорова тройка. Докажите, 
что аб делится на 12. 


12.5. Пусть а, 6, с — примитивная пифагорова тройка. Докажите, 
что число а6/2 (площадь прямоугольного треугольника с катетами а и 
5) не может быть полным квадратом. 
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12.2. Нахождение всех решений 


12.6. Решите в целых числах уравнение 2ху + 3х + у = 0. 


12.7. Решите в целых числах уравнение 


ху-+ 3х — 5у =-3 


12.8. Решите в целых числах уравнение 


ху = 12 -зу+у. 


12.9. Решите в натуральных числах уравнение 2? + 7 = у?. 


12.10. Пустьр > 2 — простое число. Докажите, что число 2/р мож- 
но единственным способом представить в виде 1/5 + 1/у, гехиу — 
различные натуральные числа. 


12.11. Пусть п — натуральное число. Докажите, что количество 
решений уравнения - + - = - в натуральных числах равно количеству 
ху тп 
делителей числа п?. 


12.12. а) Найдите все натуральные числа х, у, 2, для которых 
1 т р 
+ =Т. 
у 2 

6) Найдите все натуральные числа х, у, 2 > 1, для которых 


1 1 1 
+1. 
ху #2 


12.13. а) Найдите все решения уравнения 2? + у? + =? = 252 в 
натуральных числах. 

6) Найдите все решения уравнения 2? +? + 2? + и? = 2хули в нату- 
ральных числах. 


12.14. Решите в целых числах уравнение 
23 — 23 — 423 =0. 


12.15. Решите в натуральных числах уравнение 27 -+ 1 = 3”. 


12.16. Найдите все решения уравнения 29 = у? а) в натуральных 
числах; б) в рациональных числах. 
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12.3. Нахождение некоторых решений 


12.17. а) Докажите, что для любого натурального п уравнение а” + 
+57 = с"! имеет бесконечно много различных решений в натуральных 
числах. 

6) Докажите, что если т и п — взаимно простые натуральные чи- 
сла, то уравнение а” + 5" = с" имеет бесконечно много решений в 
натуральных числах. 


12.4. Доказательство конечности числа 
решений 


12.18. Докажите, что для любого натурального числа п уравнение 
13 + уз = п имеет конечное число целочисленных решений. 


12.5. Уравнение Пелля 


Уравнение 2? — 4у? = 1, где 4 — натуральное число, свободное от 
квадратов (т.е. число, не делящееся на квадрат натурального числа, 
отличного от 1), называют уравнением Пелла. 


12.19. Докажите, что уравнение 2? — 2у? = 1 имеет бесконечно 
много решений в натуральных числах. 


12.20. Пусть 4 — натуральное число, свободное от квадратов. 
Докажите, что существует константа С, для которой неравенство 
|5? — 4у?| < С имеет бесконечно много целочисленных решений. 

Решение уравнения Пелля в натуральных числах с минимальным у1 
будем называть фундаментальным решением. 


12.21. Докажите, что уравнение Пелля для любого натурального 
4 (свободного от квадратов) имеет бесконечно много решений в нату- 
ральных числах. Более того, если (71, у1) — фундаментальное решение, 
то любое решение (т„, у») имеет вид 


т + упМа = (21 +щ\Уа)”. 


12.22. Докажите, что если 4 = 3 (по4 4), то уравнение 22 — 4? = 


= —1 не имеет решений в натуральных числах. 
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12.23. Докажите, что если 4 — простое число, причём 4 = 1 
(тоа 4), то уравнение 1? — 4? = —1 имеет решение в натуральных 
числах. 


12.24. Докажите, что если уравнение 2? — 4у? = +4 имеет решение 
с нечётными хи 4, то уравнение Х? — 4У? = +1 имеет решение в 
натуральных числах. 

См. также задачи 31.37 и 35.11-35.13. 


12.6. Уравнение Маркова 


Уравнением Маркова называют уравнение 
т? + п? + р? = Зттр, (12.1) 


где числа т, п и р натуральные. 


12.25. Докажите, что уравнение Маркова, имеет бесконечно много 
решений. 


12.26. Докажите, что все решения уравнения 1? + п? + р? = тпр в 
натуральных числах имеют вид 3тТи, Зп1, Зр1, где ти, пл, р1 — решение 
уравнения Маркова. 


12.27. Докажите, что если Ё = 1 или 3, то уравнение #7 + у? + 22 = 
= К ху не имеет решений в натуральных числах. 


12.28. Докажите, что если т, п, р — решение уравнения Маркова, 
то числа т, п и р взаимно просты. 


Решения 


12.1. Согласно задаче 4.42 остаток от деления квадрата, целого числа на 
3 и на 4 равен 0 или 1, а остаток от деления на 5 равен 0, 1 или 4. Используя 
только остатки 1 и 4, нельзя добиться выполнения равенства а? + 5? = с?. 
В случае делимости на 3 и на 5 это завершает доказательство. В случае де- 
лимости на 4 мы получаем, что либо все три числа а, 6, с чётны, любо одно 
из чисел а и 6 чётно, а другое нечётно. Первый случай можно не разбирать, 
поскольку доказательство достаточно провести для примитивных прифаго- 
ровых троек. Таким образом, остаётся доказать, что если для целых чисел 


ал, 61, с1 выполняется равенство 


(2а1)? + (261 + 1)? = (2 +1), (1) 
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то число а1 чётно. Равенство (1) можно переписать в виде 
2 
ал = с1(е1 + )- (6 + 1). 


Числа с1 (с1 +1) и61(6, + 1) чётны, поэтому число а1 тоже чётно. 


12.2. Числа а и $ не могут быть оба чётными, потому что иначе число 
с тоже было бы чётным. Числа а и $ не могут быть оба нечётными, потому 
что иначе число а” + 5? делилось бы на 2, но не делилось бы на 4. 


с с+б 
и 


2 
а 
12.3. Числа, взаимно простые, поэтому из равенства (5) = 


с-ь С-+Ь с-—Ь 2 с-+Ь 
о следует, что и 


простые числа. При этом с = т? + и? иб=т? —п?. 


= т?, где т и п — взаимно 


12.4. Нужно доказать, что для любых взаимно простых натуральных чи- 
сел т и п число тп(т- п) (т — п) делится на 6. Если т и п нечётны, то т-+ п 
чётно. Если т и п не делятся на 3, то либо числа т и п дают одинаковые 
остатки при делении на 3 (тогда т — п делится на 3), либо одно из них при 
делении на 3 даёт остаток 1, а другое даёт остаток 2 (тогда т + п делится 
на 3). 


12.5. Предположим, что существуют взаимно простые натуральные чи- 
сла т и п, для которых пт(т + п) (т — п) = 37, где з — натуральное число. 
Будем считать, что з — наименьшее из всех чисел, для которых имеет место 
равенство такого вида. Числа т, п, т + п, т — п попарно взаимно простые, 
поэтому т = 22, п = 92, т+ п =? ит-тп =р, где 5х, у, ди? — нату- 
ральные числа. Числа т и п разной чётности, поэтому числа, 2 и $ нечётные. 


1 —& 2+Р 
РЕ ив =. Тогда А? + В? = ТГ таз и 


2 
2-Р _ п 2 


АВ = Е Е Таким образом, для числа у/2 тоже имеет место ра- 


венство указанного вида. Поэтому у? > 487, т.е. у? > 412у?(2? — у2)(х2 + у?). 
Получено противоречие. 


12.6. Ответ: (0,0), (1,—1), (-1,-3), (-2, —2). Данное уравнение можно 
переписать следующим образом: (25 + 1)(2у + 3) = 3. Остаётся решить 4 
системы уравнений 2х +1 = 1, 2у-+ 3 = 3; 2+1 = 3, 2+3 = 1; 2%+1=-1, 
29-3 = -3; 25 +1= -3, 2+3 =-1. 


Положим А = 


12.7. Рассматриваемое уравнение можно переписать в виде (5х — 5)(у + 
+ 3) = —18. Его решения в целых числах соответствуют представлениям 
числа —18 в виде произведения двух целых чисел. 


12.8. Ответ: (0,0), (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2). Рассмотрим данное 
уравнение как квадратное уравнение относительно х: 


1? —(у+Из+у -у=0. 
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Дискриминант этого уравнения равен —Зу?-+бу- 1. Он отрицателен при у > 3 
и при у < -—1. Поэтому для у получаем три возможных значения: 0, 1, 2. Для 
каждого из этих значений получаем уравнение, которое легко решается. 


12.9. Ответ: х = Ту = 3. Проверим, что других решений нет. Ясно, 
что 2? +7 = 11 — не квадрат, поэтому можно считать, что д > 3. Тогда 
2? делится на 8, а значит, у? =7 (точ 8). Но, как легко проверить, квадрат 
целого числа при делении на 8 может давать только остатки 0, 1 и 4. 


12.10. Равенство 1/х + 1/у = 2/р можно переписать в виде р(х + у) = 
= 2х9. Значит, одно из чисел х и у делится на р. Например, 5 = рх'. Тогда 
рт’ у = 2, т.е. (25' -Ту=рх'. Если 1’ = 1, тоу=рих=р, а по условию 
числа у и р различны. Если жех’ > 1, то 25’ —1> 1, поэтому у < р. Кроме 
того, числа 2х' —1их' взаимно просты. Значит, 24’ —1=риу=х’. В итоге 


1 1 
получаем у = д’ = т их =. 
12.11. Данное уравнение можно записать в виде п? = (5 — п)(у— п). 


п 
Каждому делителю 4 числа п? соответствует решение д =п-+ 4, у=п-+ т 


т: 4 
12.12. а) Будем считать, чтох 2 у? 2. Тогда 1 = -+-+- < в. поэтому 
те Р 


2 < 3. Ясно также, что 2 = 1. 


1 2 1 1. 2 
Если д = 3, то - + - = - и при этом - + - < -, значит, у < 3. Но 
Ея у 3 т у у 
угл = 3, поэтому у=Зих=3. 
1 1 т 2 
Если д =2, то - + - = - и при этом - + - < -, значит, 2 <у< 4. Ясно, 
ху 2 ху у 


что у 2 2. При у = 3 получаем 5 = 6, а при у = 4 получаем х = 4. 


6) Снова будем считать, что х 2 у > 2. Тогда р < 3, т.е. д = 2. По- 


2 1 1 
этому т > > + я > 2 значит, у < 4. Если у = 2, то число х может быть 


1 1 
произвольным. Если у = 3, то - > -, т.е. 4 = 3, 4 или 5. 
х 


12.13. а) Пусть х = 2"451, у= 27, = 221, где числа 11, у1, 21 
нечётны. Можно считать, что т < п < Ё. Тогда обе части уравнения можно 
сократить на (2”)?. В результате получим 


и 


гей +А-т-+1> 1. 

Если п = т = К, то согласно задаче 4.42 при делении на 4 число в правой 
части этого равенства даёт остаток 3, а число в левой части даёт остаток 
0 или 2. Если же К > п, то число в правой части даёт остаток 1 или 2, а 
число в левой части — остаток 0. Значит, уравнение не имеет решений в 
натуральных числах. 

6) Число 2? + у? + =? + и? чётно, поэтому среди чисел х, у, 2, и чётное число 
нечётных чисел. 
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Если все числа т, у, 2, и нечётны, то 5? + у? + 22? + и? = (по4 4), но при 
этом 2тули не делится на 4. 

Если ровно два из чисел х, у, 2, и нечётны, то 2? + 2 + =? + и? не делится 
на 4, а 2тузи делится на 4. 

Поэтому все числа 1, у, 2, и чётны, т.е. х = 241, у = 24/1, д = 221, и = 2. 
Мы получаем уравнение 2 + ИИ + # + и = 8111211. Теперь заметим, что 
(2 +1)? = 4К(Е +1) +1ЕТ (тоа 8). Поэтому если все числа ху, у1, 21,1 
нечётны, то 2? + ИИ + 22 + и не делится на 8. А если ровно два из этих чисел 
нечётно, то 2 {у 22 Чи? не делится даже на 4. Значит, т1 = 212, д = 242, 
21 = 222, чи = 242, и мы получаем уравнение 45 + уз + 22 + и3 = 322у2л2и2. 
Снова повторив те же самые рассуждения, получим, что 5, у, 2, и делятся на 
2” при всех п, чего не может быть. 


12.14. Ответ: х=у=а=0. 

Пусть 53 — 23 — 423 = 0, где т, у, 2 — целые числа. Тогда число х чётно. 
После замены д = 24: получаем уравнение 84? — 2у3 — 423 =0. Сократим на 
2: 443 — у3 — 223 = 0. Значит, число у чётно. После замены у = 291 получаем 
уравнение 453 — 8/3 —223 = 0. Снова сократим на 2: 253 — 43 —23=0. Значит, 
число 2 чётно. После замены д = 211 получаем уравнение д? — 298 — 42} = 
= 0, которое имеет такой же вид, как и исходное уравнение. Поэтому снова 
можно доказать, что числа 11, у1, 21 чётны и т.д. Но это возможно лишь в 
том случае, когда х =у=а=0. 


12.15. Ответ: п =1 т = 1 или п =3, т= 2. 

Если п = 1, то т = 1. Рассмотрим теперь случай, когда п > 1. В этом 
случае 3” =1 (тоа 4). Отметим, что 3211 =3.9* = 3 (тод 4). Поэтому 
т = 2%, азначит, (3* — 1)(3* + 1) =2”. Таким образом, числа 3* —1 и 3 +1 
— степени двойки, которые отличаются друг от друга на 2. Это возможно 
лишь в том случае, когда К = 1, т.е. т=2 ип = 3. 


12.16. Всегда есть очевидное решение х = у, поэтому достаточно рас- 
смотреть случай, когда х > у (случай т < у рассматривается аналогично). 
Пусть д = Ку, где К > 1 — рациональное число. Тогда (Ку)* = (у*)*, поэтому 


1 1 
Ку = у, а значит, у = &®-т. Пусть Е ВЕ несократимая дробь. Тогда 
И 4 
Р р-а 
у = (2) “из= (2) “Числа рир-+а взаимно простые, поэтому 
р р 


число у может быть рациональным лишь в том случае, когда р = а ир+ 
+4 = 64 для некоторых натуральных а и 6. Предположим, что 4 > 2. Тогда 
а? < р+4 < а +494‘ ' < (а+1). Поэтому 4 = 1. Для любого натурального р 


р+1 р 
1 
числа х = (1 + :) иу= (1 = :) рациональны и являются решениями 
р р 


уравнения 1° = у". Эти числа будут целыми лишь при р = 1. В этом случае 
=Аиу=2. 
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т т 
12.17. а) Перепишем уравнение в виде с = (=) + (=) . Будем искать 
с с 


решения вида а = а1с и 6 = [:1с, где а1 и 6: — натуральные числа. Тогда 
с = @1 + В, а = а1 (ат + 61) иф = 61 (ат +61). Легко проверить, что мы 
действительно получили решение. 

6) Выберем натуральные числа р и 4 так, что рт — дп = 1 (это можно 
сделать с помошью алгоритма Евклида). Положим с = (а? +6? )?, а = а1 (ат + 
+81) иф = В: (ат +61), где а1 и В: — произвольные натуральные числа. 
Тогда а” + 5" = (а1 +) (ат +61)" = (м +81)" = сп. 

12.18. Пусть х Ну =аи 1” — ху+у° =6. Тогда аф = п. Число п мож- 
но лишь конечным числом способов разложить на множители а и 6, поэтому 
получаем конечное число систем уравнений х +у=а, 2? — ху+ у? =6. Вы- 
разим у из первого уравнения и подставим во второе. В результате получим 
уравнение 1? — х(а —х) + (ах)? = 6, которое имеет не более двух решений. 
Каждому целочисленному решению х этого уравнения соответствует одно 
целочисленное решение исходной системы, а именно (1, а — т). 


12.19. Нетрудно найти одно решение этого уравнения, например, 51 = 3 
из =2. Равенство 41 — 2} = 1 можно записать в виде 


(21 - м2) (а: + у 2) =1. 


Ясно, что тогда 
(1 - му2)” (1 +2)" = 1. 


Кроме того, согласно задаче 6.22 (21 1/2)" = т, + у» М2. Поэтому 


2 2 
Ти — 29» — т, 
т.е. (2..0) — тоже решение, причём та+1 > хп, Уп > чл. 


12.20. Применим задачу 17.11 для а = ма. в результате получим, что 
существует бесконечно много пар взаимно простых чисел х, у, для которых 
|< — ууа| < 1/у. В таком случае 


1 
с +у\уа < #-у\/а +2\Уау| < с +2\У4у, 


а значит, 
1 1 
п? |= Е+УУЯ в -уУЙ < 1 (+244) Аа 


Таким образом, в качестве константы С можно взять число 2Уа+1. 


12.21. Согласно задаче 12.20 для некоторого целого Ё уравнение 1—4? = 
= К имеет бесконечно много натуральных решений. Выберем два различных 
решения 5? — 4? = Ки 12 — 42 = КЁ, для которых у = 12 (точ К). То- 
гда д: = +2 (шоа К), поэтому решения можно выбрать так, что т: = 12 
(шо4 А). В таком случае 


(1122 — 4/2) — 4(а1у2 — 221)* = (21 — 41) (25 — 4) = К° 
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и 4142 — 4/2 Е 41 — 4} = 0 (шо4 К), ху — ха = 0 (шо4д К). При этом 
112 — 1211 = 0, поскольку иначе 


2 2 2 
у т Е- ау 2 7 
== = р М = у. 


а 2 6+4 


Положим Х =Ё ‘(5152 —4у1у2) ИУ ЕЁ ‘(512 — 421) 2 0. Тогда Х*—ау? = 
= 1, т.е. пара Х, У — решение уравнения Пелля. 

Пусть (51, у:) — фундаментальное решение уравнения Пелля. Тогда (51 + 
+/:У4)"(21-и У)” = 1, поэтому пара (2», у»), где » Ну» У4 = (21 +1 Уа)", 
тоже является решением уравнения Пелля. Ясно также, что хи —ш\Уа = (11+ 
+ иУ4)”". Поэтому остаётся проверить, что любое натуральное решение 
(х, у) представляется в виде х + у\/ 4 = (21 + у: Уа)”, где п — натуральное 
число. Предположим, что натуральное решение (5, у) не представляется в 
таком виде. Тогда можно выбрать натуральное число п так, что 


(11 +и:Уа)" < г+у\а < (1+4). 
После умножения на (71 + у1 уд” =, — „\Уа получим 
1 < (а +у\4 (а, — иУа < 1 + У. 


Положим (х + уУ\4) (ть == \Уа) = Х+УУА. Чтобы прийти к противоре- 
чию, достаточно показать, что Х? — 4У? = 1иХ > 0, У > 0. По усло- 
вию (х + 9/4 (1 — у/а) = Ти (1, — иУ4(2, + т\У@ = 1 поэтому (Х + 
+У\Уа)(Х-УУа = ь те. Х? —4У? = 1. Кроме того, Х +У\А > 1, азначит, 
0 < Х- У\УА4 < 1. Следовательно, 


2х = (Х+УУа+(Х -УУа >1+0>0, 
2ууа (Х+УУа) - (Хх -УУа >1-1=0. 


12.22. Ясно, что 4 имеет простой делитель р = 4 + 3. Предположим, что 
1? — 4у? = —1. Тогда 1? = —1 (тоа р), поэтому число —1 является квадра- 
тичным вычетом по модулю р. С другой стороны, если р = 4+3 — простое 
число, то согласно задаче 31.36 число —1 не является квадратичным вычетом 


по модулю р. 

12.23. Пусть (51,91) — фундаментальное решение уравнения Пелля 
д? ау? = 1. Из условия 4 = 1 (шо4 4) вытекает, что 21—91 =1 (шоа 4). Сле- 
довательно, 1 =1 (шо 2) изу: Е 0 (шоа 2). Перепишем равенство 1—4? = 


=1 в виде 
+1 а ( 
2 2 \2/° 
По условию число 4 простое, поэтому либо 
ГЯ 1 И 
1+ № аа”, 1 ый 2, 
2 2 
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либо 
х 1 1-1 
Е а НИЙ, 
2 2 
В первом случае получаем $? —4а? = —1. Во втором случае получаем а? — 4? = 


= 1, что противоречит минимальности решения (51, 91). 
12.24. Положим 


3 2 2 2 2 
Х+УУа = [жк р и Е =" ). 


Тогда 5? + З4у? = 1+15 =0 (шоа 8) и 32? + 4? =3+5 =0 (штоа 8), поэтому 
числа Х и У целые. Кроме того, 


мае (ау (5-5 


2 


12.25. Предположим сначала, что среди чисел т, п и р есть равные, на- 


2 
пример, п = р. Тогда т? + 21? = Зти?, т. е. Зт = (=) +2. Следовательно, 


т = п, где 4 — целое число. При этом 4? +2 = Зпа, т. е. 4(3® — а) = 2. 
Поэтому 4 = 1 или 2. В обоих случаях п = 1. В результате получаем решения 
(1,1,1) и (2,1, 1). Назовём их особыми. 

Возьмём теперь неособое решение (т, п,р), для которого числа т, пр 
попарно различны, и рассмотрим квадратный трёхчлен 


{(2) = 2? — Зепр + п? +р* 


Ясно, что }(т) = 0, т. е. один корень квадратного трёхчлена } равен т. 
Второй его корень т’ можно найти по теореме Виета: т’ = Зпр—т. Ясно, что 
при этом (т’, п, р) — решение уравнения (12.1). Покажем, что наибольшее из 
чисел п и р заключено между т и пу. Пусть для определённости п > р. Тогда 


(п—т)(п т.) = (п) = 20? + р? — 3п?р < 0. 


Это как раз и означает, что п заключено между т и т.. 

Аналогичным образом по решению (т, п,р) можно построить решения 
(т‚п’,р) и (т, п,р’). 

Предположим, что т — наибольшее из чисел т, п, р. Тогда 


т > шах(п,р) >т, п<т = шах(т, р) <п.. 


Таким образом, при переходе от решения (т, п,р) к решению (т’,п,р) наи- 
большее из трёх чисел уменьшается, а при переходе к решениям (т, п’,р) и 
(т, п, р’) увеличивается. 
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Если начинать с решения (11,1), то получим следующее дерево решений: 


(ВО 
] 

(2151) 
] 

= (5,2, 1) = 
и Хх 
(13, 1,5) (29,5,2) 
и и \% 


(34, 1, 13) (194, 13,5) (433, 5,29) (169, 29,2) 


Это дерево содержит все решения, поскольку от произвольного решения по- 
сле нескольких уменьшений максимума мы перейдём к особому решению. Под 
уменьшением максимума мы подразумеваем переход от решения (т, п, р), где 
т > шах(п,р), к решению (т’,п,р). 


12.26. Достаточно доказать, что если т? + п? + р? = тир, то числа т, 
п и р делятся на 3. Если целое число не делится на 3, то его квадрат при 
делении на 3 даёт остаток 1. Поэтому если т? + п? + р? не делится на 3, 
то среди чисел т, п ир есть как делящиеся на 3, так и не делящиеся на 3. 
Но тогда т? + п? + р? = тир делится на 3, чего не может быть. Значит, 
т? + п? + р? делится на 3, причём числа т, п и р одновременно либо все 
делятся на 3, либо все не делятся на 3. Второй вариант невозможен, потому 
что тпр = т? + п? + р? делится на 3. 


12.27. Случай К =2 — это задача 12.13 а). Поэтому будем предполагать, 
что К > 3. Предположим, что 2? + Ио +=? = Ктух, где х, у, д — натуральные 
числа. Прежде всего покажем, что эти числа попарно различны. Пусть у = 2. 
Тогда 2? = Еху? — 2? = (Ка — 2)у?, поэтому д = Лу, где А — натуральное 
число. При этом Л? = ЕЛу 2, т.е. 2 = Л(Ку- Л). Значит, А = 1 или 2. В обоих 
случаях Ку = 3, что противоречит неравенству К > 3. 

Пусть для определённости 5 > у > 2. Рассмотрим квадратный трёхчлен 
(Е =Р — Кузечу? +22. Один его корень равен х, а второй корень 5’ по тео- 
реме Виета равен Ку2—х. Ясно, что (у-х)(у—х’) = {(у) = 22+ 22 — Ку?2 < 0, 
т.е. х>у> я. Таким образом, по решению х, у, & мы построили новое ре- 
шение т’, у, 2, для которого х’,у,2 < т. Повторяя эту конструкцию х раз, 
приходим к противоречию. (Решающее отличие от уравнения Маркова со- 
стоит в том, что здесь нет решения с двумя одинаковыми числами, поэтому 
операцию уменьшения решения можно применять бесконечно много раз.) 


12.28. Предположим, что т = ата, п = 41 ир = ара, где 4 > 1. Тогда 
та + 2 + р? = Запитарл. Но согласно задаче 12.27 уравнение д? + у? + =? = 
= К туз не имеет решений в натуральных числах при К > 3. 


Глава 13. 


Индукция 


13.1. Вычисление сумм 


13.1. Вычислите сумму 


п-1 


1 2 3 
тяж... + 


т 
13.2. Вычислите сумму 


1.11+2.2! +3. 31+... +0. 91. 


13.3. Докажите, что 13 + 23 + 33+...+т?3 = ( 


13.4. Докажите, что 


13.2. Неравенства 


13.5. Докажите неравенство 


1.11+2.2!+3.31+...+ В. < (+1). 


160 


и 
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13.6. Докажите, что если 0 < 21.....2, < Тип > 2, то 
(1—21)...1-—2) >1- (21+... +12). 
13.7. Докажите, что при целом п 22 и || <1 
27 > (1-21) + (1+2)". 


13.8. Докажите, что 
т 1 1 1 
(1+5) (1+4) (1+3)... (1+5) <3. 


13.9. а) Докажите, что для любого а > 0 и любого натурального 
п > 1 выполняется неравенство (1 + а)” > 1+ па. 

6) Докажите, что если 0 < а < 1/п ип — натуральное число, то 
выполняется неравенство (1 + а)" < 1+па + п?а?. 


13.10. Докажите неравенство между средним  арифмети- 
ческим и средним геометрическим для п положительных чи- 
сел: (ала2...ав)!" < (м +... + ап) /п, причём равенство достигается, 
только если а! =... = @п- 

13.11. Докажите, что 3" _> п3 для любого натурального п +2 3. 


13.12. Докажите неравенство 
п раз 


2—-\2+у2+... + 


инея аииииисконь 

2—1/2+4/2+...+ 2 

\/ У2 

—_—— 
п—1 раз 


13.3. Доказательство тождеств 


13.13. Некоторые из чисел @1, а2,...@и равны +1, остальные равны 
—1. Докажите, что 

; а1а2 а1а2а3 

25 (а ++... + 

г 4 2т—1 


= а1\/2 + а2 З-+аз\/2 +... Наву. 


метет) т — 
4 
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13.4. Разные задачи 


13.14. На кольцевой автомобильной дороге стоит несколько оди- 
наковых автомобилей. Известно, что если весь бензин, находящийся в 
автомобилях, слить в один из них, то этот автомобиль сможет проехать 
по всей кольцевой дороге и вернуться на прежнее место. Докажите, что 
хотя бы один из этих автомобилей сможет проехать по всей кольцевой 
дороге в заданном направлении, забирая по пути бензин у остальных 
автомобилей. 


13.15. Докажите, что любую дробь т/п, где 0 < т/п < 1, можно 
представить в виде 


94 ФФ 3 ФФ 
4;, причём число 4к делится на 4к—1 при К = 2, 


1 1 1 1 
ЕЕ... + 
п 

ге0< 94 < 42 <... < 
нат 
См. также задачу 20.11. 


Решения 


° 1 
13.1. Докажем индукцией по п, что рассматриваемая сумма равна 1 — т! 
п. 


1 1 
При п = 2 получаем очевидное равенство 7 =1- тт Предположим, что 
требуемое равенство доказано для некоторого п. Тогда 
1 2 п-1 п 1 п 
А. = 
эм з + т т! Е т 
1 1 
= п + 4 п = 1 


(+1! (+0 (п 1)!" 


13.2. Докажем индукцией по п, что рассматриваемая сумма равна (п + 
+1)! 1. При п = 1 получаем очевидное равенство 1-1! = 2!—1. Предположим, 
что требуемое равенство доказано для некоторого п. Тогда, 

1. И+2. 21+... +0. + (п-+1. (п+ 1] = (п+ 1! -1+(п+1: (®-+1! = 
= (п 2)! — 1. 


13.3. База индукции очевидна, поэтому нужно лишь проверить равенство 
т? (т + 1)? (т, + 1)2 (т + 2)? 
2 2 : 
После сокрашения на т + 1 и умножения на 4 получаем очевидное равенство 
т? + 4(т + 1) = (®+2)?. 


+ (т+1)* = 
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в 1 1 1 1 
Тогда А А от ааа ВН — 98 чт т 21 +2' 


Значит, А+ 1 — Ви1 = Ав в = А„- В». Равенство А! = В! 
п 


очевидно, поэтому А» = В» для всех п. 


жт-+2 


13.5. Применим индукцию по К. При К = 1 требуемое неравенство оче- 
видно: 1.1! < 2!. Предположим, что для некоторого Ё требуемое неравенство 
выполняется. Тогда 1.1! -{+2.2!+3.3! +... +. А! + (Е+Т). (+! < (+ 
+1)! + (+. (+1 = (К+2)!. 


13.6. Применим индукцию по п. Сначала заметим, что 
(1 21)(1 — 12) = 1 (т1 + 12) + х152 > 1- (11 + 12). Пред- 
положим, что (1 -— #1)...(1 -— х,-1) > 1- (+ ...+ 41—1). Тогда 


(1-21)... (1-2) > 1-2 - (21+...+2-1)+2%(21+...+1-—) >1- (2+ 
+... +2»). 


13.7. Применим индукцию по п. При п = 2 получаем (1 -— 5)? + (1+2)? = 
=2(1+ 2) < 4. Предположим теперь, что (1 - =)” + (1+ х)" < 2". Тогда 


(1—#)""*+(1+=)"" < (@-=)"+а+2)”) (а -=)+а@+2)) <”.2=2т". 
13.8. Требуемое неравенство эквивалентно неравенству 
1 1 1, 
(1+3) (1+=)...(1+=) <2 


1 
Если 0 < т < 1100 < 1-17 < Ь поэтому 1+х < ——_. Значит, 


т. 
1 Аа 
1+ ==) < (1 — =) . Воспользовавшись неравенством из задачи 13.6, по- 
лучаем 
1 1 1 1 1 1 
ыы 


13.9. а) Покажем, что если а > 0 и (1-+а)" > 1+ па, то (1+ а)" > 1+ 
+ (п+ Па. Действительно, (1 + а)”"*" = (1+ а)(1 +а)” > (1+а)(1 + па) = 
=1+ (+ Па + па? > 1+ (п+Па. 

6) Для п = 1 требуемое неравенство выполняется. Предположим, что если 
0<а< 1/п, то выполняется неравенство (1-+а)” < 1+па п?а?. Пусть число 
В таково, что 0 < В < 1/(п +1). Тогда В < 1/т, поэтому (1+ В)" < (1+ 
+18 + п? В?) (1+ В) =1+ (в+1)8+ (1? +п+ п? 8) 8?. Остаётся проверить, что 
т? +п+п2В < (п+1)?, те. п?В < п-+ 1. Это неравенство следует из того, 
что В <1/(п+П ит? < (п+1°. 

13.10. Докажем сначала требуемое неравенство для чисел вида п = 2" 
индукцией по т. Для т = 1 оно следует из того, что а — 2Уар + = 
= (\/а- УЬ)? > 0; равенство достигается, только если а = 6. Предположим, 
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что требуемое неравенство доказано для т, и докажем его для т + 1. Ясно, 
что акак+2т < ((ак факт) /2)?. Поэтому 
т +1 эт 
(вла... ата)" < (162...62т) 2", 


где 6к = (ак + ак+2т)/2, а по предположению индукции 
т 1 
я 5т(Ы +... +5") = 


ны ЕВ п любое. Тогда п < 2” для некоторого т. Положим ап! = 
=... = @2т = (@1+...+а)/п = А. Ясно, что (а +... + а) + (ава + 
+... + ат) = ПА + (2" —п)А = 2"Аиа... ат = ам. ат : А?"-", По- 
этому а1... а. А?" < (еда = А?", т.е. а1...ап < А"; равенство 
достигается, только если а! =... = ав. 


1 
Е Е + ата). 


13.11. Для п = 2, 4и 5 требуемое НО несложно проверить. Пока- 
жем, что при п > 5 из неравенства 3” > из СЕЛЕ неравенство 3” > (п -+ 
+ 1)8. По предположению индукции 3"*' > 33, поэтому нужно лишь прове- 
рить неравенство 23 > 3п? + Зп + 1. При п > 5 выполняются неравенства 
1 < Зп < 31? < 2п3/3, поэтому 3? + Зи +1 < 3(2и3/3) = 28. 


13.12. Пусть а = \/2+\/2+...+\2. Тогда \/2+/2+...+ 52 = 
—ж—Ж—Ж——— ——— 
т-—1 т 


= У2+а. 
'Таким образом, требуется доказать, что 
2— У2+а_1 
Та 
Индукцией по п легко доказать, что а < 2. Поэтому следующие неравен- 
ства эквивалентны требуемому: 


8 —4/2+а > 2—а, 
б-+а > Ау -а. 


После возведения в квадрат получаем неравенство 36 + 12а + а? > 32+ 16а, 
т.е. (а—2)? > 0. 

13.13. Применим индукцию по п. При п = 1 получаем очевидное тожде- 
ство. Равенство 


2 (в + 


а1а2 а1а2а3 аа: бибичь) о. 
4 


Е 27 


а2а3 инт. п 


ее [т - 


показывает, что 


с082 (с + 


а1а2 г. а1а2а3 ы ала>2.... нь 
д аа 2т 
- а2а3 `...`@ав-1 
и) 


= — зп т + 
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В й . а 
Воспользовавшись этой формулой и тождеством 2 эт = \У2 — 2с03 а, по- 
лучим 
м а1а2 а1а2аз @1а2°...` @п@п-1\ п 
25 (а: + ЕЕ, ЗЕ ) = 
и, 4 уй 4 


а2а3 
2 


+ 


Налл/2 + 2 зщ (> + 


Нетрудно также убедиться, что в действительности всегда берётся знак 
а1а2  а1а2аз @142 `... '@п@п41 
плюс, поскольку знак числа а! | о + 4 ЯР от совпада- 


ет со знаком числа а1. Теперь, воспользовавшись предположением индукции, 
получаем требуемое тождество. 


13.14. Применим индукцию по числу автомобилей п. При п = 1 утвер- 
ждение очевидно. Предположим, что утверждение доказано для п автомоби- 
лей. Рассмотрим теперь п + 1 автомобиль. Ясно, что среди них обязательно 
найдётся автомобиль А, который может доехать до следующего за, ним ав- 
томобиля В, поскольку иначе бензина во всех автомобилях не хватило бы 
для того, чтобы проехать один раз по всей кольцевой дороге. Выльем бензин 
из Вв Аи уберём В. Среди оставшихся п автомобилей по предположению 
индукции найдётся автомобиль, который может проехать по всей кольцевой 
дороге, забирая по пути бензин у остальных автомобилей. Тогда тот же са- 
мый автомобиль сможет проехать по всей кольцевой дороге и в исходной 
ситуации, до переливания бензина из В в А. Действительно, доехать от А 
до В он сможет, а на всех остальных участках дороги бензина, у него будет 
ровно столько же, сколько и в ситуации с п автомобилями. 


13.15. Будем считать, что дробь т/п несократимая. Применим индук- 
цию по т. При т = 1 доказывать нечего. Пусть т > 1. Разделим п на т с 
остатком, причём частное запишем в виде 4 — 1, а остаток запишем в виде 
т- К, т.е. п = т(4%-—1)+(т- К) = т4о- К, где % >1и0 < Ё < т. Тогда >. = 


1 к 
шт 1+-). По предположению индукции дробь К/п можно представить 
о п 


в требуемом виде: 


к 1 т 1 
ЕЕ. 
Поэтому дробь 
т 1 т 1 1 
р т 


тоже можно представить в требуемом виде. 


Глава 14. 


Комбинаторика 


14.1. Элементы комбинаторики 


14.1. Сколькими способами можно выбрать Ё предметов из п раз- 
личных предметов, если порядок, в котором выбираются предметы: а) 
учитывается; б) не учитывается. 


14.2. Сколько ожерелий можно составить из пяти белых бусинок и 
двух чёрных? 


14.3. а) Семь девушек водят хоровод. Сколькими различными спо- 
собами они могут встать в круг? 


6) Сколько ожерелий можно составить из семи различных бусин? 


14.4. Сколько существует различных путей на плоскости, ведущих 
из точки с координатами (0,7) в точку с координатами (т, т), если 
двигаться разрешено каждый раз либо на 1 вверх (координата у уве- 
личивается на 1), либо на 1 влево (координата х уменьшается на 1)? 


14.5. а) Сколькими способами натуральное число п можно предста- 
вить в виде суммы т целых неотрицательных чисел, если представле- 
ния П = 11+... 2жип = И+...- ую считаются одинаковыми 
тогда и только тогда, когда 11 = 91,...,Хт = Ут? 6) Тот же вопрос 
для представлений в виде суммы натуральных чисел. 
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14.2. Тождества для биномиальных коэф- 
фициентов 


14.6. Докажите, что: 


(+ (++) = 

) (в) +(5) + (4) + (6) +---= (1) + (3) 

14.7. Докажите, что м в) 
+(%) (5) (Вандермонд). 


14.8. Докажите, что И = ((^)? + ) +... + ((”))?. 
14.9. Докажите, что и и. | р 


п-1 п п 1 и 
14.10. Докажите, что Е, ь ) = 
_ (в -Т\ [(п-+1 (") 
ВА. Е+1/ Е 
14.11. Докажите, что если р-4 = 1, то Уса” ( 
п-1 _ „п 


ый и 
р Ч 
ра 
14.12. Пусть Р(х) — многочлен степени п, причём Р(х) = 2? для 
х=12,..., п+ 1. Вычислите Р(п + 2). 


14.13. Докажите, что 


Ут") = нат и У т2(") = пи+102"-2. 


т=1 тТ=1 


14.14. Докажите, что 
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14.3. Формулы с биномиальными коэффи- 
циентами 


14.15. Докажите, что если |5| < 1, то 


(ина ("ет 


14.4. Бином Ньютона в арифметике 


14.16. Докажите, что числа (а + 1)” —Ти (а- 1)“" +1 делятся на 
ап +1 и не делятся на а"+?. 


14.17. Пусть ри = 2, р2 =3,...— последовательные простые числа. 
Докажите, что р! ...рк < 4Р*. 


14.5. Комбинаторика в арифметике 


14.18. Сколько существует четырёхзначных номеров (от 0001 до 
9999), у которых сумма двух первых цифр равна сумме двух последних 
цифр? 

14.19. Сколько существует пар целых чисел 1, у, заключённых меж- 
дуТи 1000, таких, что 22 + у? делится на 7? 


14.20. Сколько сушествует натуральных чисел, меньших тысячи, 
которые не делятся ни на 5, ни на 7? 


14.21. Сколько различных целочисленных решений имеет неравен- 
ство |5| + |у| < 100? 


14.22. Сколько существует положительных целых чисел 1, меньших 
10000, для которых 27 — 42 делится на 7? 


14.23. Докажите, что НОД(а1,..., ав) = Риечвт/Равт, где Речвт — 
произведение НОК всех наборов, состоящих из нечётного числа различ- 
ных чисел @1,..., @п, а Разг — произведение НОК всех наборов, состоя- 
щих из чётного числа различных чисел @1,..., @в. (Предполагается, что 
числа а1,..., ап попарно различны.) 
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14.24. Даны 6 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Найдите сумму всех четырёх- 
значных чётных чисел, которые можно написать этими цифрами (одна 
и та же цифра в числе может повторяться). 


14.25. Сколькими различными способами можно представить 
1000000 в виде произведения трёх натуральных чисел? Произведения, 
отличающиеся лишь порядком сомножителей, считаются тождествен- 
ными. 


14.6. Неравенства для биномиальных ко- 
эффициентов 


14.26. Докажите, что 27 < (^") < 221. 


14.7. Арифметика биномиальных коэф- 
фициентов 


14.27. Пусть р — простое число и 1 < & < р-1. Докажите, что (*) 
делится на р. 


14.28. Пусть р — простое число. Докажите, что для всех натураль- 
—1 
ных т < р- 1 число (—1)т (е — 1 делится на р. 


т 
пр 
14.29. Докажите, что если р — простое число, то Го = п 
(шо4 р?). 
14.30. Пусть р — нечётное простое число, п = р°`?, где а > 2. 


п = 
Локажите, что если т > 2, то ( ) делится на рб. 
т 


14.31. Пусть р — простое число. Докажите, что если р“ делит о 
то р < п. 


14.8. Формула включений и исключений 


14.32. Дано № предметов и некоторый набор свойств Ру, ..., Ри- 
Пусть М; — количество предметов, обладающих свойством Ру, №; — 
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количество предметов, обладающих свойствами Р; и Р;, и т.д. Дока- 
жите, что количество предметов, не обладающих ни одним из данных 
свойств, равно 


мМ-У` м: + У` Ана У` Мины +... + (-10° Мм ль 
11<2 1<2 < 
(формула включений и исключений). 


14.33. Пусть п =р!'...р»^ — разложение числа на различные про- 
стые множители, ф(п) количество чисел от 1 до п, взаимно простых с 
п. Докажите, что 


9-2) 6-5)-6-#) 


14.34. а) Докажите, что количество перестановок а1, ..., ап чисел 
1,..., п, для которых аз = $ при всех $, равно 
А (0 (-0" 
п! (+++ ы тт : 


6) Докажите, что доля таких перестановок среди всех перестановок 
стремится к 1/е при п — со. 


14.9. Аналоги биномиальных коэффици- 
ентов 


14.35. Пусть т и п — целые неотрицательные числа. Докажите, 
т! (2 + Эт)! 


(тури тур ЧетОе- 


что число 


14.10. Числа Каталана 


Пусть с = 1 с = 6% =1 ©2 = © +109 =2, сз = ©62 + 
+ с1ст + с260 = 5 и вообще сь = сось1 + с16ь_2 +...+ ск_160. Числа 
ск, заданные таким рекуррентным соотношением, называют числами 
Каталана- 

14.36. Докажите, что количество различных способов разрезать вы- 
пуклый п-угольник на треугольники непересекающимися диагоналями 
равно с„_2. (Эйлер) 
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14.37. В строку записана п - 1 буква. Требуется расставить п пар 
круглых скобок так, чтобы внутри каждой пары скобок стояли либо 
две соседние буквы, либо буква и соседнее выражение в скобках, либо 
два соседних выражения в скобках". Докажите, что количество различ- 
ных расстановок скобок равно с». (Каталан) 


14.38. В расстановке скобок из задачи 14.37 сотрём все буквы и 
две крайние скобки (правую и левую). То, что получится, назовём пра- 
вильной скобочной структурой. Докажите, что количество правиль- 
ных скобочных структур из п пар скобок равно сп. 

Путём Дика из 2п звеньев называют ломаную на плоскости, кото- 
рая соединяет точки с координатами (0, 0) и (0, 2%), имеет векторы зве- 
ньев (1, +1) и целиком лежит в верхней полуплоскости х > 0. (Векторы 
последовательных звеньев могут быть одинаковыми.) 


14.39. а) Докажите, что число различных путей Дика из 2п звеньев 
равно си. 
6) Докажите, что число различных путей Дика из 2% звеньев равно 
1 2п 
14.40. а) Докажите, что количество различных последовательно- 
стей ал, а2, ..., а2п, для которых а; = +1, а > 0, а +а2 > 0, ..., 
а + 42+... + а2п1 2 Оим-а2+... +а2 = 0, равно сп. 
6) Кассир, у которого в начальный момент времени денег нет, про- 
даёт билеты по 50 рублей. Очередь состоит из 21 человек, у половины 
из которых есть только одна купюра 100 рублей, а у другой половины 


— 50 рублей. Докажите, что количество различных порядков очереди, 
для которых кассир сможет всем дать сдачу, равно си. 


14.41. Шахматная ладья движется из левого нижнего угла доски 
п х п в правый верхний угол. При этом она делает ходы только вправо и 
вверх. Докажите, что количество различных путей, при которых ладья 
никогда не попадает на главную диагональ, за исключением исходного 
и конечного положения, равно Си_>2. 


14.42. Плоским бинарным деревом называют граф на плоскости, у 
которого нет циклов и из каждой вершины выходят либо три ребра, 
либо одно ребро. Фиксируем одну вершину, из которой выходит одно 
ребро, и будем называть её корнем. Все остальные вершины, из которых 
выходит ровно одно ребро, будем называть листьями. Докажите, что 


1Вот пример такой расстановки скобок: ((а((5с)а))(еу)). 
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количество различных плоских бинарных деревьев с одним корнем и п 
листьями равно си_1. (Кэли) 


14.43. Вершины правильного (2п + 1)-угольника помечены нулями 
и единицами. Всего есть п + 1 нуль и п единиц. Будем считать два та- 
ких набора пометок одинаковыми, если они получаются друг из друга 
поворотом многоугольника. 

а) Докажите, что количество различных наборов пометок равно 

1 2+1 _ 1 2% 
т ( п у=жт(»). 


6) Докажите, что количество различных наборов пометок равно сш. 


1 
14.44. Пусть а = Уьч-о @раЯРУТ. Докажите, что 
(—-1)”а2и2па2 = В — число Каталана, св. 
т п-+1 \ п й 


14.11. Элементы теории вероятностей 


14.45. Какая сумма выпавших чисел более вероятна при бросании 
двух игральных костей: 9 или 10? 


14.46. Мальчик должен сыграть в теннис три матча со своими ро- 
дителями. Он будет считаться победителем, если выиграет подряд два, 
матча. Отец играет лучше, чем мать. Какой порядок матчей предпо- 
чтительнее для мальчика: «отец-мать-отец» или «мать-отец-мать? 


14.47. Силы двух игроков равны, т.е. они имеют равные шансы на 
победу в каждой партии. Они договорились, что приз получит тот, кто 
первым выиграет 6 партий. Им пришлось прервать игру после того, как 
первый игрок выиграл 5 партий, а второй — 3. В каком отношении 
справедливо разделить приз? 


14.48. В ящике лежат красные и чёрные носки. Если из ящика, наз 
угад вытащить два носка, то вероятность того, что они оба красные, 
равна 1/2. 

а) Какое наименьшее число носков может быть в ящике? 

6) Какое наименьшее число носков может быть в ящике, если из- 
вестно, что число чёрных носков чётно? 


14.49. На каждой грани игральной доски написано одно из чисел 
от 1 до 6, но некоторые числа могут быть написаны несколько раз. Бу- 
дем говорить, что кость Х выигрывает у У, если при одновременном 
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бросании этих костей на Х выпадает большее число, чем на У’, с вероят- 
ностью больше 1/2. Могут ли три кости А, В, С обладать следующими 
свойствами: В выигрывает у А, С выигрывает у В, А выигрывает у 


С? 


Решения 


14.1. а) Первый предмет можно выбрать п способами, второй предмет 
п — 1 способами, ..., К-й предмет п — Е +1 способами. Всего получаем 


! 
п(п-—1)...(в-Е+П = ее: способов. 


6) Каждому набору из К предметов, в котором порядок предметов не 
учитывается, соответствует А! наборов, которых порядок предметов учиты- 


вается (это соответствует выбору Ё предметов из К различных предметов). 
т! 


1. 

М п)! 
14.2. Ответ: 3. Чёрные бусинки разбивают белые бусинки на две группы 

(одна из этих групп может содержать 0 бусинок). Вид ожерелья полностью 

определяется количеством бусинок в меньшей группе. Это количество может 

быть равно 0, 1 или 2. 


п 
Всего получаем = (,) способов. 


14.3. Ответ: 720. Семь девушек на семь разных мест в хороводе мож- 
но расставить 7! = 540 способами. Но в хороводе расположения, которые 
получаются при движении хоровода, не различаются. Поворотами хоровода 
из одного расположения можно получить 7 других расположений. Поэтому 
всего получается 7!/7 = 6! = 720 способов. 

Ответ: 360. Ожерелье, в отличие от хоровода, можно не только вращать 
по кругу, но и перевернуть. В результате получаем 720/2 = 360 различных 
ожерелий. 


п 
14.4. Ответ: ( }} Всего мы должны сделать т шагов вверх и п-т 
т 
шагов влево. Поэтому из п шагов нужно выбрать т шагов вверх. 


п+т-1 
14.5. а) Ответ: ( — ) способами. Сопоставим разложению п = 
п 


=#1+... + хт последовательность нулей и единиц, в которой сначала идёт 
51 единиц, потом один нуль, потом 12 единиц, потом один нуль и т.д; в конце 
идёт т» единиц. Всего в этой последовательности п + т — 1 цифр, среди 
которых п единиц. Поэтому мы должны выбрать п предметов из п + т- 1 
занумерованных (т.е. различных) предметов. 


п-1 
6) Ответ: а Каждому разложению п = 11+... + Хт, где 
11,....Хт — натуральные числа, соответствует разложение п — т = у: + 


+... + ут, гдещ = 41 -—1,..., Ут = бт — 1. 
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14.6. а) 2" = (1+1) = (5) +(1)+...+ (7). 


г п п п п 
60=(1-1)"= (5) -(1)+(5)- (3) +... 
14.7. Сравните коэффициенты при д” в обеих частях равенства (%-+ 
+174” = (2+1"” (+ 1". 


14.8. Примените тождество из задачи 14.7 при п = т = Ё и воспользуй- 
Ул у 
тесь тем, что ( .) = т 
у УК 


у 
14.9. Коэффициент при х”_* в разложении (1 + 5)?” равен ( та = 
тие 


_[ 2 ы 2%т _ [12 п _ п „2 
= (‚^",)- © другой стороны, (1+ 2)”" = (27+ (1+22)) =>, (*)з (1+ 


у 


+22)" =5: (° 


1 


п п-в—24 (В п? № пк (п [п -1 
при т равен >`,2 = и ). 


+ 


да м. } ( р > 17. В последнем выражении коэффициент 


14.10. Требуется доказать, что 


(п-—1)! т! (пу! 
(К —1)!(п- К)! (Е-У! п-т Коки 
(п 1)! (п-т! т! 


К!(п-К-Т (К-т -К) (Е ПП Е-И)!" 


Это равенство очевидно. 


14.11. Пусть 5, = Хо<ь<в/2 ("2 ’)ьи. Тогда би! — 5% = 
<< г 
п1-г п-т п-т 
ве Ы” (( ) = ( )) р"а’” = хе" ( рт’ = —Р45.-1. 
т т т-1 
Р-4 а" 
Ясно также, что 5о = 51 = 1. С другой стороны, —— =1и = =р+ 
Ра Ра 
+ 4 = 1. Поэтому при п = 0 и при п = 1 требуемое утверждение верно. Если 


ХЕ — А+ 


равенство 5ь = доказано для всех К < п, то би+1 = би. — р5п-—1 = 


р” ат — раб" — 4") ЕЯ а 
Р-4 р-4 Ее 

14.12. Ответ: Р(п+2) = 2"? — 2. 
(1—-1(%2-2)...(&-п) 


т! 


п 
Выражение ( ь = можно рассматривать как 
рай 


В 0 1 
многочлен степени п от переменной т. Пусть }(5) = х(, ь т + (. 2 й + 


п 0 1 п = 2—1 _ 92-1 
+ ",)-Ясвочто („9 )+(1.)+--+(,".) = @+9 =2 


при д =1,2,.... п+ 1. Поэтому Р(х) = {(х), поскольку эти многочлены 
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степени п совпадают при п - 1 различных значениях х. Следовательно, 


Рае) + (инт) ++ (и) = 


Ре 


2" 0. 


Ул 
14.13. Продифференцируем тождество (1 + 5)" = УМ и и до- 
множим полученное равенство на х. В результате получим пх(1 + 5)" " = 
ул зе 
бы та” (›}; при х = 1 получаем первое из требуемых тождеств. Ешё 
раз повторив дифференцирование по х и домножение на т, получим 


т 
— у 
пх(пх + 1) (1+ =)" * = У` та” (т); 
т=1 
при х = 1 получаем второе из требуемых равенств. 


т 


14.14. Запишем тождество (1 +)” = У` " и проинтегрируем 
т 


т=о0 

его: 

(17а = |. т [их 

| р 
т.е 

(+) ф1 _ 3 ат —_ 
п-1 г т +1 \ т /° 
т=о0 
При г = 1 получаем первое требуемое тождество, а при х = —1 — второе. 


14.15. Применим индукцию по п. При п = 1 получаем обычную формулу 
для суммы бесконечной геометрической прогрессии. Чтобы перейти от п к 
п +1, нужно доказать тождество 


(1455 ("#)=) и 


Е ь о п-+Е 
Коэффициенты при х^ в левой и правой частях равны _ 
п 


п. 
и 
п-1 


у 


га 


} Эти числа равны. 


14.16. Мы приведём доказательство лишь для первого числа (для второго 
числа рассуждения аналогичны). При п = 0 утверждение очевидно. При п = 1 
2 1 
получаем (1-+а)“ = а-а-+ (5)? (шо а?). Число а? + (5)? ед РЕЗ 
2 2 2 
делится на а? и не делится на а3. 
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Предположим теперь, что (а + 1)" — 1 делится на а”*! и не делится на 
т № т 
а”? для некоторого п > 1. Тогда (а + 1)° мы (@+ 1) = 1) = (1+ 


+ ба”) 1 = а. ва"! + т + (бага +... (здесь Ь — целое 
число, которое не делится на а). Если п > 1, то 2п +2 > п+2, поэтому 
(а+ 1)°" —1=6а”*? (шод4 а”); число фа"? делится на а"*? и не делится 


14.17. Докажем индукцией по п, что если рк < п, где п > 2, то 
р1...Рь < 4". При п = 2 требуемое утверждение очевидно. Предположим, 
что оно доказано для всех чисел, не превосходящих п — 1. Чтобы сделать шаг 
индукции, разберём отдельно два случая. 

Пусть п = 2т. Согласно предположению индукции произведение всех про- 


стых чисел, не превосходящих т, не превосходит 4”. Кроме того, все про- 

2т)! 
И С 

тит! 
число не превосходит 22” = 4". В результате получаем, что произведение 
простых чисел, не превосходящих п = 2%, не превосходит 4” .4” = 427 — 4”, 
Пусть п = 2т + 1. Согласно предположению индукции произведение всех 
простых чисел, не превосходящих т + 1, не превосходит 4”*!. Кроме то- 
го, все простые числа р., для которых т +2 < р; < 2т + 1, делят число 

2т + 1 (2т +1)! 2т +1 2т +1 2т + 1 

=——___^_. Ясно также, что — и + 

т ти!(т + 1)! т т-1 т 
ВЕ +1 


т-1 
произведение простых чисел, не превосходящих п = 2т + 1, не превосходит 
47-1 2 92т — 42т+1 —® 47° 


2т 
стые числа, р;, для которых т-1 < р; < 2т, делят число = 
т 


2т + 1 
) < 22" 1, поэтому ( е ) < 22”. В результате получаем, что 


14.18. Ответ: 669. Пусть сумма первых двух цифр равна п, и сумма 
двух последних цифр тоже равна п. Число п принимает значение от 1 до 
18. Если количество двузначных номеров, у которых сумма цифр равна п, 
равно а», то искомое число равно а? + а2 +... + ав. Двузначный номер, у 
которого сумма цифр равна п, состоит из цифр аип- а, где 0 <а<9 
и 0 < п-а< 9. Таким образом, 0 <а < Эип- 9 <а < п. Еслип < 9, 
то остаётся неравенство 0 < а < п, а если п > 9, то остаётся неравенство 
п —9<а< 95. В итоге получаем ал = 2, а2 =3, ..., ав = 9, а = 10, ало = 9, 

.) а17 =2, а18 = 1. 

14.19. Ответ: 1422 = 20164. Число 22 + 92 делится на 7 тогда и только 
тогда, когда оба числа х и у делятся на 7. Действительно, квадрат целого 
числа при делении на 7 даёт остатки 0, 2 и 4. Количество целых чисел, за- 
ключённых между 1 и 1000 и делящихся на 7, равно 142. Поэтому искомое 
число равно 142? = 20164. 


14.20. Ответ: 686 чисел. Сначала вычеркнем из набора чисел 1, 2, ..., 


999 
999 числа, кратные 5; их количество равно [=] = 199. Затем из того же 
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набора чисел 1, 2,..., 999 вычеркнем числа, кратные 7; их количество равно 


999 
[= = 142. При этом числа, кратные 35, будут вычеркнуты дважды. Их 


999 
количество равно [55] = 28. Значит, всего мы вычеркнули 199 - 142 — 28 = 
= 313 чисел, а осталось 999 — 313 = 686 чисел. 


14.21. Ответ: 338 350. Уравнения || + |у| =0, |5| + у =1, [2+ |9 =2, 


., || + |9| = 99 имеют, соответственно, 1, 22, 3?,..., 100? целочисленных 
й 100 . 101. 201 
решений. Поэтому искомое число равно 12+22+32+...+100? = о. 


14.22. Ответ: 2857. Остатки от деления на 7 чисел 2? и х? повторяются с 
периодами 3 и 7, поэтому остатки от деления на 7 числа 2? — д? повторяются 
с периодом 21. Среди чисел х от 1 до 21 равные остатки от деления на 7 
чисел 2° и 52? дают ровно 6 чисел. Поэтому среди чисел от 1 до 9996 = 
= 7. 476 есть 476 . 6 = 2856 требуемых чисел. Непосредственная проверка 
с использованием полученной последовательности остатков показывает, что 
из оставшихся чисел 9997, 9998 и 9999 только число 9998 обладает требуемым 
свойством. 


14.23. Эта задача, — обобщение задачи 4.19, при решении которой пока- 
зано, что достаточно рассмотреть случай, когда а1 = р”, ..., @п = р^" и 
1 < а2 <... < ам. 

Множитель р”! входит только в Рнечё+, причём ровно один раз (когда мы 
берём набор, состоящий из одного числа а1). Покажем, что все остальные 
множители, входящие в Рег и в Р-.ёг, взаимно сокращаются. НОК набора 
чисел равно р”*+1, если одно из этих чисел равно ак1, а все остальные числа, 


К к 
выбраны из а1,... ‚ ак. Поэтому в Риечёт множитель р“*+! входит и + ( 5 ) + 


к к к к 
+ (*) +... раз, в Рнечёт ЭТОТ множитель входит (*) + (з) + ( )+... раз. 


Согласно задаче 14.6 6) каждая из этих сумм равна О. 


14.24. Ответ: 1769 580. Будем отдельно подсчитывать сумму тысяч, со- 
тен, десятков и единиц для рассматриваемых чисел. На первом месте может 
стоять любая из пяти цифр 1, 2, 3, 4, 5. Количество всех чисел с фиксирован- 
ной первой цифрой равно 6.6.3 = 108, поскольку на втором и третьем месте 
может стоять любая из шести цифр, а на четвёртом месте может стоять лю- 
бая из трёх цифр 0, 2, 4 (мы рассматриваем только чётные числа). Поэтому 
сумма тысяч равна (1+2-+3-+4+5). 108. 1000 = 1620000. Количество чисел 
с фиксированной второй цифрой равно 5.6.3 = 90 (на первом месте стоит 
любая из пяти цифр). Поэтому сумма сотен равна (1+2-+3+4+5).90.100 = 
= 135000. Аналогично сумма десятков равна (1+2-+3+4-5).90.10 = 13500, 
а сумма единиц равна (2 +4).5.6-6 = 1080. 


14.25. Пусть множители имеют вид 29151, 292562 и 293583. Тогда а1 фа2-+ 
+ аз =биё!: +62 + 63 = 6. При этом числа а; и 6, могут быть равны нулю. 
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Если а1 = КЁ, то для разложения а2 + аз = 6 — К получаем 7 — КЁ вариантов. 
Поэтому для разложения а! +а2 +аз = 6 получаем 7+6+5+4+3+2+1 = 28 
вариантов. Всего получаем (28)? = 784 способа. 

Но пока что мы не учли тождественность разложений, отличающихся 
лишь порядком множителей. Есть ровно одно разложение, не зависящее от 
порядка множителей, в котором все множители равны 100. Те разложения, 
в которых есть два равных множителя, мы посчитали трижды. В каждый 
из равных множителей 2 может входить в степени 0,1,2 или 3, т.е. всего че- 
тырьмя различными способами; столькими же способами может входить 5. 
Всего получаем 16 разложений такого вида, но одно из них — рассмотренное 
выше разложение с тремя равными множителями. Остаётся 15 разложении, 
каждое из которых мы посчитали трижды. Количество разложений с попарно 
различными множителями равно 784 — 1 — 45 = 738. Каждое из них мы по- 
считали 6 раз, поэтому среди них будет 738/6 = 123 различных разложения. 
Всего получаем 1 + 15 + 123 = 139 разложений. 


14.26. С одной стороны, 2” = (1+ 1)?” = _ + сы +... + 


0 1 
2 2 5 
+ ( й 2 ( ет С другой стороны, 
п 


2% 
— - (2п)! _ 28 2т-1 -_.. 1 22”, 
п тит! п п-1 1 
21 — 
поскольку 22 для =0,1,.... п- 1. 
ее 1 
14.27. По определению о. = 5. И Числитель делится на 


р, а знаменатель не делится на р. Поэтому целое число, которое получается 
в результате деления числителя на знаменатель, делится на р. 


—1 —1 
14.28. Тождество т = Е ‚) + с ) показывает, что 


т в(Р\ Г пт [Р-Т т (0 (Р\ _ (тт [(Р-Т\ _ 
х(-*(е) = (59 (2.1), че. (0) = (10 (2Т) 1 
Если 1 <т <р- 1, то согласно задаче 14.27 каждое слагаемое (1% (;) 
делится на р. 

14.29. Тождество (1 + #)"? = ((1++)")? показывает, что 
пр\ _ р р 
в >. (2). (#). 
1+... +В. =Рр 
Согласно задаче 14.27 число и делится на р, если 0 < Ё < р. Поэтому 


в указанной сумме на р? делятся все слагаемые, за исключением тех, для 
которых А; = р для некоторого $. Каждое из таких слагаемых равно 1, а их 
количество равно п. 
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п(п — 1) 
2 


п п-т)... (п-т-+1 
Пусть т > 3. В выражении ( ) = ( р ) 
й т 1.2.....т 
лится на п = р”`^, а наивысшая степень р, на которую делится знаменатель, 
т 


т т т т 
равна | —| + || +... < ++... = —. 
р р р Р р-1 


14.30. При т = 2 нужно доказать, что ( и ) = 
очевидно. и 


делится на п; это 


числитель де- 


Если т = 3, то —_ делится на р в степени а —2— В + В +... = 


=а- 2 [Ва 3=а- т. 
р 


Если т > 4, то (^) делится на р в степени а — 2 ++ 
т 
+... 2а-2 р 2а-2 о 2а т. 


р-1 
-}...п- 1 
14.31. Ясно, что м _ пт-и) ее +1 


число р делит числитель этой дроби. Пусть р” — наибольшая степень р, ко- 
торая делит хотя бы одно из чисел от п — К +1 до п включительно; пусть 
это будет число т (если таких чисел несколько, то мы выбираем любое из 
них). Сосредоточим внимание на числе т и в соответствии с этим запишем 
числитель рассматриваемой дроби в виде 


(т Е а)(т+а-1...(т+1т(т-1...(т- 5} 


. Рассматриваемое простое 


здесь т+а = пит-ф =п-Ё+1 поэтому Е = а+6+1. Множители 
знаменателя переставим в соответствии с записью числителя: 


К! = а(а-1).....1. (а+1)(а+2)... (а+65+1. 


1 +2)... 1 1 
Число ры ) Бла в т )) пезое; обозначим его 1. Итак, 
ее т-+а-1 т+1 т-1т-2 т-—ф т. 
к/ а а-1 “1 1 И 1’ 


т 
множитель т мы переставили в конец. 


Пусть х — некоторое целое число, причём —6 < х За, ар” — наиболь- 
шая степень р, делящая т. Если т1 < тг, то наибольшая степень р, которая 


тт 1 
делит числитель дроби ‚ равна р". Степени р в числителе и в знаме- 
нателе сокрашаются. Предположим теперь, что т! 2 г. Из неравенств для т 
следует, чтоп —А +1 < т-+х < п. Поэтому согласно выбору числа т наи- 


тт 
большая степень р, которая делит числитель дроби ‚ не превосходит р”. 


В этом случае после сокращения степень р может остаться только в знаме- 


ул 
нателе. Таким образом, наибольшая степень р, делящая ( Е 


<т < п. 


) ‚ не превосходит 


наибольшей степени р, делящей т. Значит, р° < р’ 
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14.32. Первое решение. Элемент, не обладающий ни одним из дан- 
ных свойств, даёт вклад только в первый член №. Элемент, обладающий ров- 
но одним свойством, даёт вклад в первые два члена; его общий вклад равен 
1-—1=0. Элемент, обладающий ровно К > 2 свойствами, даёт вклад в первые 
К +1 членов. В член аааЕ М... он даёт вклад ( т поэтому его общий 
вклад равен 


1-(1)+(5)+...-+610 (2) +...+С1* ($) =а-1*=0 


Второе решение. Положим 


ска = | 


Тогда искомое число равно 
м 


1, если К-и предмет обладает свойством Р;; 


0, если не обладает. 


(1-С(К,1)) (1- С(К,?2))...(1-С(К,п)) = 


К=1 


п М М 
=м-У` У ско + У У С(Кд-... 
4=1 К=1 1 <42 КЕ! 
Остаётся заметить, что У: У СК) = №, Унев У е= 
— Лир ит.д. 
14.33. Пусть данные предметы — числа от 1 до п, а свойство Р; заключал 
ется в том, что данное число не делится на р:;. Количество чисел от 1 до п, 


п 

делящихся на р;, равно п/р:, делящихся на р; и на р;, равно ‚ ит.д. По- 
РР; 

этому по формуле включений и исключений 


дит [и ся 


Рь р1р2 Р1...Рь 


14.34. а) Воспользуемся формулой включений и исключений. А именно, 
пусть предметы — это перестановки чисел 1,..., п; их количество равно я. 
Свойство Р; заключается в том, что а; = 1. Тогда М... = (п- К)! — коли- 
чество перестановок, оставляющих на месте № чисел 41,..., к. Количество 

Ул 
п <... №... равно С 
выбрать К элементов 41, ..., 4к среди п элементов. Остаётся заметить, что 
т 


=-®\(у) = 


6) Доля таких перестановок равна 


слагаемых в сумме у ) — это количество способов 


с +... + с. 


т т 
т Вы 
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При п — со это число стремится ке" (задача 29.47). 
!(2 2т)! 
14.35. Положим А(т, п) = и ЕН ‚. Тогда А(т, 0) =1и А(0,п) = 


т) !т!(п + т)! 


2 
— ( ей Кроме того, 
ул 


(ть — 1)! (2% + 2т —2)! 4т, 1 
(2т — 2) п -Тп+т- и! Е ь г). 


жт-+2т-—1 _ (2 +2т -— 1 (21 + 2т)т 
ит) ^^ пб тт) — 
+А(т — 1, п) = А(т,п). 

14.36. Пусть искомое число равно 4». Ясно, что 43 = Ти 44 = 2. Для 
удобства положим 42 = 1. Проверим, что 45 = 4244 + азаз + а442. Фик- 
сируем одну из сторон пятиугольника. Пусть этот пятиугольник разрезан 
непересекающимися диагоналями на треугольники. К фиксированной сторо- 
не прилегает ровно один из этих треугольников. Возможны три варианта: 
слева от этого треугольника расположен четырёхугольник, по обе стороны 
расположены треугольники, справа расположен четырёхугольник. Каждый 
из этих многоугольников нужно разрезать диагоналями на треугольники, а 
затем подсчитать общее число вариантов. В результате получим 4 - 4заз + 
+ 44 = 4244 + 4з4з + 4442. 

Аналогично для любого п получаем 4» = 424.1 + 434,2 +... + ап_—142. 
Значит, 4» = сп—1. 


4А(т, п —- 1 +А(т — 1 п) = 


Заметив, что ‚ получим 4А(т,п- 1) + 


14.37. Между расстановками скобок для п-{ 1 букв и разрезаниями (п-2)- 
угольника на треугольник непересекающимися диагоналями можно устано- 
вить взаимно однозначное соответствие. На рис. 14.1 показано, как это дела- 
ется в конкретном случае. В общем случае буквы последовательно записыва- 
ются на сторонах (п -+ 2)-угольник по часовой стрелке. Одна фиксированная 
сторона остаётся свободной. Если заданы диагонали (п + 2)-угольника, то 
каждой диагонали сопоставляем пару скобок, заключающих выражения на 
сторонах прилегающего к ней треугольника. Так последовательно будут за- 
писаны выражения в скобках на каждой диагонали, и в конце на свободной 
стороне будет записана требуемая расстановка скобок. Наоборот, если за- 
дана расстановка пар скобок, то её можно сопоставить набор диагоналей, 
сопоставляя каждой паре скобок диагональ, начиная со скобок, заключаю- 
щих пару соседних букв. 


14.38. Правильная скобочная структура из п скобок характеризуется 
тем, что в ней п левых скобок, п правых скобок, и в любом её начальном 
участке количество правых скобок не превосходит количества левых скобок. 
Ясно, что при п =Ти 2 количество правильных скобочных структур равно 1 
и 2 соответственно. Требуемое рекуррентное соотношение доказывается сле- 
дующим образом. Сопоставим краиней левой скобке первую правую скобку 
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(((аб)с)(ае)) 


Рис. 14.1. 


так, чтобы между этими двумя скобками была расположена правильная ско- 
бочная структура из А пар скобок для некоторого К (возможно, К = 0). Тогда 
вне этих скобок расположена правильная скобочная структура изп —Ё-—1 
пар скобок. Ясно также, что обе эти правильные скобочные структуры могут 
быть произвольными. 


14.39. а) Взаимно однозначное соответствие между путями Дика и пра- 
вильными скобочными структурами из задачи 14.38 можно установить, со- 
поставив звену (1, 1) левую скобку, а звену (1, —1) — правую скобку. 

6) Дополним путь Дика одним звеном (1,—1). Фиксируем в полученном 
пути одно из п + 1 звеньев (1, —1) и сопоставим ему путь из точки (1,1) 
в точку (2 + 1, —1) следующим образом. Перенесём параллельно в начало 
координат путь, который состоит из фиксированного звена, и следующего за, 
ним участка пути Дика, включая добавленное звено. В конец полученного 
пути перенесём начальный участок пути Дика от начала координат до фик- 
сированного звена. Теперь фиксированное звено всегда ведёт в точку (1, —1), 
поэтому мы получаем путь из точки (1, —1) в точку (2. +1, —1). По этому 
пути мы можем восстановить исходный путь Дика. А именно, рассмотрим 
все нижние точки пути и выберем среди них крайнюю справа. Эта точка, 
разбивает путь на два участка. Перенесём первый участок так, чтобы он 
заканчивался в точке (2п + 1,1), а второй участок — так, чтобы он на- 
чинался в точке (0,0). В результате после отбрасывания последнего звена 
получим путь Дика: это очевидно для первого участка полученного пути и 
легко проверяется для второго. Если мы возьмём какую-нибудь другую ниж- 
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нюю точку пути и попробуем применить ту же самую конструкцию, то для 
первого участка полученного пути требуемое свойство будет выполняться, а 
для второго — нет. 


5 2 
Количество всех путей из точки (—1,1) в точку (2% +1, —1) равно ( г 
п 


Действительно, из 2% звеньев мы должны выбрать я звеньев (1, 1). Каждому 
пути Дика соответствует ровно п-1 таких путей, поэтому количество путей 


Дика равно - (^) 
р п-+1\ п /° 


14.40. а) Между такими последовательностями и путями Дика можно 
установить взаимно однозначное соответствие, сопоставив числу аз звено 
(1, аз). 

6) Положим а; = 1, если у 1-го человека в очереди 50 рублей, и а: = 
= —1, если 100. Кассир сможет всем дать сдачу тогда и только тогда, когда 
на каждом шаге количество полученных им 50-рублёвых купюр не меньше 
количества 100-рублёвых, т.е. а1 2 0, аа +а220,..., аа +а2+...Ч+аж-—1 >20 
(по условию а1 +а2+... аз = 0). Таким образом, мы приходим к задаче а). 


14.41. Первый и последний ходы ладьи определены однозначно. Поэтому 
можно рассматривать пути ладьи без первого и последнего хода. Взаимно 
однозначное соответствие между такими путями и путями Дика из 2(п -— 2) 
звеньев устанавливается очевидным образом. 


14.42. На рис. 14.2 показано, как плоскому бинарному дереву с одним 
корнем и п листьями можно сопоставить разбиение (п + 1)-угольника на тре- 
угольники и расстановку скобок для п букв. В многоугольнике выделяется 
одна сторона, которая соответствует корню. Остальные стороны соответ- 
ствуют листьям. 


14.43. а) Количество всех способов пометить п вершин (21-+1)-угольника 
жт-1 
единицами (а на остальные места поставить нули) равно . Число 
п 


2п + 1 не делится на п, поэтому никакой набор пометок не может перейти 
сам в себя при повороте (2 + 1)-угольника. Количество поворотов (2п + 
+ Г-угольника, переводящих его в себя, равно 2п + 1. Поэтому количество 


1 21 +1 
различных наборов пометок равно ——— р 
2% +1 п 


6) Покажем, что сушествует взаимно однозначное соответствие между 
наборами пометок и расстановками п пар скобок для п +1 букв. Сопоста- 
вим расстановке скобок последовательность из нулей и единиц, заменив ка- 
ждую левую скобку единицей, а каждую букву нулём; правые скобки при 
этом игнорируются. Обратная операция для последовательностей определена, 
не всегда, потому что расстановке скобок не может соответствовать после- 
довательность, начинающаяся с нуля. Поэтому запишем полученную последо- 
вательность в вершинах правильного (2п + 1)-угольника по часовой стрелке. 
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Рис. 14.2. 


Для такого набора пометок обратная операция определена, однозначно. Дей- 
ствительно, нулей больше, чем единиц, поэтому обязательно найдётся тройка, 
последовательных чисел 100. Для такой тройки расстановка скобок опреде- 
лена однозначно: правая скобка стоит сразу же за соответствующими двумя 
буквами. Выражение в скобках играет такую же роль, как буква. Поэтому 
последовательность 100 можно заменить на 0, перейдя к (2% — 1)-угольнику, 
ит.д. 


14.44. Воспользовавшись формулой из задачи 14.15, получим 
1 [а 1 1 
1-2-у-2у (1-21-99 1+ 


(1 (*5°) р г 


| 
М 


р 
Значит, ара = И" (*) ты — коэффициент при #? в выражении (1 + 
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+х)? (1-х). Нас интересует случай, когда р = пиа = 2п- 2. В этом случае 
(1+5)2(1—2)9 = (1-2)"(1 — 2)?2; коэффициент при <?" равен (—1)" т + 


= пи (1 т) =( т (*)- 


14.45. Ответ: 9. Числа 9 и 10 можно получить двумя разными способами: 
9 =3+6 =4-+5и 10 =4+6 = 5-5. Но нам необходимо учитывать порядок, 
в котором выпадают числа на костях. Поэтому число 9 получается четырьмя 
разными способами, а число 10 лишь тремя: 9 =3З+6=6+3=4+5 =5+4, 
10 =4А+6=6б-+4А=5+5. 

14.46. Ответ: ‹отец-мать отец». (Такой ответ представляется на пер- 
вый взгляд странным, потому что приходится дважды играть с сильным 
игроком. Но при другом порядке матчей нужно обязательно выиграть един- 
ственный матч с сильным игроком, а не один из двух матчей.) 

Пусть вероятность выиграть матч у отца равна р, а у матери — 4. По 
условию р < 4. Победу мальчику приносят следующие исходы турнира: ВВП, 
ВВВ, ПВВ (здесь В означает выигрыш, а П проигрыш). Для турнира ‹отец- 
мать-отец» вероятности таких исходов равны р9(1—р), рар, (1—р)ар. Поэтому 
вероятность выигрыша в таком турнире равна 2ра — рар. Аналогично веро- 
ятность выигрыша в турнире «мать-отец-мать» равна 2рд — 9р4. Ясно, что 
рар < ар4, поэтому 2ра — рар > 2ра — арч. 

14.47. Ответ: 7: 1. Пусть игроки сыграют ещё три партии, т.е. игра 
фиктивно продолжается даже после того, как первый игрок получил приз. 
Второй игрок получит приз тогда и только тогда, когда он выиграет все 
три партии. Поскольку все 23 = 8 исходов этих трёх партий равновероятны, 
второй игрок получит приз с вероятностью 1/8. Соответственно, первый 
игрок получит приз с вероятностью 7/8. 


14.48. а) Ответ: 4. Пусть в ящике лежит т красных носков и п чёр- 
ных. Вероятность того, что первый выбранный носок красный, равна, 


пт’ 
При условии, что первый выбранный носок красный, вероятность того, что 


второй выбранный носок тоже красный, равна . Поэтому вероят- 


ность того, что оба носка красные, равна . Таким образом, 


пт п +т-—1 
требуется, чтобы выполнялось равенство 
т т-—1 1 
=: (1) 
п-т п-т-1 2 
При п = 1 получаем т = 3. Такой набор носков нам подходит. 


6) Ответ: 21. Ясно, что п ›> 0. Тогда, как легко проверить, 
т т — 


Поэтому должны выполняться неравенства 


ее 
п+т 2 +т-1 | 


п+т п+т-—1` 
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т.е. (2+1 п < т < (У2+1п+1. По условию число п чётно. Для п = 2, 4, 6 
получаем т = 5, 10, 15. В первых двух случаях равенство (1) не выполняется, 
а в третьем выполняется. При этом п + т = 6+ 15 = 21. 


Замечание. Равенство (1) можно переписать в виде (2% — 1)? —2(2у)? = 1, 
где х = т —пиу= п. Поэтому в общем случае мы ‘имеем дело с уравнением 
Пелля. 


14.49. Ответ: да, могут. Пусть, например, на гранях костей написаны 
следующие числа: 
на кости А 1,444.44; 
на кости В 2,2,2,5,5,5; 
на кости С 3,3,3,3,3,6. 
В выигрывает у А, если на В выпадает 5 или на В выпадает 2, а на А 
1 ге 1 
в р” 
С выигрывает у В, если на С выпадает 6 или на С выпадает 3, а на В 


1 
выпадает 1. Вероятность этого равна 5 + 


а 
выпадает 2. Ве оятность этого равна -— = = р 
п р т Р 6162-12 72 


А выигрывает у С, если на А выпадает 4, а на С выпадает 3. Вероятность 
1 


этого равна ==> -. 
ато > 


Глава 15. 


Рекуррентные 
последовательности 


Рекуррентиной последовательностью порядка Ё называют последо- 


вательность чисел 1, и2,..., где числа и1, (2, ..., ик произвольные, а 
при всех п > 1 выполняется соотношение ик = ак -+...-+ кв, 
где а1, 42, ..., ак — некоторые фиксированные числа. 


15.1. Общие свойства 


15.1. Пусть а1, а2, ..., ак — фиксированные числа и ик = 
= Чик 1 +... + аки. Докажите, что 


Рь_1(х) 


2 3 
и1 + 425 + изт + их р) 
1 -а1х — а2т ... — акт 


где Р,_1(1) — многочлен степени не выше й — 1. 


15.2. Пусть а1, а2, ..., ак — фиксированные числа и ик = 
= ак 1 +... + аки. Предположим, что 11,..., Хь — попарно раз- 
личные корни уравнения д® = а1щ" 1+ ах 2+... + а. Докажите, что 
тогда ии = с157"+...+ ть для некоторых фиксированных с1,..., 
Сь- 
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15.2. Числа Фибоначчи 


Числами Фибоначчи называют последовательность чисел ЕЁ! = 1, 
ЕР =1, Е, =Е_1-+Е„_2 при п > 3. Начало этой последовательности 
имеет вид 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. ... 


15.3. Докажите, что Ерь = ЕЕ + ЕрВу. 


15.4. а) Докажите, что числа Е» и Е»+1 взаимно просты. 
6) Докажите, что НОД(ЁЕ., Е») = Ру, где 4 = НОД(т, п). 


15.5. Докажите, что если т > 2, то Е» делится на Е» тогда и только 
тогда, когда й делится на т. 


15.6. Докажите, что 
СО Г ПЕЫВ оИ еАБ" 
У 2 2 
(Бине). 
15.7. Докажите, что для любого натурального п число 


(1)+5($)+25(5) +125(%1) +... 


15.8. а) Рассмотрим последовательность многочленов }1(1) = 1, 
2(%) =х, р. (1) = _1(2) + [„2(1) при п > 3. Докажите, что 


—1 = —2 — _3 гы 
дна) = + ("1 )=" 2+ (") =" “+ ("; =" +... 


6) Докажите, что 
п-1 п-2 п-3 
Ва 1+ (11) + (".*}+ ("5 +... 


15.9. Докажите, что 


1 
1-х- 


делится на 97" 1. 


та = А +В6т+ В +Е +... 


15.10. Докажите, что для любого натурального числа п найдётся 
число Фибоначчи, делящееся на п. 


15.11. Докажите, что сумма восьми последовательных чисел Фибо- 
наччи не может быть равна числу Фибоначчи. 
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15.12. Докажите, что если а? —а5—5? = +1, гдеаиф — натуральные 
числа, то а = Е,+1 и = Е, для некоторого п. 


15.13. Найдите все решения в натуральных числах уравнения 


И о где т Ее биномиальный коэф- 
> то ГА Ат) > 


т —1 (п — т)! 
фициент. 


15.14. а) Докажите, что Ежа Ри —1 = Е. +1. 

6) Докажите, что ЕЁ. + Е, 1+1 = ЗЕ Ежт-1. 

15.15. При каких натуральных а и 6 число а? + $? +1 делится на, 
аб? 

15.16. Найдите все пары натуральных чисел а и 6, для которых 
а? + 1 делится на 6, а? + 1 делится на а. 


15.17. Докажите, что любое натуральное число п единственным 
образом можно представить в виде п = Ру, +Еь.-+...+Еь„, где №1 > К>-+ 
+1, А > -+1..., Ат т > Кю +1 > 1. 


15.18. Докажите, что число Фибоначчи с нечётным номером не мо- 
жет делиться на простое число вида 4 + 3. 


15.3. Числа Фибоначчи и алгоритм Ев- 
клида 


15.19. Пусть аи $ — натуральные числа, причём а > фи НОД(а, 5) = 
= 4. Докажите, что если алгоритм Евклида, применённый к а и 6, оста- 
навливается после п шагов, то а > АР иб > АЕ. 

15.20. а) Докажите, что Е.Б > 10Е,. 

6) Докажите, что если Ел < 10*, топ < 5К. 

15.21. Докажите, что количество шагов алгоритма Евклида, при- 
менённого к паре натуральных чисел а > 6, не превосходит количества, 
цифр десятичной записи числа 6, умноженного на 5. 


15.4. Числа Фибоначчи в комбинаторике 


15.22. Чему равно количество подмножеств множества 
{1,2,3,...,п}, не содержащих двух последовательных чисел? 
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15.23. Сколькими способами можно представить число п в виде сум- 
мы нескольких слагаемых, равных 1 или 2? (Представления, различаю- 
щиеся порядком слагаемых, считаются различными.) 

15.24. Сколькими способами можно представить число п в виде сум- 
мы нескольких целых слагаемых @; > 2? (Представления, различающи- 
еся порядком слагаемых, считаются различными.) 

15.25. Сколькими способами можно представить число п в виде сум- 
мы положительных нечётных слагаемых? (Представления, различаю- 
щиеся порядком слагаемых, считаются различными.) 


15.5. Специальные рекуррентные после- 
довательности 


15.26. Пусть а1 =1, а2 =0, а =1и 


(п? +п+1(п+1) +1 


— 2 
Фе Чи + (и +п-+ Пава — 
при п > 1. Докажите, что а» — квадрат целого числа для любого п > 1. 
15.27. Пусть 1 = 1 42 =0, из =Тищ, = и _2 + ии_з при п > 4. 
Докажите, что из. — и? 1 и и2п-1 — 21 делятся на ив. 


п 


Решения 
15.1. В произведении (и1 + иож-Низх? ия +...) (1-а1х—а2=?-—...-—акя®) 
коэффициент при ОЕ, п > 1, равен чик — аи\т-чь- —...- авиь = 0. 


Значит, это произведение представляет собой многочлен Р»_1(х) степени не 
выше К -— 1. 


15.2. Согласно задаче 10.34 можно выбрать числа с1, ..., ск так, что 


&—1 &—1 
ик = с1т1 +... + скжь . 


Тогда, 
+... ак) +... + ск (аж "+... ак) = 


ак +... К авки1 = Ч. 


р р к 
с +... + скЖь = с1(а151 
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Аналогично саж Ре тЕ ск = \ +2 И Т.Д. 


15.3. Применим индукцию по К. При К = 1 получаем Ри-+1 = Е -1-+ Е», а 
при К = 2 получаем Е»-+2 = Е, +2ЁЕ, = Еь—1 + Е» + Е» = Ели + Е». База, 
индукции доказана. Предположим теперь, что Еи+к-2 = Ри —1Еь-2 + Е Ек-1 
и кк = Е, 1 Еь-1 + Е» Ек. Тогда Еи-к = Рю 1(Рь 2+ Е» 1) + Е (Еь-1 + 
+ Рь) = Ра Рь + Е Ека. 


15.4. а) Предположим, что числа Р» и Е»-+1 делятся на целое число 4 > 1. 
Тогда Ри 1 = Еь+1 — Ри тоже делится на 4 ит.д. В итоге получим, что > =1 
делится на 4. 

6) Воспользуемся формулой Еь-+к = Е, -1Еь + Е» Еь1 (задача 15.3). По- 
ложим т = п + К. При т > КЁ получаем НОД(Е.,Еь) = НОД(Ет-вк—1Еь + 
+ Ежа, Еь) = НОД(Еи-—кРь1, Ек) = НОД(Еи-ь, Ех), поскольку числа 
Еь и Ек+1 взаимно простые. Теперь можно воспользоваться результатом за- 
дачи 4.11. 


15.5. Число Р» делится на Ри тогда и только тогда, когда НОД( Ри, Еш) = 
= Рю. С другой стороны, согласно задаче 15.4 НОД(Е»,Еш) = Енод(ьт). Та 
ким образом, получаем следующее условие: НОД(п, т) = т (здесь мы поль- 
зуемся тем, что т > 2). Полученное равенство, в свою очередь, эквивалентно 
тому, что п делится на т. 


15.6. Согласно задаче 15.2 ЕР» = с1х7 + с2т5, где х1 и 42 — корни урав- 


нения 1? =х-+Т, ас! и с2 — некоторые константы. Решая квадратное урав- 


нение, получаем 51,2 = 


. Константы с1 и с2 мы находим, воспользовав- 
шись тем, что М =Ти Р№ =1. 


15.7. Формула Бине (задача 15.6) показывает, что 
2", = (1) +5(%) +25(5) +125(%) +... 


15.8. а) Многочлены р (5) и [2(5) имеют указанный вид. Поэтому доста- 
точно проверить, что многочлены указанного вида удовлетворяют указан- 
ному рекуррентному соотношению. Но если посмотреть на коэффициенты 
при степенях х по отдельности, то это рекуррентное соотношение сводит- 


ся к основному тождеству для биномиальных коэффициентов: т = 
г. + ели. 
= Г. к-т 7 

6) Непосредственно следует из а), поскольку ЁР» = }»(1). 

15.9. Ясно, что (1 —«—=2)(Ё +Вх-+ Ех? + ЕяЗ+.. .) = А+ (Р-ЕВ)х-+ 
+ (23 — В — В)? + (№ — № — Р)23 + Не При этом Е = 1, № -— В = 0, 
Е -№- В =0, Е - Е - ВР =0.... 


15.10. Рассмотрим пары остатков от деления на п соседних чисел Фибо- 
наччи Е, и Е, 1 дляк =1,2,..., п? +1. Количество различных пар остатков 
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равно п?, поэтому среди рассматриваемых пар остатков найдутся две оди- 
наковые пары, т.е. числа Еь — Ни Рь-+! - Ну: делятся на п для некоторых 
чисел 1 <Ё<|[< п? +1. Тогда число РЕ! — Е_1 = Ре: - Е —(Е№-В) 
тоже делится на п и т.д. В конце концов получаем, что числа Е> — Н-к-+2 
и В - В_вк-ы делятся на п. Поэтому В-к = Н-к+2 — В-ь1 = № - И =О 
(шо4 п). 


15.11. Пусть 5 = Ри! + Ек+2+...+ЕРь+в — сумма восьми последователь- 
ных чисел Фибоначчи. Достаточно доказать, что Ро < 5 < Ри+1о. Первое 
неравенство очевидно: 5 > Рь+т + Руа = Ек+э. Докажем теперь второе не- 
равенство. Ясно, что 


Ек+ло = Еьуз + Екуо = 
= Рьуз + Екут + Ека = 
= Рич + Рут + Рут + Ра = 
= Рё + Руб + Ев + Ркчт + Еву = 


= Рика + 2+2 + Екз+...-+ Ва. 


Последнее выражение, очевидно, больше 5. 


15.12. Равенство а? = $2 + а6 + 1 показывает, что а > 6, причём а =Ь 
лишь в том случае, когда оба эти числа равны 1. Поэтому будем считать, 
что а > 6. Для пары 6, а — 6 тоже выполняется требуемое равенство, по- 
скольку 6? — (а-В)6- (а—6)? = —(а? — а6 — 12). Поэтому после нескольких 
таких замен мы дойдём до пары (1,1). Обратное преобразование имеет вид 
(1, у) => (1-9, 5), поэтому из пары (1,1) мы будем последовательно получать 
пары (Еи-+1, Е») для п =2, 3, ... 


15.13. Рассматриваемое уравнение эквивалентно уравнению тп = 
= п -т)(п — т+ 1) Пусть 4 = НОД(т,п), п = д4аит = 4. После 
сокращения на 4 получаем уравнение аб4 = (а — 6) ((а — Ба+1). Число 4 
взаимно просто с (а—6)а-+1, а число аб взаимно просто с а-— 5, поэтому аб = 
= (а-6)4+1и4=а-6. Подставим в первое уравнение выражение а = 6+4 и 
заменим а — 6 на 4. В результате получим 6? + 4 = 4? +1, т.е. 62 +6а-— 4? =1. 
В задаче 15.12 приведено решение уравнения чуть более общего вида, когда 
в правой части стоит +1. Отбросив те решения, которые соответствуют —1, 
получим 4 = Еэь, 6 = ЕР иа =6-+4 = Еж. Таким образом, п = Ель Е2к-+1 
ит = Е кф. 


п п-1 
Замечание. Равенство 1 = эквивалентно равенству 
т, — 


ее 
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15.14. а) Применим индукцию по п. При п = 1 равенство очевидно. Пред- 
положим, что доказано равенство Е>и-1Е>„_1 = Е2, +1 для некоторого п. 
Тогда Е? +1 = (Еж + Еж)? +1 = Е +2Е жа Еж + Е, +1 = Е + 
+2 Ежа Еж + Ежа Еж-1 = Ржт- 1(Е2ъ н-+2Рж +Еж—1). Остаётся заметить, 
что Еж + Еж + Еж-1 = Езт-2 + Еж-ы = Е2п-з. 

6) Воспользовавшись задачей а), получаем Е? ЕЕ, 1-21 Еж—1 = 
= (Е.+1 - Еж_1)? = Е, = Ежа Еж — Ъ а значит, Ежа + Ежа +1 = 
= Зж-1Ежт-1. 

15.15. Можно считать, что а 2 6. Согласно задаче 15.14 числа (а,6) = 
= (Ежи, Еж-1), п > 1, обладают требуемым свойством; числа (а,6) = (1,1) 
тоже. Покажем, что никакие другие пары натуральных чисел (а, 5), гдеа > 6, 
этим свойством не обладают. Применим индукцию по 4. Прежде всего отме- 
тим, что если а = 6, то число За? + 1 делится на а?, поэтому а = 1. Предполо- 
жим, что а? 6? +1 = каф, где К — натуральное число и а > 1. Положим а! =6 


2 
ее ее 


а 
= АБ(ЁЬ — 1) = Кал 61, поэтому числа (а1,6:) обладают требуемым свойством. 


241 652+1 
Ее В 


Число 6! целое, поэтому 61 < $ = а1. Кроме того, а1 = 6 < а по условию. 
Значит, по предположению индукции 6 = а1 = Еи-1 и 6 -а=Ы = Еж 
для некоторого п > 0 (мы считаем, что Е_! = 1). Но в таком случае К = 3, 
поэтому а = Аб — 6: = ЗЕ п+1 — Еж = 2Рж-1 + Ра — Еж = Ежа + 
+ Ро + Еж = Ежи + Ежа = Ежтуз. 


15.16. Формула Е + Е, 1+1 =3ЗЕ 4+1 Ежт—1 из задачи 15.14 показы- 
вает, что пара (Еж_1, Е2.+1) обладает требуемым свойством. Покажем, что 
никакая другая пара натуральных чисел (а,5), где а < 6, этим свойством не 
обладает. Применим индукцию по 6. Прежде всего заметим, что если а = 6, 
тоа?-+1 делится на а, поэтому а =6 = 1. Пустьб > 1, аз, а*+1 = №иб?+ 
+1 = ра, где Ли р — целые числа. Тогда (а? +1)? = 25? = Л? (ра—1), поэтому 

=-Л? (шо4 а), т.е. А? + 1 делится на а. Кроме того, аб > а(а+1) 2 а? +1, 
поэтому Л < а < 6. Воспользовавшись предположением индукции, получим 
Х = Е тиа = Еж_1. Значит, 6 = Вида +1 = ЗЕЕ — Рыб = 
Еж Еж 
= ЗЕж-1 — Ет-1 = Ежи. 


15.17. В качестве Рь, выберем наибольшее число Фибоначчи, не превос- 
ходящее п, т.е. Еь, < п < Е 1. Тогда 0 < п- Е < Ещ1 — Ем = Ем-1. 
Поэтому если в качестве ЁРь. мы выберем наибольшее число Фибоначчи, не 
превосходящее п — Рь,, то Еь, < Ем -1, т.е. К2 +1 < №. Затем выбираем 
наибольшее число Фибоначчи, не превосходящее п — ЕРь, — Еь., ит.д. 

Единственность представления следует из того, что ВР < п < Ев. 
Действительно, Рь, + Рь, +...+Ек„ < Ев + Ем -2+ Еь.-4+...; послед- 
нее слагаемое в этой сумме равно Ёз при нечётном №1 и Ё> при чётном #1. 


Проверим, что 1 < 81 < а! < а. Действительно, 61 = 
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Заменим Ёз на Е. —Т, а № — на В - 1. После этой замены сумма легко 
сворачивается и получается РЕ. +1 — 1. 


15.18. Положим в задаче 15.3 Е =п- 1. В результате получим Еж-_1 = 
= Е2_, + Е?. Поэтому если Е>„_1 делится на простое число р вида 4% + 3, то 
оба числа Е, _1 и Е» делятся нар (задача 31.2). В таком случае число Ри_2 = 
= Р» — Е, 1 тоже делится на р и т.д. Приходим к противоречию, поскольку 
Е = 1 не делится на р. 


15.19. Применим индукцию по п. Если п = 1 тф=а=аРиа> 2а= 
= АЁРз. Предположим, что требуемое утверждение доказано для некоторого 
п >21. Рассмотрим числа а > 6, для которых алгоритм Евклида останавли- 
вается после п + 1 шагов. На первом шаге пара (а,5) заменяется на пару 
(6, с), где с = а- 46 <а-6. Для пары (5,с) алгоритм Евклида останавли- 
вается после п шагов, причём НОД(ф, с) = НОД(а, 6) = 4. Поэтому согласно 
предположению индукции 6 > аЁР, +2 ис > аЁР»-1. Следовательно, а > 6+ 
+с> а(Еп--2 + Ею1) = аЕРл-з. 

15.20. а) Воспользуемся тождеством из задачи 15.3: Ри+5 = Еи-2т = 
= Риз Ру + Е, 23 = 13Е,_—з + 21-2 > 10Е»-з + 20ЁЕ,-2 = 10Ё». 

6) Применим индукцию по К. При Ё = 1 достаточно заметить, что Е = 
= 13 > 10. Предположим, что для данного К > 1 мы уже доказали, что из 
неравенства Еьу1 < 10* следует неравенство п < 5К. Пусть Ета < 10*+1. 
Тогда согласно задаче а) 10Еи_4 < Еж! < 101, поэтому Ит—5) < 10^. 
Следовательно, согласно предположению индукции т — 5 < 5К, т.е. т < 5(К-+ 
+ 1), что и требовалось. 


15.21. Пусть алгоритм Евклида, применённый к паре (а,6), останавлива- 
ется после п шагов. Тогда, согласно задаче 15.19 6 > Ели. 

Если количество цифр в десятичной записи числа $ равно Ё, то 6 < 10*, 
поэтому Ри: < 10*. Остаётся воспользоваться результатом задачи 15.20. 


15.22. Ответ: ЁР»-+2. Пусть искомое число равно т. При п = 1 есть под- 
множества, © и {1}, поэтому х1! = 2. При п = 2 есть подмножества ©, {1} 
и {2}, поэтому х1 = 2. Легко проверить, что хи = ти-1 + хи-2 при п > 3. 
Действительно, если рассматриваемое подмножество содержит п, то оно не 
содержит п — 1, и никаких других ограничений на него не накладывается. 
Количество таких подмножеств равно х»„_2. Ясно также, что количество рас- 
сматриваемых подмножеств, не содержащих п, равно хи_1. 


15.23. Ответ: Ри-+1. Пусть искомое число равно хи. Ясно, что 51 =Ти 
12 =2. Докажем, что хи = хи_1 +Х»_2 при п > 3. Действительно, количе- 
ство представлений числа п с первым слагаемым 1 равно ти_1, а с первым 
слагаемым 2 — хи_2. 

15.24. Ответ: Р»_1. Пусть искомое число равно хь. Ясно, что 11 = 0, 
12 =1итз =1. Докажем, что т» = и_1+1,_2 при п > 3. Первое слагаемое 
может быть равно 2; количество таких представлений равно х„_2. Первое 
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слагаемое может быть больше 2. Тогда из него можно вычесть 1 и получить 
представление числа п — 1. Поэтому количество таких представлений равно 
Фп—1. 


15.25. Ответ: Е». Пусть искомое число равно ти. Ясно, что х1 = Ти 12 = 
= 1. Докажем, что хи = 2.1 + 2.2 при п > 3. Действительно, количество 
представлений с первым слагаемым 1 равно т„_1. Если же первое слагаемое 
не меньше 3, то из него можно вычесть 2 и получить представление числа 
п-—2. 


15.26. Рассмотрим последовательность 6», для которой 6: = 1, 62 
= 0 ифв, +2 = пбь+: + & при п > 1. Возведём в квадрат равенства 6» = 
= 6+2 — пбиа и биз = (п +12 + 6.1. Затем, чтобы уничтожить член 
6-21, умножим первое из полученных равенств на п + 1, второе на пи 
сложим их. В результате получим 

(п? +п+1(т-+1) 


1 
= и + (пп - = - 


р 


Кроме того, 6з = 1. Значит, аи =. 


15.27. Проверим, что при 0 < А < т- 2 имеет место равенство 


т = Мк ть + к -2Итфк—1 + ЧЕИтк—2. (1) 
При К = 1 это равенство очевидно. Поэтому достаточно доказать, 
ЧТО Ик т-ь + Ч+2Мт-к-1 2 ЧкИт-к-2 = +2Ит-ь-1 + кз Ит-ь-2 + 


+ икчлит—к—з. Сократим члены ичк-+2ит_к—1 в обеих частях этого равен- 
ства и воспользуемся тем, что ик1итфь = Мк Итфк—2 Е Мклит—ь-з. После 
сокращения членов ик-+1ит—к_з, приходим к очевидному равенству (ик: + 
Ч к) Ит—к—2 = ШЗ итфь—2. 

Положив в равенстве (1) т = жи =п- 1, получим чи — м2: = 
= 2ии41. Положив в равенстве (1) т = т -+Т1иКк = п- 1, получим 
И2т-1 — м2 1 = ип (ит + чт-+2). 


Глава 16. 


Примеры и 
конструкции 


16.1. Наборы чисел 


16.1. Можно ли выбрать 10 натуральных чисел так, чтобы ни одно 
из них не делилось ни на какое другое, но квадрат любого числа, делился 
бы на каждое из чисел? 


16.2. а) Докажите, что существует бесконечно много пар натураль- 
ных чисел ^,[ > 2, для которых А!!! = п! для некоторого натурального 
п. 

6) Докажите, что для каждого натурального числа т существует 
бесконечно много наборов натуральных чисел а1, ..., ат > 2, для ко- 
торых а1!а2!...ат! = п! для некоторого п. 

16.3. Докажите, что для любого натурального п существуют п раз- 
личных натуральных чисел, сумма любых двух из которых делится на, 
их разность. 


16.4. а) Конечно или бесконечно множество пар натуральных чисел 
а, 5, обладающих следующим свойством: простые делители чисел а и 6 
одинаковые и простые делители чисел а+ 1 и 6+ 1 тоже одинаковые (и 
при этом а = 5)? 

6) Конечно или бесконечно множество пар натуральных чисел а, 5, 
обладающих следующим свойством: простые делители чисел аи 6 +1 
одинаковые и простые делители чисел а- 1 и 6 тоже одинаковые? 
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16.5. Укажите попарно различные натуральные числа р, 4, Г, р1, 41, 
11, для которых р? + 4? +1? =-+@-П ира! = ам 
(Рамануджан). 


16.2. Бесконечные последовательности 


16.6. Для любого ли натурального п из последовательности 1, 1/2, 
1/3, 1/4, ...можно выделить арифметическую прогрессию длины п? 


16.7. Существует ли бесконечная последовательность натуральных 
чисел а1, а2,..., в которой нет степеней натуральных чисел и ника- 
кая сумма нескольких различных членов этой последовательности не 
является степенью натурального числа? 


16.3. Последовательности операций 


16.8. Карточки с числами 1, 2, 3, ..., 32 сложены в стопку по по- 
рядку. Разрешается снять сверху любое число карточек и вложить их 
между оставшимися карточками, не меняя порядка карточек в каждой 
из двух частей, а в остальном произвольно. 

а) Докажите, что за 5 таких операций можно разложить карточки 
в произвольном порядке. 

6) Докажите, что за 4 такие операции нельзя разложить карточки 
в обратном порядке. 


16.4. Многочлены и рациональные функ- 
ции 


16.9. Приведите пример рациональной функции В(2) (т.е. отноше- 
ния двух многочленов), которая отлична от константы и В(х) = В (1/1) 
и В (5) = В1- т). 

16.10. Существует ли многочлен }(5,у) от двух вещественных пе- 
ременных, который всюду отличен от нуля, но принимает значения, 
сколь угодно близкие к нулю? 


16.11. Существует ли многочлен }(5) с целыми коэффициентами, 
который при некоторых различных вешественных х принимает оди- 


198 Глава 16. Примеры и конструкции 


наковые значения, но при всех различных рациональных значениях т 
принимает различные значения? 


16.5. Разные примеры и конструкции 


16.12. Можно ли разбить на пары 2п человек 2п — 1 способами так, 
чтобы каждый человек был в паре с каждым другим ровно при одном 
разбиении? 


16.13. а) Имеется кусок цепи из 60 звеньев, каждое из которых 
весит 1 г. Какое наименьшее число звеньев надо расковать, чтобы из 
образовавшихся частей можно было составить все веса в 1 г, 2 г, З г, 
..., 60 г (раскованное звено весит тоже 1 г)? 

6) Тот же вопрос для цепи из 150 звеньев. 


16.14. Можно ли провести в городе 10 автобусных маршрутов и 
установить на них остановки так, что какие бы 8 маршрутов ни были 
взяты, найдётся остановка, не лежащая ни на одном из них, а любые 9 
маршрутов проходят через все остановки. 


16.15. Дано п целых чисел а1 = 1, а2, 23, .... ап, причём 
а За! < 24:1 =1,2,....п-Т1) и сумма всех чисел чётна. Можно 
ли эти числа разбить на две группы так, чтобы суммы чисел в этих 
группах были равны? 


16.16. Радиолампа имеет семь контактов, расположенных по кругу 
и включаемых в штепсель, имеющий семь отверстий. Можно ли так 
занумеровать контакты лампы и отверстия штепселя, чтобы при любом 
включении лампы хотя бы один контакт попал на своё место (т.е. в 
отверстие с тем же номером)? 


16.17. а) Имеется 555 гирь весом 1 г, 2 г, Зг, 4 г,...555 г. Разложите 
их на три равные по весу кучи. 

6) Имеется 81 гиря весом 17 г, 22 г, 3? г, ..., 812 г. Разложите их 
на три равные по весу кучи. 


16.18. Рассматриваются всевозможные десятизначные числа, запи- 
сываемые при помощи 2 и 1. Разбить их на два класса так, чтобы при 
сложении любых двух чисел каждого класса, получилось число, в напи- 
сании которого содержится не менее двух троек. 

16.19. Прямой угол разбит на бесконечное число квадратов со сто- 
роной 1. Можно ли в каждом из этих квадратов написать натураль- 
ное число так, чтобы в каждом ряду квадратов, параллельном одной 
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из сторон прямого угла, любое натуральное число встречалось ровно 
один раз? 


Решения 
16.1. Да, можно. Пусть р1, ..., Р1о — различные простые числа, М = 
=р1...р10. Тогда числа № = р1№, ..., №0 = р1о М обладают требуемыми 


свойствами. Действительно, число №; делится на р?, а число М;, где 7 #4, 
делится только на рх, а на р? оно уже не делится. С другой стороны, № 
делится на №2, а №? делится на М,. 

16.2. а) Положим А =Й - 1. Тогда А!И = п!, где п =И. 

6) Положим а1 = а2!...ат!-—1. Тогда а1!а2!...ат! = п!, где п = а2!...ат!. 

16.3. Для п = 2 можно взять числа 1 и 2. Пусть числа а1,..., ав удо- 
влетворяют требуемому условию. Покажем, что тогда числа А, А+ а1,..., 
А-+ав, где А =а1... ав, тоже удовлетворяют требуемому условию. Ясно, что 
А-+ ак + А делится на А+ ак — А = ак, поскольку А делится на ак. Проверим, 
что А+а; + А + а; делится на А + а, - (А-+а,;) =а, —а;. По условию а; +а; 
делится на а; — а;. Кроме того, 2а: = (а +а;) + (а: —а;) делится на а; —а;, 
а значит, 2А делится на а; — а). 

16.4. а) Ответ: бесконечно. Пусть, например, а = 2" —2иф = 2" (2” —2). 
Тогда а+1=2” —1иф+1 = 2?” —2.2" +1 = (2 — 1). 

6) Ответ: бесконечно. Пусть, например, а = 2 +1иб = а -1 = 
= (а +1). Тогда у чиселаиб +1 = а? одинаковые простые делители. 
У чисел а +1 = 2(2*-1 +1) иф = 2*+1(2®-1 +1) тоже одинаковые простые 
делители. 

16.5. Воспользуемся тождеством Рамануджана }> = [а = 0 из зада- 
чи 32.23. Положив а = 1,6 = 2, с =Зи4 = 6, получим требуемый набор 
чисел 11, 6, 5 и 10, 9, 1. 


а образуют арифметиче- 


2 
у? 9:7 
! т! 


1 
16.6. Ответ: для любого. Числа = 
п. 


скую прогрессию длины п с разностью —. Эти числа имеют вид 1 /(@/К), 
п. 
где п! /К. 
16.7. Ответ: существует. Положим а1 = 2, а>2 = 223, аз = 22325, ..., 
а„ = 2232.. ра прп, где р» — п-е простое число. Число ак + ак +... + 
+ак-+» делится на рь и не делится на р? , поэтому оно не может быть степенью 
натурального числа. 


16.8. а) После перенумерации карточек можно считать, что карточки 
сложены в произвольном порядке, а сложить их нужно по порядку. Назовём 
беспорядком пару соседних карточек с номерами $ и {+ 1, на которых написа- 
ны числа а; > а;+1. Разобьём карточки на блоки, в которых нет беспорядков 
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(блок может состоять из одной карточки). Любые два блока можно слить 
так, чтобы получился набор карточек без беспорядков и при этом в каждом 
блоке порядок карточек не изменился. 

Первоначально количество блоков не превосходит 32. Снимем сверху пер- 
вые 16 блоков и сольём блок с номером $ с блоком с номером $ + 16. После 
этого получится не более 16 упорядоченных блоков. Снимем теперь сверху 
первые 8 блоков и сольём блок с номером $ с блоком с номером # + 8. После 
этой (второй) операции останется не более 8 блоков, после третьей операции 
на более 4 блоков, после четвёртой не более 2 блоков, а после пятой операции 
карточки будут упорядочены. 

6) Если карточки расположены в обратном порядке, то количество беспо- 
рядков равно 31. Когда мы снимаем сверху часть карточек, один беспорядок 
пропадает и в двух наборах карточек вместе будет 30 беспорядков, поэтому 
в одной части будет не менее 15 беспорядков. Ясно также, что если меж- 
ду двумя карточками, образующими беспорядок, вставить любую карточку, 
то образуется по крайней мере один беспорядок. Значит, если между ними 
вставить несколько карточек, то всё равно образуется по крайней мере один 
беспорядок. Поэтому после первой операции останется не менее 15 беспоряд- 
ков, после второй не менее 7, после третьей не менее 3, а после четвёртой 
операции останется не менее одного беспорядка. 


16.9. При заменах х на 1 —х и на 1/х из каждого числа можно полу- 


1 т Ж- 
чить всего шесть различных чисел: х, 1/х, 1-х, т Е ; . Поэтому 
ЕЙ —х х 
функция 
1 2? (2—1)? 
В(«) = =? 1-2)? 
и а р ат 22 


обладает требуемыми свойствами. 


16.10. Да, существует. Пусть, например, {(х, у) = =? + (ху — 1)?. Если 
(т, у) = 0, тох =Оиху- 1 = 0, чего не может быть. С другой стороны, для 


1 
любого = > 0 можно положить 5 = \/5 изу — 1 = у, т.е. у=1+ м Тогда 
= 
(т, у) = 25. 
16.11. Ответ: существует. Пусть, например, {(х) = 13—25. Эта функция 


обращается в нуль при 2 = 0, -Е\/2. Предположим, что = т/пиу=р/а — 
несократимые дроби (п > 0иа> 0), причём {(х) = Х(у). Тогда 


@т(т? — 2т?) = п?р(р? — 24°). (1) 


Числа р и 4 взаимно простые, поэтому числа р? — 24? и 4 тоже взаимно про- 
стые. Следовательно, п? делится на 4*. Аналогично 43 делится на из, поэтому 
п = а. В таком случае равенство (1) переписывается в виде т?3 — 2т4? = 
= р — 2ра?, т.е. т? —р3 = 24?(т-—р). При т 72 р получаем т? +рт-Ер? = 24°. 
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Но в таком случае оба числа т и р чётные, а значит, число 4 тоже чётное. 
Это противоречит взаимной простоте чисел р и 4. 


16.12. Ответ: да, можно. Поместим одного человека в центр окружно- 
сти, а всех остальных расставим по окружности через равные промежутки. 
Разбиения на пары будем строить следующим образом. Выберем одного че- 
ловека, стоящего на окружности, и проведём через него диаметр. Одну пару 
составляет выбранный человек и человек, стоящий в центре. Остальные пары 
составляют люди, стоящие в концах хорд, перпендикулярных проведённому 
диаметру. 


16.13. а) Ответ: 3 звена. Выясним, при каком наибольшем п достаточно 
расковать К звеньев д-звенной цепи, чтобы из образовавшихся частей можно 
было составить все веса, от 1 до п. Если расковано К звеньев, то любое число 
звеньев от 1 до К можно набрать из них. Но К + 1 звеньев мы не сможем на- 
брать, если не будет части из К 1 или менее звеньев (мы здесь не учитываем 
раскованные звенья). Наиболее выгодно иметь часть из ровно Ё + 1 звеньев. 
Тогда мы сможем получить любое число звеньев от 1 до 2% + 1. (Иначе мы 
сможем получить лишь число звеньев от 1 до [1 + К, где И < К.) Затем наи- 
более выгодно иметь часть из 2(К -+ 1) звеньев, затем из 4(Ё + 1) звеньев и 
т.д. Итак, если мы расковали Ё звеньев, то наиболее выгодна ситуация, когда, 
полученные при этом К -+ 1 частей состоят из +1, 2(Е + 1), 4(Е +1), 8(Е +1), 
.... 2%(Е +1) звеньев (раскованные звенья мы здесь не учитываем). В таком 
случае можно составить любое число звеньев от 1 до п = 2^11(&+1) 1. Итак, 
если 2% <п< 211 (+1) —1, то можно обойтись Ё разрывами и нельзя обой- 
тись К — 1 разрывами. В частности, если 24 < п < 63, то наименьшее число 
раскованных звеньев равно 3. Полученные при расковке четыре части цепи 
должны состоять при этом из 4, 8, 16, 29 звеньев. 

6) Ответ: 4 звена. Согласно решению задачи а) для цепи, состоящей из 
п звеньев, где 64 < п < 159, достаточно расковать 4 звена. 


16.14. Ответ: да, можно. Проведём 10 попарно пересекающихся прямых. 
Пусть маршруты проходят по этим прямым, а остановками служат точки 
пересечения прямых. Любые 9 маршрутов проходят через все остановки, по- 
скольку через каждую остановку, лежашую на оставшейся прямой, проходит 
одна из 9 прямых, соответствующих этим маршрутам. Любые 8 маршру- 
тов не проходят через остановку, которая является точкой пересечения двух 
остальных маршрутов. 


16.15. Отнесём к одной группе число а», ак другой — число а„_1. Затем 
будем последовательно относить числа аи—2, ап-з, ..., а1 к той группе, в 
которой сумма чисел меньше (если суммы равные, то число можно относить 
к любой группе). Пусть Ах > 0 — разность между суммами чисел в группах, 
полученных после отнесения к ним ак. Покажем, что Ах < ак. Действительно, 
Ал_1 = ап — ап-1 < 2ал—1 — ап = ап_1. Ясно также, что если Дь < ак, то 
Дь_1 = |Ак —- ак_Пи фак 1 < Ду — ак_1 Зак — ак_1 < 2ак_1 — ак_1 = ак 1. 
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После того как мы распределим по двум группам все числа, получим 
группы с суммами 51 и 52, причём |51 — 52| < а1 = 1. По условию число 
51 + 52 чётное, поэтому 51 = 52. 


16.16. Ответ: да, можно. Занумеруем контакты лампы по порядку, а 
отверстия штепселя — в противоположном порядке. Тогда контакт с номе- 
ром Ё попадает в отверстие с номером а - К, где а — фиксированное число. 
(Точнее говоря, речь идёт не о самих номерах, а об их остатках от деления 
на 7, но номера совпадают тогда и только тогда, когда совпадают остатки.) 
Нам нужно выбрать К так, чтобы числа К и а К давали одинаковые остал- 
ки при делении на 7, т.е. число 2К давало такой же остаток, как и а. Легко 
убедиться, что когда К пробегает все остатки при делении на 7, то 2 тоже 
пробегает все остатки. 


16.17. а) Девять гирь весом п, п -+1,..., п+8 можно разложить на три 
равные по весу кучи: 1) п, п +4, п -+ 8; 2) п +1 п 5, п-+ 6; 3) п+ 2, п-+ 3, 
п + 7. Это позволяет разложить на три равные по весу кучи гири весом 1, 
2,..., 549 = 61-9. Оставшиеся шесть гирь весом 550, 551, ..., 555 можно 
разложить на три равные по весу кучи следующим образом: 1) 550 и 555; 2) 
551 и 554; 3) 552 и 553. 

6) Разложим девять гирь весом 12, (п +1), ..., (п+8)? на три кучи 
следующим образом: 1) п?, (п- 5), (п+7)?; 2) п+ 1), (п+3)?2, п+ 
+8)2; 3) (п-+2)?, (п+4)?, (п-+6)?. Первые две кучи весят одинаково, а вес 
третьей кучи на 18 г меньше. Поэтому 27 гирь весом я?, (в-+1)?,..., (п-+ 26)? 
можно разложить на 9 куч так, что 6 куч будут одного веса, а ещё 3 кучи 
будут весить каждая на 18 меньше, чем первые 6. Из этих девяти куч можно 
сложить 3 равные по весу кучи. Таким образом, 27Ё гирь весом 12.9232. 
у (278)? можно разложить на 3 равные по весу кучи. При К = 3 получаем 
требуемое утверждение. 


16.18. Отнесём к первому классу все числа, в записи которых встречается 
чётное число двоек, а ко второму классу — все числа, в записи которых 
встречается нечётное число двоек. Два числа одного класса либо содержат 
одинаковое число двоек, либо в одном числе двоек по крайней мере на две 
больше, чем в другом. Если два числа различны, то на каком-то месте в 
одном числе стоит 1, ав другом числе стоит 2; если же двоек у этих чисел 
одинаковое количество, то таких мест по крайней мере два. Если в одном 
числе двоек по крайней мере на две больше, чем в другом, то по крайней 
мере двум двойкам в записи первого числа соответствуют единицы в записи 
второго числа. 


16.19. Да, можно. Пусть А — квадрат со стороной 2”, который разбит 
на квадраты со стороной 1, и в каждом из них написано натуральное чи- 


сло. Сопоставим ему квадрат со стороной 271". Если мы 
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начнём с квадрата со стороной 1, в котором написано число 1, то последова- 
тельно заполним весь прямой угол. Ясно, что при этом в каждом квадрате 
со стороной 2” в каждом ряду квадратов со стороной 1, параллельном одной 
из сторон прямого угла, любое число от 1 до 2” встречается ровно один раз. 


Глава 17. 


Принцип Дирихле. 
Правило краинего 


17.1. Остатки от деления 


17.1. Докажите, что десятичная запись рационального числа, явля- 
ется периодической дробью. 
По поводу обратного утверждения см. задачу 9.3. 


17.2. Докажите, что если натуральные числа а и 6 взаимно простые, 
тоа” — 1 делится на 6 для некоторого натурального п. 


17.3. Пусть р < 4 — натуральные числа, причём 4 не делится на 2 
и на 5. Согласно задаче 17.2 можно выбрать п так, что 10” —1 делится 
на 4. Докажите, что р/4 — чисто периодическая дробь, длина периода 
которой делится на п. 


17.4. Докажите, что из любых ста целых чисел можно выбрать одно 
или несколько чисел так, чтобы их сумма оканчивалась двумя нулями. 


17.5. Из чисел 1,2,..., п выбрано более (п + 1) /2 различных чисел. 
Докажите, что одно из выбранных чисел делится на другое. 

17.6. Простые числа а1, а2,..., ар образуют возрастающую ариф- 
метическую прогрессию и а! > р. Докажите, что если р — простое 
число, то разность прогрессии делится на р. 
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17.7. Пусть п > 1 — натуральное число, е — наименьшее целое чи- 
сло, превосходящее \/71. Докажите, что для любого натурального числа 
а, взаимно простого с п, можно выбрать натуральные числа ф и у, не 
превосходящие е — 1, так, что ау = +5 (то4 п). 


См. также задачу 15.10. 


17.2. Последовательности 


17.8. Докажите, что любая последовательность из ти + 1 попарно 
различных чисел содержит либо возрастающую последовательность из 
т - 1 чисел, либо убывающую последовательность из п + 1 чисел. 


17.3. Разные задачи 


17.9. Докажите, что среди любых п > 2 человек найдутся два чело- 
века, имеющих одинаковое число знакомых среди этих п человек. 


17.10. Числа [а], [2а], ..., [Ма] различны между собой, и числа А] 


2 м й 5 
В с [= тоже различны между собой. Найдите все такие 4. 


17.4. Приближения иррациональных чи- 
сел рациональными 


17.11. Пусть а — иррациональное число. Докажите, что существу- 
ет бесконечно много пар взаимно простых чисел т, у, для которых 
[2/у — а < 1/7. 

17.12. Пусть а — положительное число. Докажите, что для любого 
числа С’ > 1 можно выбраль натуральное число 1 и целое число у так, 


что х < Си [а —У| < Г. 


17.13. а) Пусть а — иррациональное число. Докажите, что для 
любых чисел а < 6 можно выбрать целые числа т и п, для которых 
а < та -—п<6. 

6) Докажите, что числа, т и п можно выбрать натуральными. 
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17.5. Правило краинего 


Правило крайнего заключается в том, чтобы рассмотреть рассмо- 
треть тот элемент, для которого некая величина имеет наибольшее или 
(наименьшее) значение. Правило крайнего помогает при решении мно- 
гих задам. 


17.14. а) На полях бесконечной шахматной доски написаны налту- 
ральные числа так, что каждое число равно среднему арифметическому 
четырёх соседних чисел — верхнего, нижнего, левого и правого. Дока- 
жите, что все числа на доске равны между собой. 

6) В каждой клетке бесконечного листа клетчатой бумаги написано 
какое-то действительное число. Докажите, что найдётся клетка, в ко- 
торой написано число, не превосходящее чисел, написанных по крайней 
мере в четырёх из восьми граничащих с ней клеток. 


17.15. На клетчатой бумаге написана таблица, причём в каждой 
клетке стоит число, равное среднему арифметическому четырёх чисел, 
стоящих в соседних клетках. Все числа в таблице различны. Докажи- 
те, что наибольшее число стоит с края (т.е. по крайней мере одна из 
соседних клеток отсутствует). 


17.16. Имеется 13 гирь, каждая из которых весит целое число грам- 
мов. Известно, что любые 12 из них можно так разложить на 2 чашки 
весов, по 6 гирь на каждой, что наступит равновесие. Докажите, что 
все гири имеют один и тот же вес. 


17.17. а) Из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т,..., 199, 200 произвольно выбра- 
ли 101 число. Докажите, что среди выбранных чисел найдутся два, из 
которых одно делится на другое. 

6) Из двухсот чисел: 1, 2,3,..., 199, 200 выбрали одно число, меньшее 
16, и ещё 99 чисел. Докажите, что среди выбранных чисел найдётся хотя 
бы 2 таких, что одно из них делится на другое. 


17.18. Из одной бактерии получилось п бактерий следующим обра- 
зом. Сначала бактерия разделилась на две, затем одна из двух получив- 
шихся бактерий разделилась на, две, затем одна из трёх получившихся 
бактерий разделилась на две и т.д. Докажите, что для любого нату- 
рального числа а < п/2 в некоторый момент существовала бактерия, 
число потомков которой среди получившихся в конце п бактерий не 
меныше а и не больше 2а — 1. 


17.19. Взяли три числа т, у, х. Вычислили абсолютные величины 
попарных разностей 1 = &- у, м = у- 14|, 1 =|2- |. Тем же спо- 
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собом по числам тт, 1, 21 построили числа 12, у2, 22 и т.д. Оказалось, 
что при некотором П ти = Х, уп = У, 2 = &. Зная, что д = 1, найти у 
ид. 


17.20. Набору чисел а1, а2, ..., а» сопоставляется набор 61 = 
г. и, реа ми, Е чи ая, В мии. Е 


полученным набором чисел производится аналогичная операция и т.д. 
Докажите, что если при этом всегда будут получаться наборы целых 
чисел, то 61 = =... = 6. 


Решения 


17.1. Достаточно рассмотреть рациональные числа вида р/4, где 
1 < р < а. В таком случае цифры десятичной записи р/4 = 0, алазаз... 


10% 10%—1 
находятся следующим образом: ак = 7 10 2. Пусть 10 1р = 
Ч Ч 


= Ма- ть, где ге — остаток от деления 10*-1р на 49. Тогда ак = 10М + 


10 10 
= —10М = ":. Среди чисел 71, ..., Таз! есть два одинаковых: 
4 4 


7; = Туи. Но Тк+1 — остаток от деления 10тг» на 4. Поэтому ту+1 = Ти 
и т.д. Значит, последовательность цифр ак тоже периодически повторяется 
(после номера $). 


17.2. Два из чисел а, а?,..., а’! дают одинаковые остатки при делении 
на 6. Пусть это будут числа а* и а’, где К > [. Тогда ай — а = а (а*" — 1) 
делится на 6. Числа а и $ взаимно простые, поэтому а*_' — 1 делится на 6. 

17.3. Пусть 10” —1 = га. Тогда 2 = "= "ТР = ур. 10” + тр. 10-27 + 

а та 10" —1 
+ тр. 10-37 +.... При этом гр < га = 10” 1. 

17.4. Пусть а1,..., а100 — данные числа. Предположим, что ни одно из 
чисел 51 =а1, 52 =а1 +а2,..., 9100 = а1 +а2+...-+ а1о0 не делится на 100. 
Тогда при делении на 100 они могут давать только 99 разных остатков: 1, 2, 
...) 99. Поэтому два числа би и бт, п > т, дают одинаковые остатки при 
делении на 100. Значит, число 5, — бт = ат+1 +... + ап делится на 100. 


17.5. Сопоставим каждому выбранному числу его наибольший нечётный 
делитель. Количество нечётных чисел, не превосходящих п, равно п/2 при 
чётном пи (п-+1)/2 при нечётном п. Поэтому у двух из выбранных чи- 
сел наибольший нечётный делитель один и тот же. Большее из этих чисел 
делится на меньшее. 


17.6. Рассмотрим остатки от деления чисел а1,..., ар на р. Эти числа 
простые и все они строго больше р, поэтому ни одно из них не делится на р. 
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Таким образом, мы получили р различных остатков, отличных от р. Следо- 
вательно, если два числа си и а;, дающие одинаковые остатки при делении на 
р. Поэтому их разность делится на р. Но а; — а; = (&— Ла, где 4 — разность 
прогрессии. Число | — 71| строго меньше р, поэтому на р должно делиться 
число 4. 


17.7. Рассмотрим е? чисел и/-+ т, гдех, у = 0,1,2,...,е—1. Так как е? > п, 
среди этих чисел найдутся числа ау1 + х1 и ау2 + 12, дающие одинаковые 
остатки при делении на п. Следовательно, а(у1 —у2) = 12—21 (шоа п). Числа 
[1 — 92| и |521 — 22| не превосходят е — 1, поэтому они могут делиться на п 
лишь в том случае, когда они равны 0. По условию число а взаимно просто 
с п. Поэтому 21 = 42 тогда и только тогда, когда у: = у2. Следовательно, 
1 — 92| = Ои [51 — 12| # 0. Поэтому числа х = [51 — 42| иу = ш- у 
обладают требуемым свойством. 


17.8. Сопоставим члену ак данной последовательности два числа тк и ук, 
где тк — наибольшая длина возрастающей последовательности, начинающей- 
ся с ак, Ук — наибольшая длина убывающей последовательности, начинаю- 
щейся с ак. Предположим, что хь < т и ук < п для всех К. Тогда количество 
всех различных пар (хк,ук) не превосходит тп. Поэтому к = жи ук = Ш 
для некоторых номеров К = 1. Но этого не может быть. Действительно, пусть 
для определённости К < [. Тогда если ак < щ, то хь > т, а если ак > и, то 


УЕ >. 


17.9. Сопоставим каждому из данных П человек число, равное количеству 
его знакомых среди этих п человек. Это число может принимать одно из п 
значении: 0,1,..., п-1. Но если у кого-то вообще нет знакомых, то никто не 
может быть знаком со всеми. Наоборот, если кто-то знаком со всеми, то нет 
человека, который ни с кем не знаком. Таким образом, количество знакомых 
принимает одно из не более чем п — 1 значений. Поэтому для каких-то двух 
человек эти значения одинаковы. 


17.10. Ответ: 


—1 м 
<@| < мг 
Числа [т] и [у| различны тогда и только тогда, когда числа [-х] и [-у| 

различны. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда а > 0. Если 


а < — 


‚ то среди чисел [а], [2а]|,..., [Ма] есть совпадающие, поскольку эти 


М-1 
№ чисел содержатся среди № — 1 чисел 0,1,..., М- 2. Поэтому а > 


1: М-1 
Те же самые рассуждения для числа 1/а показывают, что - 2 ———, т.е. 
м 


а 
м 
м-г 


а< 


М-1 


Покажем, что если < ‚ то все числа [а], [2а],..., [Ма] 


а< —— 
ОМ 
а > 


различны. Действительно, если 1, то вообще все числа [а], [2а|, [За], 
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1 2 
... различны, а если а < 1, то1— За<ь ож <а<.2...., М-1<а< М, 


поэтому [ка] = Е -1 для =1,2,..., №. Для чисел [=], [=], а ы 


рассуждения аналогичны. 


17.11. Фиксируем натуральное число п. Дробные части чисел 0, а, 2а, 

., па лежал в полуоткрытом интервале [0, 1), поэтому по крайней мере две 

из них попадают в один и тот же полуоткрытый интервал [К/п, (Е + 1)/п), 
0 < А <п- 1. Это означает, что 


[рта — [рьа] — (рза — [р2а])| < 1/п 


для некоторых р1,02 Е {0,1,...,п}, ру > р2. Положим у = р! - 2 ит = 
= [р2а] -[р1а. Тогда |уа—х| < 1/п. Числа х и у здесь можно считать взаимно 
простыми, поскольку после деления на НОД(х,у) неравенство сохранится. 
1 
Ясно также, что 0 < у < п, поэтому [/у—а| < — < -. 
пу у 
Выберем теперь натуральное число п: так, что [х/у — а| > 1/т. 
Описанная выше конструкция даёт пару целых чисел 11,у1, для которых 


1 
[:/м -а| < — < |1/у-а|. Так можно получить бесконечно много раз- 
у 
личных пар чисел х, у. 


17.12. Предположим сначала, что число С целое. Рассмотрим число 1 и 
числа Ка — [Ка] для К =0,1,.... С -—1. Эти С +1 чисел лежат на отрезке 
[0, 1], поэтому расстояние между какими-то двумя из них не превосходит 1/С. 
Если это окажутся числа №1а — [1а] и Кза — [К2а], где К! < №2, то положим 
д = Е — №1 иу= [К2а| — [41а]. Тогда 0 <х<Си 


1 
[а — У] = [а — [#1а] — (Кза — [№2а])| < 
Если же это окажутся числа Ка — [Ка] и 1, то положим 5 =Киу = [Ка] +1. 


Тогда 
[га — у| = |Ка — Ка] — |< 


= 


Из этого, в частности, следует, что х 22 0. 
Пусть теперь число С не целое. Рассмотрим целое число С” = [С] +1. Как 
только что было доказано, можно выбрать натуральное число х и целое число 


1 
у) так, что # < С'и|ха-у| < м =: Число С' не целое, поэтому любое целое 
число, не превосходящее С”, не превосходит и С. Следовательно, х < С. 
17.13. а) Пусть А =ф- а. Для каждого целого числа т! можно выбрать 
целое число п! так, что 0 < пла — п1 < 1. Разделим отрезок [0, 1] на равные 
отрезки, длина каж дого из которых меньше А. Пусть количество этих отрез- 
ков равно К. Тогда среди чисел тла — 71,..., Тьу1а — пка есть два числа, 
попадающих в один и тот же отрезок. Вычтем из большего числа, меньшее: 
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тра — Пр — (та — па) = $. Ясно, что 0 <$< А. Более того, # = 0, поскольку 
иначе а = ПРП Ма рациональное число. 
Тр — Та 

Рассмотрим числа вида № где № — целое число. Каждое из этих чисел 
имеет вид та — п. А из того, что 0 << А, следует, что хотя бы одно из 
этих чисел расположено строго между а и 6. 

6) Нужно доказать, что число # можно выбрать как вида Ма — №, так и 
вида — Ма- №, где М и № — натуральные числа. Пусть ф = Ма- №. Между 0 
и есть бесконечно много чисел вида та — п, ти п — целые. Предположим, 
что у всех этих чисел т > 0. Тогда для одного из них т > М, а в таком 
случае число ф = Ма — М - (та - п) искомое. Если же { = —Ма + М, то 


рассуждения аналогичны. 


17.14. а) Среди написанных чисел можно выбрать наименьшее. Действи- 
тельно, сначала возьмём произвольное написанное число п. Если есть число, 
которое меньше выбранного числа, то на следующем шаге выберем его и 
т.д. Этот процесс конечен, потому что всего мы можем выбрать не более п 
различных чисел. 

Пусть т — наименьшее из написанных чисел, а,6, с, 4 — соседние с ним 
числа. Тогда а > т, 6 > т, а > тиа-+ 6+ с-+4= 4т. Поэтому а=б=с= 
=4=т. 

Из любого поля шахматной доски можно попасть в любое другое поле, 
перемещаясь сначала по горизонтали, а затем по вертикали. Поэтому на всех 
полях написано одно и то же число т. 

6) Рассмотрим квадрат, состоящий из 16 клеток, и вырежем из него 4 
угловые клетки. Среди оставшихся 12 клеток выберем ту, в которой стоит 
наименьшее число (если таких клеток несколько, то выбираем любую из них). 
Выбранная клетка обладает требуемым свойством. 


17.15. Предположим, что наибольшее число а стоит не с края. Тогда у 
него в таблице есть все четыре соседних числа а1, а2, аз, ал и при этом 
а = (а1 + а> + аз + а4)/4. Но а > а1, а > аз, а > аз, а > ал. Поэтому а = (аи + 
+ а2 + аз + а4) /4. Приходим к противоречию. 


17.16. Сначала докажем, что все гири одновременно имеют либо чётный, 
либо нечётный вес. Пусть 12 гирь разложены на две чашки весов по 6 гирь 
так, что наступило равновесие. Предположим, что отложена гиря весом а г., 
а одна из гирь, лежащих на чашках, весит 6 г., причём числа а и 6 разной 
чётности. Заменим гирю а гирей 6 и снова разложим гири так, чтобы на- 


ъ 1 
ступило равновесие. Вес гирь на каждой чашке весов изменился на, 5 —& 
поэтому число [а — В| чётно. 

Предположим, что не все гири одинаковые. Вычтем из каждой гири вес 


наименьшей гири. В результате получим набор гирь, которые снова удовле- 
творяют условию задачи (по крайней мере одна из полученных гирь имеет 
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нулевой вес). Все новые гири имеют чётный вес, строго меньший веса пер- 
воначальных гирь. Поделив вес каждой гири пополам (в том числе и гири 
с нулевым весом), мы снова получим набор гирь, удовлетворяющий условию 
задачи. Если при этом мы не получим гири нечётного веса, то снова поделим 
веса, всех гирь пополам и т.д. В конце концов получим систему гирь, которая 
удовлетворяет условию задачи и в которой есть как гири чётного (нулевого) 
веса, так и гири нечётного веса. Но мы уже доказали, что такого быть не 
может. 


17.17. а) Рассмотрим наибольшие нечётные делители выбранных чисел. 
У чисел от 1 до 200 есть ровно 100 различных наибольших нечётных делите- 
лей (числа 1, 3,..., 199). Итак, два из выбранных чисел имеют одинаковые 
наибольшие нечётные делители. Это означает, что два выбранных числа от- 
личаются только тем, что множитель 2 входит в них в разных степенях. 
Большее из них делится на меньшее. 

6) Предположим, что из чисел 1, 2, 3,..., 199, 200 мы выбрали 100 чи- 
сел так, что ни одно из них не делится на другое. Достаточно доказать, что 
среди выбранных чисел нет чисел, меньших 16. Рассмотрим наибольшие не- 
чётные делители всех выбранных чисел. Если наибольшие нечётные делители 
двух чисел совпадают, то одно из них делится на другое. Поэтому наиболь- 
шие нечётные делители выбранных чисел — это в точности все числа 1, 3, 5, 
...) 199. В частности, среди выбранных чисел есть числа с наибольшими не- 
чётными делителями 1, 3, 9, 27 и 81. Ни одно из выбранных чисел не делится 
на другое, поэтому выбранное число с наибольшим нечётным делителем 27 
делится на 2, с наибольшим нечётным делителем 9 делится на 22, с наиболь- 
шим нечётным делителем 3 делится на 23, с наибольшим нечётным делителем 
1 делится на 2“. Следовательно, среди выбранных чисел нет чисел 1, 2, 3, 4, 6, 
8, Зи 12. Далее, рассматривая выбранные числа с наибольшими нечётными 
делителями 5, 15 и45, убеждаемся, что среди выбранных чисел нет чисел 5, 10 
и 15; рассматривая выбранные числа с наибольшими нечётными делителями 
7, 21 и 63, убеждаемся, что нет чисел 7 и 14; рассматривая выбранные числа 
с наибольшими нечётными делителями 11 и 33, убеждаемся, что нет числа 
11; рассматривая выбранные числа с наибольшими нечётными делителями 13 
и 39, убеждаемся, что нет числа 13. 


17.18. Пусть некая бактерия, из которой в конце получилось т бактерий, 
разделилась на две бактерии. Из этих двух «сестёр» в конце получилось т’ и 
т’ бактерий, причём т’+т” = т. Значит, одно из чисел т’ и т" не меньше 
т/2. Будем каждый раз выбирать ту из бактерий, у которой не меньше 
потомков, чем у её «сестры». В результате получим последовательность п = 
= а > а2 >... >аь = 1, причём и 2 а._1/2. Выберем номер 1 так, что 
а: 2 2а > аз41. Тогда ав+1 2 а: [2 2 а, а значит, а < аз+1 < 2а -— 1. 


17.19. Ответ: у=я= 0. 
Числа ти, Уп, 2. неотрицательны, поэтому числа т, у, д тоже неотрица- 
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тельны. Если бы все числа, г, у, 2 были положительны, то наибольшее из чисел 
11, ут, 21 было бы строго меньше наибольшего из чисел х, у, 2, а тогда и наи- 
большее из чисел ти, уп, 2. было бы строго меньше наибольшего из чисел х, 
у, . Поэтому среди чисел х, у, 2 есть 0. Аналогично доказывается, что среди 
чисел 1, у1, 21 есть 0 (при п = 1 доказывать ничего не нужно, потому что 
тогда х1 =х, у1 =У, 21 = 2). Это означает, что два из чисел т, у, 2 равны. В 
итоге получаем, что неупорядоченный набор чисел х, у, 2 может быть равен 
либо 0, 0, 1, либо 0, 1, 1. Очевидно, что второй набор не обладает требуемым 
свойством. 


17.20. Предположим, что не все числа х1, 12,..., ть равны. Пусть наи- 
большее из этих чисел равно №, причём оно встречается среди них ровно Ё 
раз. Тогда в новой последовательности нет чисел, превосходящих №, причём 
число № встречается не более А — 1 раз. Поэтому после нескольких операций 
наибольшее значение уменьшится. Ясно также, что наибольшее значение не 
может стать меньше наименьшего значения чисел исходной последовательно- 
сти. Поэтому после конечного числа, операций все числа становятся равными. 

Пусть набор равных чисел получается из набора х1, 42, ..., Хи. Тогда 
11 = 13, 12 =14,..., Жи-1 = 21, 5, = 42. Если п нечётно, то все числа х1,..., 


т„ равны. Если п чётно, то 51 =143 =... = 2и_1 Еа и 42 =44=... = ди = 
=6. Остаётся проверить, что если а 72 6, то такой набор чисел х1, 12, ..., 


х„ нельзя получить ни из какого набора, ул, у2,..., уп. Действительно, пусть 
У +2 _ 92-494 _ — 1% и 94+ — +9 _ 


2 2 = 2 2 2 2 
=. Тогда у: + 2+... + = паи у + уз +... + щ +: = 216. Поэтому 


о 
| 
< 


Глава 18. 


Инварианты и 
полуинварианты 


18.1. Остатки от деления 


18.1. На 44 деревьях, посаженных по окружности, сидели 44 чижа 
(на каждом дереве по одному). Время от времени какие-то два чижа 
одновременно перелетают на соседние деревья в противоположных на- 
правлениях (один — по часовой стрелке, другой — против). Смогут ли 
чижи когда-нибудь собраться на одном дереве? 


18.2. С тройкой чисел (а,5,с) разрешается проделать следующую 
операцию: одно число увеличить на 2, а два других одновременно с 
этим уменьшить на 1. Можно ли с помощью таких операций из тройки 
(13, 15, 17) получить тройку с двумя нулями? 


18.3. В последовательности 1, 0, 1, 0, 1, 0,...каждый член начиная 
с седьмого равен последней цифре шести предыдущих. Докажите, что 
в этой последовательности никогда не встретятся подряд шесть чисел 
0, 1,0, 1, 0, 1. 
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18.2. Полуинварианты 


18.4. Пусть а1 <а2 <... < <<... <Ш ио(1), ..., 9(п) 
— произвольная перестановка чисел 1,..., п. Докажите, что 


У` аби < рь ав (г) < у @:0.. 


18.5. № солдат выстроены в одну шеренгу (плечом к плечу). По 
команде «налево» все одновременно повернулись на 90°, но некоторые 
повернулись налево, а другие направо. Ровно через секунду каждый, 
кто оказался теперь лицом к лицу со своим соседом, поворачивается 
«кругом» — на 180°. Ещё через секунду каждый, кто оказался теперь 
лицом к лицу со своим соседом, поворачивается на 180°, и т.д. 

а) Докажите, что каждый солдат повернётся «кругом» не более М—1 
раз. 

6) Докажите, что движение в строю не может продолжаться более 
М -— 1 секунд. 

18.6. Целые числа 71, 12, хз, 14, Х5, сумма которых положительна, 
расставлены по окружности. Если т; < 0, то числа 1:1, т Ха раз- 
решается заменить на х;_1 +1; т; ты +1; (подразумевается, что 
245 + 1:). Докажите, что после конечного числа таких операций все 
числа станут неотрицательными. 


18.3. Четность перестановки 


Здесь мы рассматриваем понятие чётности перестановки чисел и 
доказываем, что это понятие определено корректно (задача, 18.7). По- 
нятие чётности перестановки применяется к анализу игры «15» (за- 
дача, 18.8). Затем мы доказываем, что любая перестановка является 
композицией транспозиций (задача 18.9) и приводим другие подходы к 
доказательству корректности определения чётности перестановки (за- 
дачи 18.10 и 18.11). 

Транспозицией называют перестановку двух каких-то чисел в по- 
следовательности а1, ..., ап, т.е. при транспозиции последовательность 
1, ..., @в ..., @у, -.., ап заменяется на а1,..., ау, ..., @в, ..., @м. 

18.7. Пусть 0(1), о(2), ..., в(п) — некоторая перестановка чисел 
1, 2,..., п. Предположим, что эта перестановка двумя разными спо- 
собами получена посредством нескольких транспозиций: один раз 7/1 
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транспозициями, другой раз 712 транспозициями. Докажите, что ти и 
т2 — числа одной чётности, т.е. число т1 — т делится на 2. 


18.8. Игра «15» заключается в следующем. В квадрате со стороной 
4 расположено 15 фишек — квадратов со стороной 1. На фишках нал 


писаны числа от 1 до 15: | Любую фишку, гранича- 


шую (по стороне) со свободной клеткой, разрешается переместить на 
свободную клетку (освободив тем самым другую клетку). Можно ли 
поменять местами фишки 14 и 15, причём так, чтобы свободная клетка 
осталась на прежнем месте? 


18.9. Докажите, что любую перестановку чисел 1,..., П можно по- 
лучить из набора 1,..., п, сделав несколько транспозиций. 

Перестановку чисел 1,..., П называют чётной, если её можно полу- 
чить, сделав чётное число транспозиций; в противном случае её называл 
ют нечётной. Задача 18.7 показывает, что это определение корректно. 


18.10. Пусть о — некоторая перестановка чисел 1,..., п. Назовём 
инверсией любую пару чисел 1 < 1, для которой о({) > 20 Г). Докажите, 
что чётность перестановки совпадает с чётностью числа, всех инвер- 
сий. 

Каждую перестановку о чисел 1,..., п можно представить в виде 
произведения циклов следующим образом. Пусть о(а1) = аз, в(а2) = 
= аз, ..., о(ак) = а1 и числа ал, а2,..., ак попарно различны. Тогда 
числа а1, 42, ..., ак переставляются по циклу, и мы обозначим этот 
цикл (а1, а2,..., ак). Отметим, что (а2,аз,...,ак, ал) — тот же самый 
цикл. Если о(а1) = а1, то соответствующий цикл обозначаем (а). Вы- 
берем теперь произвольное число от 1 до п, не вошедшее в первый цикл, 
и аналогично построим цикл, включающий это число. Продолжая дей- 
ствовать таким образом, мы сопоставим перестановке набор непересе- 
кающихся циклов. Например, перестановке о(1) = 2, о(2) = 1, о(3) = 4, 
с(4) = 3 соответствует произведение циклов (12)(34). 

18.11. а) Пусть перестановка о чисел 1,..., п представляет собой 
произведение 7% циклов. Сделаем после этой перестановки транспози- 
цию каких-либо двух чисел. Докажите, что в результате получится пе- 
рестановка, которая представляет собой произведение тт - 1 циклов. 

6) Докажите, что перестановка чётна тогда и только тогда, когда, 
число п — т чётно. 
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Решения 


18.1. Ответ: не смогут. Занумеруем деревья по часовой стрелке. Пусть 
в какой-то момент времени на А-м дереве сидит п» чижей. Рассмотрим сум- 
му п! + 2712 +... + 44п44. Если один чиж перелетает на соседнее дерево по 
часовой стрелке, то эта сумма либо увеличивается на 1, либо уменьшается 
на 43, а если против часовой стрелки, то либо уменьшается на 1, либо уве- 
личивается на 43. Поэтому при одновременных перелётах чижей остаток от 
деления рассматриваемой суммы на 44 не изменяется. Сначала сумма равна 


1+2+...+44 = = 990; остаток от деления на 44 равен 22. А если бы 


чижи собрались на одном дереве, то сумма делилакь бы на 44. Поэтому чижи 
не смогут собраться на одном дереве. 


Замечание. То же самое решение годится для произвольного чётиного чи- 
сла деревьев и чижей. Для нечётного числа легко строится пример, пока- 
зывающий, что чижи могут собраться на одном дереве. 


18.2. Ответ: нельзя. При указанной операции первые два числа (а,6) 
заменяются либо на (а—1,6—1), либо на (а+2,6— 1), либо на (а—1,65+2). Во 
всех трёх случаях остаток от деления числа а — 6 на 3 не изменяется. Числа, 
13 и 15 дают разные остатки при делении на 3. Поэтому из тройки (13, 15,17) 
нельзя получить тройку, состоящую из двух нулей и числа 45 = 13 + 15 + 17. 


18.3. Будем заменять шестёрку чисел (51,...,56) на шестёрку чисел 
(52, 13,..., 16, 27), где хт — последняя цифра числа х1+...+х6. Покажем, что 
при такой операции последняя цифра числа 5(т1,..., 26) = 2(х1 + 2х2 + Зхз + 
+454 5х5 6х6) не изменяется. Действительно, 5(12,...,17)—5(11,...,26) = 
= 1257 — 2(21+...+156) =2(2-7- (121+... +16)) =0 (шоа 10). 

Последние цифры у чисел 5(1,0,1,0,1,0) = 18 и 5(0,1,0,1,0,1) = 24 раз- 
ные, поэтому в рассматриваемой последовательности не могут встретиться 
подряд шесть чисел 0, 1, 0, 1, 0, 1. 


18.4. Предположим сначала, что о ит — две перестановки чисел 1,..., п, 
для которых с (К) = т(Ё-+1), о(К-+1) = т(Ё) иа(1) = т(9) при? 2 К, К-+1. Тогда 
если о(Е-+ 1) > с(Е), то У а465(5) —= У а46. (5) = (ака — ак) (6 (к-т) — В (к) 2 0. 

Возьмём произвольную перестановку с. Если о(Ё-+1) > о(Ё), то поменяем 
местами числа о(Ё + 1) и о(Ё). В результате получим новую перестановку. 
Применим к ней ту же самую операцию и т.д. После нескольких таких опе- 
раций получим перестановку п, п —1, ..., 1. Это доказывает неравенство 
Уи би-+ < У аб). Если же мы будем менять местами о(К-+1) ио() в том 
случае, когда с(Ё + 1) < о(Ё), то после нескольких таких операций получим 
перестановку 1, 2,..., п. Это доказывает неравенство >} а:6.($) < Уаз. 
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18.5. а) Пусть т — количество всех солдат, повернувшихся лицом к дан- 
ному солдату. Тогда этот солдат повернётся «кругом» не более т раз. Дей- 
ствительно, в те моменты, когда солдат не поворачивается, число т не изме- 
няется, а в те моменты, когда солдат поворачивается, число т уменьшается 
на 1. Остаётся заметить, что т < М -— 1. 

6) Применим индукцию по №. При М = 1 требуемое утверждение верно. 
Пусть М > 2. Рассмотрим двух крайних справа солдат — самого крайнего 
и его соседа. Если крайний справа солдат смотрит направо, то он никогда, 
поворачиваться не будет, и он и его сосед никогда не будут стоять лицом 
друг к другу. В этом случае оценка времени движения строя такая же, как 
в случае строя из № — 1 солдат. Если крайний справа солдат смотрит налево, 
а его сосед стоит лицом к нему, то оба эти солдата должны повернуться 
«кругом». После этого крайний справа солдат будет смотреть направо. В 
этом случае к оценке времени движения строя из № — 1 солдат добавляется 
одна секунда. Остаётся разобрать случай, когда оба крайних справа солдата, 
смотрят налево. 

Будем считать, что солдаты, стоящие лицом друг к другу, не повора- 
чиваются, а меняются местами (каждый делает шаг вперёд); время движе- 
ния строя от этого не изменится. Теперь оба крайних солдата будут либо 
стоять неподвижно, либо шагать вперёд ( по направлению к левому краю 
шеренги). При этом движение «предпоследнего» солдата (т.е. того, который 
первоначально был предпоследним справа) не зависит от движения «послед- 
него» солдата. Кроме того, «последний» солдат отстаёт от «предпоследнего» 
не более, чем на 2 шага (т.е. между ними не может быть более одного солда- 
та). Значит, время движения «предпоследнего» солдата такое же, как время 
движения строя из № — 1 солдат. После того как «предпоследний» солдат 
остановится, «последний» солдат может сделать один шаг. А уже после этого 
никакого движения не будет: все солдаты позади «предпоследнего» смотрят 
направо, а впереди — налево. 


18.6. Прежде всего заметим, что при указанных операциях сумма чисел 
не изменяется. Для каждого набора Х = (51,12, 5з,54,х5) положим ЕР(5) = 
5 2 
=У:1(2: — 2142)". Пусть 2: <биуУ = (в.а +, ыы +2242). 
Несложные вычисления показывают, что 


Е(Х) — Е(У) = —25 (21 + 22 + хз + 24а +25) > 0, 


т.е. Р(У) < Е(Х). Это означает, что после каждой операции целое неотри- 
цательное число Е(Х) строго уменьшается. Такой процесс не может продол- 
жаться бесконечно долго. 

18.7. Возьмём произвольные попарно различные числа х1,..., ди и рас- 


а. 
смотрим число | ],>, 2 
То 


= +1. Покажем, что если это число равно 1, 
ь ) (3 .. 
то числа та и то чётные, а если оно равно —1, то числа т! и т> нечётные. 
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Предположим сначала, что с — транспозиция, т.е. о($) =}, 9(1) =1и 


с(К) = К при Ё = $, 7. Пусть для определённости $ < 7. Тогда в рассматрива- 
т; 


емое произведение входит дробь = —1. Легко также проверить, что 


у — 51 
для каждого К = $, 1 произведение соответствующих дробей для пар чисел 
(К, 1) и (Ё, 7) равно 1. Действительно, если & <1< 1, то получаем произведе- 
1—1 1; ть . . дк Я -ь 
ние ^^ .-7 1; еслий < К < ] получаем — ^^. 7% 
Ту Тк 11-1 Тк-х) 1411 
ТЕ: Тк — т; 
получаем ——— . ——_—__^. Ясно также, что все остальные дроби равны 1. 
Тк-х; Як 
Таким образом, для одной транспозиции получаем число —1. 
Если после транспозиции с мы сделаем ещё транспозицию т, то для полу- 


ченной в результате перестановки рассматриваемое число равно 1, поскольку 


; если < 1<Ё, 


_ (Фо) - 40 )) 
т. (0 (1) — 2т(0(7)) Фо Яо) (о (0) — @т6()))) 


Аналогично доказывается, что после каждой транспозиции рассматриваемое 
число меняет знак. 


18.8. Нет, нельзя. Сопоставим свободной клетке номер 16. Тогда после 
каждого хода получается некоторая перестановка чисел 1,..., 16. При этом 
каждый ход представляет собой транспозицию. Мы хотим в итоге получить 
транспозицию 14 ‹+ 15. 

Покажем, что свободная клетка может вернуться на исходное место толь- 
ко после чётного числа ходов, т.е. чётного числа транспозиций. Согласно 
задаче 18.7 из этого следует, что так нельзя получить транспозицию. 

Чтобы вернуться на исходное место, свободная клетка должна сделать 
вверх столько же ходов, сколько вниз, и влево столько же, сколько вправо. 
Поэтому общее число ходов должно быть чётно. 


18.9. Достаточно доказать, что из любой перестановки ©(1), ..., 9(п) 
можно получить набор 1,..., п, сделав несколько транспозиций (эти транс- 
позиции можно будет сделать в обратном порядке). Если о(1) = 1, то поме- 
няем местами 1 и 0(1). Затем в новом наборе чисел поменяем местами 2 и 
с(2), если 0(2) #2, ит.д. 


18.10. Достаточно доказать, что после каждой транспозиции изменяется 
чётность числа всех инверсий. Пусть при транспозиции меняются местами 
числа о($) и о(7). Тогда инверсия может появиться или исчезнуть только для 
пар (5, К) и (К). Легко видеть, что появление или исчезновение инверсии 
может произойти только в том случае, когда К заключено междузи , ао(Ё) 
заключено между о(7) и 0(71). Но в этом случае обе инверсии одновременно 
либо появляются, либо исчезают. 


18.11. а) Пусть при транспозиции переставляются числа а и 6. Рассмо- 
трим два случая. 
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1. Числа а и $ входят в один цикл (а, а1,...,ар,6,61,...,6а). Тогда по- 
сле транспозиции из этого цикла получаются два цикла (а, а1,...,ар) и 
(6,61,...,6а), поскольку а —> @1, а2 —* аз, .... ар — 6 аи >46, ..., 
6. а —6. Остальные циклы не меняются. 

2. Числа а и 6 входят в разные циклы (а,а1,...,ар) и (5,61,...,64). 
Тогда после транспозиции из этих двух циклов получится один цикл 
(а. а1,...,@р,6,61,...,ба), поскольку а — а1,.... а — а 66 >Ы, ..., 


9—6 > а1. 

6) Разобьём все перестановки на два класса: те, для которых число п — т 
чётно, и те, для которых число п — т нечётно. Первый класс содержит то- 
ждественную перестановку 1, 2,..., п (для неё п — т = 0). Второй класс 
содержит все транспозиции (для них п — т = 1). Согласно задаче а) при- 
менение транспозиции изменяет класс. Поэтому перестановки, которые по- 
лучаются из тождественной чётным числом транспозиций, лежат в первом 
классе, а перестановки, которые получаются из тождественной нечётным чи- 
слом транспозиций, лежат во втором классе. 


Глава 19. 


Логика 


19.1. Логические задачи 


19.1. В трёх ящиках лежат шары — чёрный, белый и зелёный (в 
каждом ящике по одному шару). На первом ящике написано: «белый», 
на втором — «чёрный», на третьем — «белый или зелёный». Известно, 
что ни одна надпись не соответствует действительности. Выясните, 
где какие шары лежат. 


19.2. Путешественник попал на остров, часть обитателей которого 
всегда, говорит правду, а остальные всегда лгут. Какой вопрос должен 
задать путешественник обитателю острова, чтобы выяснить, всегда ли 
он говорит правду или всегда лжёт? 


19.3. Один человек всегда говорит правду, в другой человек всегда, 
лжёт. Какой вопрос нужно им задать, чтобы они ответили на него 
одинаково? 


19.4. Некто всегда говорит правду. Какой вопрос нужно ему задать 
дважды, чтобы он дал на него разные ответы? 


19.5. Дано 8 предметов, один из которых выделен. Требуется задать 
3 вопроса, на которые даются только ответы «да» и «нет», и узнать, 
какой предмет выделен. 


19.6. В институте работают правдолюбы, которые всегда, говорят 
правду, и лжецы, которые всегда лгут. Однажды каждый из сотрудни- 
ков сделал два заявления: 
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1) В институте нет и десяти человек, которые работают больше 
меня. 

2) В институте по крайней мере у ста человек зарплата, больше, чем 
у меня. 

Известно, что нагрузка у всех сотрудников разная, и зарплата тоже. 
Сколько человек работает в институте? 


19.7. Три мудреца сидят на стульях в затылок друг другу так, что 
сидящий впереди не видит тех, кто сидит сзади. Они знают, что есть 3 
белых и 2 чёрных шляпы. Мудрецы зажмуривают глаза и им на головы 
надевают шляпы, после чего оставшиеся шляпы убирают. Мудрецы от- 
крывают глаза, и сидящий сзади всех говорит, что он не знает, какого 
цвета на нём шляпа. После этого сидящий посредине говорит, что он 
тоже не знает, какого цвета на нём шляпа. Знает ли теперь сидящий 
впереди, какого цвета на нём шляпа? 


19.8. В вагоне поезда едут несколько мудрецов. Когда поезд про- 
ехал туннель, в окна попала пыль. Вошёл проводник и сказал: «У неко- 
торых из вас испачкались лица. К сожалению, в поезде нет воды. Но 
сейчас будут большие остановки, поэтому можно будет выйти из по- 
езда и умыться.» На п-й остановке испачкавшиеся мудрецы вышли из 
поезда, чтобы умыться. Сколько мудрецов испачкалось? (Мудрец идёт 
умываться тогда и только тогда, когда он точно знает, что испачкал- 
ся.) 


19.2. Логические парадоксы 


Парадокс лжеца 


Некто произносит фразу: «Высказывание, которое я сейчас произ- 
ношу, ложно.» Ложно само это высказывание или нет? 

Если допустить, что это высказывание истинно, то оно должно быть 
ложным, а если допустить, что это высказывание ложно, то оно должно 
быть истинным. 


Парадокс парикмахера 


Деревенский парикмахер бреет тех и только тех жителей своей де- 
ревни, которые не бреют себя сами. Бреет ли он себя? 

Если допустить, что он не бреет себя, то он должен себя брить, а 
если допустить, что он бреет себя, то он не должен себя брить. 
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Парадокс Ришара 


Рассмотрим множество всех натуральных чисел, каждое из ко- 
торых может быть однозначно определено посредством осмысленно- 
го текста, содержащего не более тысячи слогов. Это множество 
конечно, поскольку таких текстов конечное число. Рассмотрим нам- 
меньшее натуральное число, не входящее в указанное множество. 

Выделенный курсивом абзац содержит менее тысячи слогов, поэто- 
му он определяет число из рассматриваемого множества. С другой сто- 
роны, он определяет число, не входящее в это множество. 


19.3. Логика высказываний 


Пустьри 4 — некоторые высказывания, каждое из которых может 
быть либо истинным (И), либо ложным (Л). Из них можно составить 
следующие составные высказывания: 

—р — отрицание: ф неверно»; 

р&4 — конъюнкция: «верны ри 4; 

рУ\а — дизъюнкция: «верно р или 4; 

р 4 — импликация: «р влечёт 4; 

р > 4 — эквивалентность: «р эквивалентно 4». 

Эти составные высказывания имеют следующие таблицы ‘истинно- 
ети: 


[ра | р | 94а | Руа |р-а|рР-а 


ИИ Л И И И И 
илл Л И Л Л 
ЛИ И Л И И Л 
ЛлЛ| И Л Л И И 


Для конъюнкции часто используется также обозначение Л, а для 
эквивалентности — обозначение =. 


19.9. Выпишете таблицу истинности для каждого из следующих вы- 
сказываний: а) р&(-р); 6) р\ (-р); в) —(р&а); г) (р\а)\ (-Р). 

Составное высказывание называют тавтологией, если оно истинно 
при любых значениях входящих в него переменных. 


19.10. Являются ли следующие высказывания тавтологиями: 
а) ру (-р); 6) (—(-р)) = р; в) —(р&(-р)); г) (р—> 4) > р) > р? 
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19.11. Докажите, что следующие высказывания эквивалентны, 
т.е. имеют одинаковые таблицы истинности: р&4 и —((-р) У (-—4); 
рУчи —((-Р)&(—4); р > аи (4) — (-р); р=чи (р — 9)&(а >). 

19.12. Докажите, что для любой данной таблицы истинности с по- 
мощью связок &, — и \/ можно составить высказывание, имеющее дан- 
ную таблицу истинности, в случае: а) одной переменной; 6) двух пере- 
менных; в) п переменных. 


19.13. Часть жителей острова всегда говорит правду, а остальные 
всегда лгут. Путешественник хочет выяснить, какая из двух дорог ве- 
дёт в деревню А, задав один вопрос встретившемуся ему местному 
жителю. Сможет ли он это сделать? 


Решения 


19.1. В третьем ящике может лежать только чёрный шар. Белый шар 
может лежать только во втором ящике. Зелёный шар лежит в первом ящике. 


19.2. Нужно задать такой вопрос: «Если бы ты всегда говорил правду, то 
как бы ты ответил на вопрос: ”Ты лжец?”?» Тот, кто всегда говорит правду, 
на этот вопрос ответит: «нет», а тот, кто всегда лжёт, ответит: «да». 


19.3. «Ты всегда говоришь правду?» 
19.4. «Я тебя сегодня о чём-нибудь спрашивал?» 


19.5. Занумеруем предметы номерами от 0 до 7. Зададим вопросы, входит 
ли выделенный предмет в группы {0,2,4,6}, {0,1,4,5} и{0,1,2,3}. Пусть &; = 
= 0, если на 1-й вопрос получен ответ «да», и =; = 1 в противном случае. Тогда 
выделенный предмет имеет номер ! + 222 + 4вз. 

Действительно, запишем номера предметов в двоичной системе счисле- 
ния: а0 + а! . 2+ а2: 4, где а; = 0 или 1. Тогда К-ий вопрос можно переформу- 
лировать так: «Равно ли ак_1 нулю?» 


19.6. Ответ: 110. Из первого заявления для правдолюба с наименьшей 
нагрузкой следует, что в институте не более 10 правдолюбов, а для лжеца, 
с наибольшей нагрузкой — что в институте не менее 10 правдолюбов. Из 
второго заявления для правдолюба с самой большой зарплатой следует, что 
в институте не менее 100 лжецов, а, для лжеца, с самой маленькой зарплатой — 
что в институте не более 100 лженпов. Таким образом, в институте работает 
10 правдолюбов и 100 лжецов. 


19.7. Ответ: сидящий впереди знает, что на нём белая шляпа, Если бы на 
двух передних мудрецах были чёрные шляпы, то сидящий сзади мудрец знал 
бы, что на нём белая шляпа. Значит, хотя бы на одном из них шляпа белая. 
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Поэтому если бы на сидящем впереди мудреце была бы чёрная шляпа, то 
сидящий посредине понял бы, что на нём самом — белая. Значит, на мудреце, 
сидящем впереди, шляпа белая. 


19.8. Докажем, что если испачкалось п мудрепов, то все они пойдут умы- 
ваться на п-й остановке. При п = 1 это очевидно: испачкавшийся мудрец ви- 
дит, что все остальные не испачкались, причём он знает, что кто-то испач- 
кался. Предположим, что требуемое утверждение доказано, если испачкалось 
не более п мудрецов. Рассмотрим случай, когда испачкалось п + 1 мудрецов. 
Каждый из испачкавшихся мудрецов рассуждает так. Возможны два вариан- 
та: (1) я не испачкался, (2) я испачкался. При первом варианте испачкалось 
п мудрецов; они выйдут на п-й остановке. Поэтому до п-й остановки мне не 
следует выходить, потому что первый вариант остаётся возможным. Но если 
на п-и остановке никто не выйдет, то, значит, я испачкался. 


19.9. Ответ: а) ЛЛ; 6) ИИ; в) ЛИИИ; г) ИИИИ. 


19.10. Ответ: да, являются. В случае г) достаточно заметить, что для 
высказывания (р —> 4) —> р таблица истинности имеет вид ИИЛЛ. 


19.11. Все требуемые таблицы истинности легко составляются. 


19.12. а) Легко видеть, что высказывания р, —р, р&-р и р& У р соответ- 
ствуют всем возможным таблицам истинности. 

6) Высказывания р&а, р&(—а), -р&а и -р&(-4) принимают значение И 
ровно для одного из четырёх возможных наборов значений переменных р и 4. 
Чтобы получить высказывание, принимающее значение И на двух, трёх или 
четырёх наборах, можно применить дизъюнкцию. Например, высказывание 
(р&а)У (р&-—9) принимает значение И, если (р,4) = (И, И) или (р,а) = (И, Л). 
Высказывание р&-р принимает значение Л для всех наборов переменных. 
Теперь мы построили требуемые высказывания для всех таблиц истинности. 
Отметим, что высказывание, принимающее значение И на всех четырёх на- 
борах переменных, можно построить проще, а именно, взять высказывание 
рУ-Рр. 

6) Решение для п переменных точно такое же, как для двух переменных. 
Высказывание р! &-—р1 принимает значение Л для всех наборов переменных. 
Высказывания р1&р2&...&ри, —р1&р2&...&рп и т.д. принимают значение 
И ровно для одного набора значений переменных (всего можно составить 
2” таких высказываний — столько же, сколько есть разных наборов значе- 
ний переменных). Высказывания, принимающее значение И в точности для 
данных наборов значений, составляется из этих высказываний с помощью 
ДИЗЪЮНКЦИИ. 


19.13. Пусть р — это утверждение, что дорога ведёт в А, 4 — это утвер- 
ждение, что встретившийся местный житель правдив. Получаем следующую 
таблицу желаемых ответов и, соответственно, таблицу истинности требуе- 
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мого высказывания (она, естественно, составляется на основе того, что прав- 
дивый говорит правду, а лжец лжёт): 


желаемый таблица, 
ответ истинности 


Требуемое высказывание строится теперь так, как описано в решении за- 
дачи 19.12. Это будет высказывание (р&4) У (-р&—ч94). Таким образом, нужно 
задать вопрос: «Верно ли, что ты правдив и эта дорога ведёт в А, или что 
ты лжец и эта дорога не ведёт в А» Житель ответит «Да» тогда и только 
тогда, когда дорога ведёт в А. 


Замечание. Легко проверить, что таблица истинности построенного вы- 
сказывания (р&4а) У (-р&—4) совпадает с таблицей истинности высказыва- 
ния р <> 4. Поэтому можно задать вопрос: «Верно ли, что ты правдив 
тогда и только тогда, когда эта дорога ведёт в А» 


Глава 20. 


Стратегии. Турниры. 
Таблицы 


20.1. Выбор стратегии 


20.1. Перевозчику нужно переправить через реку волка, козу и ка- 
пусту. В лодку он может взять только один из этих объектов. Кроме 
того, капусту нельзя оставить вместе с козой, а козу — с волком. Как 
осуществить переправу? 


20.2. Три солдата и три разбойника должны переправиться через 
реку. Они нашли лодку, в которую помещаются только два человека. 
На каждом берегу нельзя оставлять больше разбойников, чем солдат. 
Как им переправиться через реку? 


20.3. Семья ночью подошла к мосту. Папа может перейти его за 1 
минуту, мама за 2, сын за 5, бабушка за 10. У них есть один фонарик. 
Мост выдерживает только двоих. Как им перейти мост за 17 минут? 
(Если по мосту идут двое, то они идут с меньшей из их скоростей. Идти 
по мосту без фонарика нельзя. Светить издали нельзя, перебрасывать 
фонарик через реку тоже нельзя.) 


20.4. Двое играют в следующую игру. Есть 9 карточек с числами 
1,2, ..., 9. Играющие по очереди берут себе по одной карточке. Вы- 
игрывает тот, у кого есть три карточки с числами, дающими в сумме 
15. Докажите, что эта игра эквивалентна игре в «крестики-нолики» на 
доске размером 3х 3. 
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20.2. Переливания 


20.5. Есть полный кувшин молока в 8 литров и два пустых кувшина 
в 5 литров и 3 литра. Как разделить молоко на две равные части? 


20.6. Есть полный кувшин молока в 12 литров и два пустых кувшина 
в 8 литров и 5 литров. Как разделить молоко на, две равные части? 


20.7. Есть четыре бочки. В первую входит 24 ведра, во вторую 13, в 
третью 11, в четвёртую 5. Первая бочка наполнена водой, а остальные 
бочки пустые. Как разделить воду на три равные части? 


20.3. Турниры 


При решении задач о турнирах нужно знать следующие правила: 

а) в волейболе не бывает ничьих; 

6) в шахматах за победу присуждается 1 очко, за ничью 1/2 очка, 
за поражение 0 очков. 


20.8. Восемь волейбольных команд сыграли каждая с каждой по 
одному матчу. Докажите, что можно выбрать четыре команды ал, а, 
аз, ад так, что команда а; выиграла у а; при 1 > }. 


20.9. Алик, Боря и Вася сыграли несколько партий в шахматы, при- 
чём каждый сыграл одинаковое число партий. Могло ли при этом ока- 
заться, что у Алика меньше всех проигрышей, у Бори больше всех вы- 
игрышей, а у Васи больше всего очков? 


20.10. а) В шахматном турнире участвовали два ученика 7 клас- 
са и некоторое число учеников 8 класса. Два семиклассника набрали 8 
очков, а каждый из восьмиклассников набрал одно и то же число оч- 
ков. Сколько восьмиклассников участвовало в турнире? Найдите все 
возможные решения. 

6) В шахматном турнире участвовали ученики 9 и 10 классов. Деся- 
тиклассников было в 10 раз больше, чем девятиклассников, и они набра- 
ли вместе в 4, 5 раза больше очков, чем все девятиклассники. Сколько 
очков набрали девятиклассники? 


20.11. В соревнованиях участвуют 2” боксёров. Каждый день про- 
ходят бои 2" 1 пар боксёров (каждый боксёр проводит ровно один бой). 
Все боксёры имеют разную силу, и в каждом бою побеждает сильней- 
ший. Докажите, что за п(п-1)/2 дня можно определить место каждого 
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боксёра. (Расписания на каждый день составляются накануне вечером 
и в день соревнований не меняются.) 


20.4. Взвешивания 


20.12. Есть несколько мешков, в каждом из которых достаточно 
много монет. В одном мешке монеты фальшивые, а во всех других на- 
стоящие. Известен вес настоящей монеты и известно, что фальшивая 
монета на 1 грамм легче настоящей. Как при помощи одного взвеши- 
вания на весах с разновесками обнаружить мешок с фальшивыми мо- 
нетами? 


20.13. Среди 26 одинаковых по виду монет есть одна фальшивая, 
которая легче остальных. Докажите, что за три взвешивания на чашеч- 
ных весах (без стрелок и гирь) можно найти фальшивую монету. 


20.14. Среди 21 + 1 монет есть 2 фальшивых (Ё < п), причём вес 
фальшивой монеты отличается от веса настоящей монеты на 1 грамм. 
Как за одно взвешивание на чашечных весах со стрелкой про одну вы- 
бранную монету узнать, фальшивая она или нет? 


20.15. Есть п мешков, в каждом из которых достаточно много мо- 
нет. Есть несколько разных сортов монет. Монеты разного сорта, име- 
ют разный вес, причём их веса различаются на целое число граммов. 
Вес монеты каждого сорта известен. В каждом мешке лежат монеты 
одного сорта, но количество мешков с монетами данного сорта может 
быть произвольным. Как при помощи одного взвешивания на весах с 
разновесками выяснить, какого сорта монеты лежат в каждом мешке? 


20.16. Некоторые из 20 металлических кубиков, одинаковых по раз- 
мерам и внешнему виду, алюминиевые, остальные"! дюралевые (более 
тяжёлые). Как при помощи 11 взвешиваний на весах с двумя чашечка- 
ми без гирь определить число дюралевых кубиков? 


20.17. а) Дано (37 — 3) монет (п > 2), среди которых есть одна 
фальшивая монета, отличающаяся по весу от настоящей. За, п взвеши- 
ваний на чашечных весах без гирь нужно найти фальшивую монету и 
выяснить, тяжелее она или легче, чем настоящая. 


1Предполагается, что все кубики могут быть алюминиевыми, но они не могут 
быть все дюралевыми (если все кубики окажутся одного веса, то нельзя выяснить, 
алюминиевые они или дюралевые). 
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1 
6) Сделать то же самое в случае, когда монет меньше 2" — 3), но 
больше двух. 


20.5. Таблицы 


20.18. В прямоугольной таблице, составленной из положительных 
чисел, произведение суммы чисел любого столбца на сумму чисел любой 
строки равно числу, стоящему на их пересечении. Докажите, что сумма 
всех чисел в таблице равна единице. 


20.19. В прямоугольной таблице произведение суммы чисел любого 
столбца на сумму чисел любой строки равно числу, стояшему на их 
пересечении. Докажите, что сумма всех чисел в таблице равна единице, 
или все числа равны нулю. 


20.20. Квадратная таблица в п? клеток заполнена числами от 1 доп 
так, что в каждой строке и каждом столбце встречаются все эти числа. 
Докажите, что если п нечётно и таблица симметрична относительно 
диагонали, идущей из левого верхнего угла в правый нижний, то на 
этой диагонали встретятся все эти числа 1,2,3,..., п. 


20.21. 64 неотрицательных числа, сумма которых равна 1956, распо- 
ложены в форме квадратной таблицы: по восемь чисел в каждой строке 
и в каждом столбце. Сумма чисел, стоящих на одной из диагоналей, 
равна 112. Числа, расположенные симметрично относительно этой диа- 
гонали, равны. Докажите, что сумма чисел в любом столбце меньше 


1035. 


20.22. 64 неотрицательных числа, сумма которых равна 1956, распо- 
ложены в форме квадратной таблицы по восемь чисел в каждой строке 
и в каждом столбце. Сумма чисел, стоящих на двух диагоналях, равна, 
112. Числа, расположенные симметрично относительно любой диагона- 
ли, равны. Докажите, что сумма чисел в любой строке меньше 518. 


20.23. Числа 1,2,...,Е? расположены в квадратную таблицу 
1, 2, зади” № 
ЕТ, К щи ОА: 
(ЕЕ... 0... №. 


Произвольное число выписывается, после чего из таблицы вычёркива- 
ется строка и столбец, содержащие это число. То же самое проделы- 
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вается с оставшейся таблицей из (Ё — 1)? чисел и т.д. К раз. Найдите 
сумму выписанных чисел. 


Решения 


20.1. Сначала нужно перевезти через реку козу. После этого перевозчик 
возвращается, и есть два варианта дальнейших действий. Нужно перевезти 
капусту (волка), вернуться обратно с козой, оставить козу на берегу, пере- 
везти волка (капусту) и потом перевезти козу. 


20.2. Будем указывать в скобках, кто плывёт в лодке. Переправиться 
через реку можно следующим образом: РРСС(РС), РРСС(Р)С, РСС(РР)С, 
РСС(Р)РС, СС(РР)РС, СС(С)РРР, С(СС)РРР, С(Р)РРСС, (РС)РРСС. 

20.3. Основная идея состоит в том, что бабушка должна пройти по мосту 
вместе с внуком. Сначала идут папа с мамой, затем папа возвращается с 
фонариком, после этого идут бабушка с внуком, затем мама возвращается с 
фонариком, наконец, папа с мамой переходят через мост. Всего на это будет 
затрачено 2 +1+ 10 +2+2 = 17 минут. 

20.4. Легко проверить, что есть ровно 8 троек карточек, дающих в сумме 
15: (1,5,9), (1,6,8), (2,4,9), (2,5,8), (2,6,7), (3,4,8), (3,5,7) и (4,5,6). Эти 8 троек 
чисел — в точности тройки чисел, лежащих на одной прямой в таблице 


Таким образом, цель играющего состоит в том, чтобы занять в этой таблице 
три клетки на одной вертикали, горизонтали или диагонали. 


20.5. Первое решение. Если в 8-литровый, 5-литровый и 3-литровый 
кувшин налито, соответственно, а,6,с литров молока, то будем обозна- 
чать это (а, 5, с). Можно применить такую последовательность переливаний: 
(8,0,0) -> (3,5,0) — (3,2,3) — (6,2,0) — (6,0,2) — (1,5,2) — (1,4,3) > 
— (4,4,0). 

Второе решение. Если есть три кувшина ёмкостью а, 6, с литров, 
то последовательные переливания п литров жидкости удобно изображать в 
правильном треугольнике со стороной п. Каждой точке внутри правильного 
треугольника со стороной п можно сопоставить три неотрицательных числа 
х, у, 2, сумма которых равна п. А именно, если через точку внутри правиль- 
ного треугольника со стороной п провести прямые, параллельные сторонам 
треугольника, то образуются три маленьких треугольника со сторонами х, 
у, 2; легко доказать, что х у +2 = п. Каждое из чисел х, у, 2 соответ- 
ствует одной из сторон правильного треугольника. Будем считать, что этой 
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(8, 0,0) 


Рис. 20.1. Переливания 


стороне соответствует один из кувшинов, т.е. будем считать, что в кувшины 
ёмкостью а, 6, с литров налито, соответственно, т, у, 2 литров. Переливания 
происходят в области, заданной неравенствами 1 < а, у < 6, ; < с. Каждое 
отдельное переливание представляет собой перемещение из одной точки гра- 
ницы данной области в другую точку границы в направлении, параллельном 
одной из сторон треугольника. 


Два различных варианта решения задачи изображены на рис. 20.1. 


20.6. Можно применить такую последовательность переливаний: 
(12,0,0) — (4,8,0) — (0,8,4) — (8,0,4) — (8,4,0) — (3,4,5) — (3,8,1) > 
— (11,0, 1) -> (11,1,0) —> (6,1,5) > (6,6,0). 


20.7. Можно применить следующие переливания: (24,0,0,0) -> 
_ (19,0,0,5) + (8,0, 11,5) > (8,11,0,5) —> (0,11,8,5) - (0, 13,83) > 
— (8,13,0,3) — (8, 13,3,0) — (8,8,3,5) — (8, 8, 8,0). 


20.8. Общее количество выигрышей равно общему количеству проигры- 
шей. Каждая команда сыграла 7 матчей. Поэтому среднее количество вы- 
игрышей равно 3,5. Значит, есть команда а1, выигравшая по краиней мере 
у четырёх команд. Для этих четырёх команд среднее число выигрышей в их 
матчах друг с другом равно 1,5. Поэтому есть команда а2, которая выигра- 
ла по крайней мере у двух команд аз и ал (аз — это та команда, которая 
выиграла у другой). 


20.9. Да, могло. Чтобы построить соответствующий пример, рассмотрим 
три вида турниров со следующими турнирными таблицами: 
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[_— [Выигрыши [Ничьи [ Проигрыши [ Очки | 
ЕЕ ОН: Е 


—_— [Выигрыши [ Ничьи [ Проигрыши [ Очки | 


Выя | а 
Г [Выигрыши [ Ничьи | Проигрыши [ Очки | 
ВБИ ЕЕ И ей Ев ВЕТ 
во Е т [1 | 

авар БЕНИН раЕЕИ ЕЕЕИ 


Пусть было сыграно а турниров первого вида, 6 — второго, с — третьего. 
Тогда у Алика 6 - с проигрышей, у Бори и Васи а 6 + си а проигрышей. 
У Бори а - 6 выигрышей, у Алика и Васи $ и а + 2с выигрышей. У Васи 
2(а-+6-+с) очков, у Алика и Бори по 2а - 26 + с/2 очков. Поэтому должны 
выполняться неравенства а > 6 + с, 6 > 2с ис- 0. Например, можно взять 
с=1 6 =Зиа=5. 


20.10. а) Пусть х — число восьмиклассников, у — число очков, набран- 
ных каждым восьмиклассником. Подсчитывая двумя способами сумму очков, 
набранных всеми участниками турнира, приходим к уравнению 


Я 
ху+8= @ О @+У Же, 


(%+2)(% +1 -16 14 


т 


Ия 
Поэтому х принимает одно из значений 1, 2, 7, 14. Значения 1 и 2 отпадают, 
поскольку в этих случаях число у будет отрицательным. Задача имеет два 
ответа: х =Тих = 14. 


6) Пусть в турнире участвовало х девятиклассников. Тогда всего было 


1152(112-1 
115 участников и они набрали Е 5= 


очков. По условию отношение чи- 
сла очков, набранных девятиклассниками, к числу очков, набранных деся- 
тиклассниками, равно 1: 4,5. Поэтому девятиклассники набрали 5(115 — 1) 
очков, а значит, каждый из девятиклассников выиграл все 115 — 1 партий, 
которые он сыграл. Но если бы среди участников турнира было два девя- 
тиклассника, то партию между собой они должны были оба выиграть, что 
невозможно. Поэтому в турнире участвовал один девятиклассник; он набрал 


10 очков. 


20.11. Применим индукцию по ®. Для п = 1 утверждение очевидно. Пред- 
положим, что 2"-' боксёров можно упорядочить за (п 1)/2 дней. Докажем, 
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что тогда 2” боксёров можно упорядочить за п(п + 1)/2 дней. Разобьём бок- 
сёров на две группы Х и У по 2”! человек. Сначала будут происходить 
бои только между боксёрами из одной и той же группы. По предположению 
индукции за п(п — 1)/2 дней в каждой из этих групп боксёров можно упоря- 
дочилть: ХЛ <...<ХнмийИ <... < Ум, где М=2"-1, 

Теперь нужно за п(п-+1)/2—п(п-—1)/2 = п дней повести поединки между 
боксёрами из разных групп и упорядочить всех боксёров. Это мы тоже будем 
делать по индукции. При п = 1 утверждение очевидно. Сделаем теперь шаг 
индукции. Возьмём «нечётную» группу ЛХ1, Хз, ..., У, Уз, ...и «чётную» 
группу Х2, Ха,..., Уз, Уд,...По предположению индукции за п—1 дней можно 
упорядочить боксёров в каждой из этих групп (каждая группа состоит из 
двух уже упорядоченных меньших групп). Пусть У;_: < Х; < У)41. Тогда 
боксёра Х; нужно сравнить с У). Но это сравнение необходимо лишь во том 
случае, когда Х;_1 < У; < Х‚41. Поэтому те пары боксёров {Х.:,У;}, между 
которыми необходимо провести бой, определены так, что ни один из боксёров 
не входит в две группы. 


20.12. Занумеруем мешки и возьмём из каждого мешка столько монет, 
каков его номер. Взвесим все эти монеты. Их вес меньше веса такого же 
количества настоящих монет на столько же граммов, каков номер мешка с 
фальшивыми монетами. 


20.13. Возьмём 18 монет и положим половину из них на одну чашу весов, 
а другую половину на другую чашу. Если одна группа монет окажется легче, 
то фальшивая монета входит в эту группу. Если же чаши весов уравновесят- 
ся, то фальшивая монета находится среди восьми оставшихся монет. 

После первого взвешивания у нас осталось 8 или 9 подозрительных монет. 
Возьмём из них 6 монет и половину положим на одну чашу весов, полови- 
ну на другую. После этого останется две или три подозрительных монеты. 
Положив на обе чаши весов по одной подозрительной монете, мы сможем 
выяснить, какая монета фальшивая, 


20.14. Отложим выбранную монету и положим половину оставшихся мо- 
нет на одну чашу весов, а другую половину — на другую чашу. Пусть среди 
первых п монет есть К! фальшивых, а среди других п монет есть К> фальши- 
вых. Тогда на первой чаше лежит груз весом па - Ё1, где а — вес настоящей 
монеты, а на второй чаше лежит груз весом па - Ё2. Стрелка весов покажет 
разность №1 — К2 = №: + Ё2 (шо 2). Таким образом, если выбранная монета 
фальшивая, то показание стрелки весов — нечётное число, а если выбранная 
монета настоящая, то показание стрелки весов — чётное число. 


20.15. Пусть вес самой лёгкой монеты равен а грамм, а вес самой тяжёлой 
монеты равен а 4—1 грамм. Занумерует мешки числами 0, 1,2,.... п-1и 
возьмём из мешка с номером $ ровно # монет. Тогда если в мешке с номером # 
лежат монеты веса а-+ ти, то вес выбранных монет превышает вес такого же 
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количества самых лёгких монет на по-т: а тьа?+...+ти_14?`". Это число 
можно узнать при помощи одного взвешивания. Кроме того, 0 < п, <а- 1. 
Поэтому, записав полученное число в 4-ичной системе счисления, мы узнаем 
все числа то, ту, ..., Пт-1. 


20.16. Положим на чашечки весов по одному кубику. Возможны два слу- 
чая. 


5 
Случаи 1. При первом взвешивании один из кубиков оказался тяжелее. 


В этом случае один выбранный кубик алюминиевый, а другой дюралевый. 
Положим выбранные кубики на одну чашечку и будем с ними сравнивать 
остальные кубики. А именно, оставшиеся 18 кубиков разбиваем на 9 пар и 
поочерёдно кладём их на другую чашечку. Каждый раз мы узнаём, сколь- 
ко в паре дюралевых кубиков. Действительно, если эталонная пара легче, то 
мы положили два дюралевых кубика; если эталонная пара имеет тот же са- 
мый вес, то мы положили один алюминиевый и один дюралевый кубик; если 
эталонная пара тяжелее, то мы положили два алюминиевых кубика. Таким 
образом, в первом случае достаточно 10 взвешиваний. 


5 
Случаи 2. При первом взвешивании кубики оказались равного веса. 


В этом случае либо оба выбранных кубика алюминиевые, либо оба дюра- 
левые. Положим выбранные кубики на одну чашечку и будем последовательно 
с ними сравнивать остальные кубики. Пусть первые А пар оказались того же 
самого веса, а (Ё-+1)-я пара оказалась другого веса. (Если Ё = 9, то все куби- 
ки одного веса, поэтому дюралевых кубиков нет.) Пусть для определённости 
(К + 1)-я пара оказалась более тяжёлой. Тогда первые два кубика и кубики 
первых А пар алюминиевые. Положим на каждую чашку весов по одному ку- 
бику (Е-+Т)-й пары. Если эти кубики одного веса, то они оба дюралевые. Если 
кубики разного веса, то один алюминиевый, а другой дюралевый. В обоих 
случаях мы можем составить пару кубиков, один из которых алюминиевый, 
а другой дюралевый. Оставшиеся пары кубиков мы можем сравнивать с этой 
парой, как и в первом случае. Общее число взвешиваний во втором случае 
равно 11. 


20.17. а) Рассмотрим все п-значные числа в троичной системе счисления, 
за исключением чисел 00... 0,11...1и22... 2. Разобьём эти числа на пары 
так, чтобы сумма чисел в каждой паре была равна 22... 2. Каждой монете 
сопоставим одну из таких пар. Будем называть правым маркером монеты 
то из чисел соответствующей ей пары, для которого первая пара неравных 
цифр — это 01, 12 или 20. Другое число будем называть левым маркером. 
Для него первая пара неравных цифр — это 21, 10 или 02. 

При К-м взвешивании положим на одну чашу весов те монеты, у кото- 
рых К-и разряд правого маркера равен 0, а на вторую чашу — те монеты, у 
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которых К-ий разряд правого маркера равен 2. Если перевесит первая чаша, 
то положим ак = 0; если перевесит вторая чаша, то положим ак = 2; если 
чаши уравновесятся, то положим а, = 1. Покажем, что тогда а1а2...атв — 
маркер фальшивой монеты, причём он левый, если фальшивая монета, легче 
настоящей, и правый, если фальшивая монета тяжелее. 

Прежде всего заметим, что на каждую чашу весов кладётся одинаковое 
число монет; более того, монет, у которых К-й разряд правого маркера равен 
0, 1, 2, одинаковое число. Чтобы это доказать, нужно рассмотреть цикли- 
ческую перестановку цифр 0 — 1—2 -> 0; при такой замене цифр каждый 
правый маркер переходит в некоторый другой правый маркер, и в результате 
правые маркеры разбиваются на тройки. 

Предположим, что А-й разряд правого маркера фальшивой монеты равен 
1. Тогда на обеих чашах весов при ^-м взвешивании лежат настоящие монеты, 
поэтому ак = 1. Именно так и должно быть (№-й разряд левого маркера тоже 
равен 1). 

Предположим, что А-й разряд правого маркера фальшивой монеты равен 
0. Тогда при А-м взвешивании фальшивая монета лежит на первой чаше весов. 
Если фальшивая монета тяжелее настоящей, то ак = 0 (Ё-й разряд правого 
маркера тоже равен 0). Если фальшивая монета легче настоящей, то ак =2 
((К-й разряд левого маркера тоже равен 2). Случай, когда К-й разряд правого 
маркера фальшивой монеты равен 2, разбирается аналогично. 

6) Основная трудность, которая возникает в случае, когда количество мо- 


1 
нет меньше 5" — 3), связана с тем, что если мы применим ту же самую си- 


стему взвешиваний, то на одной чаше весов может оказаться меньше монет, 
чем на другой. Чтобы преодолеть эту трудность, воспользуемся разбиением 
правых маркеров на тройки, которое возникает при циклической переста- 
новке цифр 0 — 1-2 -— 0. Кроме того, выделим тройку правых маркеров 
00... 01, 11... 12 и 22... 20. Эти маркеры мы не будем использовать до 
тех пор, пока это возможно. 

Будем разбивать монеты на тройки до тех пор, пока это возможно. Ка- 
ждой тройке монет сопоставим тройку правых маркеров (и соответствую- 
щих им левых маркеров); при этом выделенную тройку маркеров мы не ис- 
пользуем. Если остаётся одна монета, то ей сопоставляем маркер 11... 12, а 
если остаются две монеты, то им сопоставляем маркеры 00... 01 и22... 20. 

Для первых п — 1 взвешиваний можно применить прежние правила. Более 
того, если количество монет делится на 3, то последнее взвешивание тоже 
можно сделать по прежним правилам. 

Предположим, что осталась одна, монета с маркером 11... 12. Тогда если 
после первых п — 1 взвешиваний получается число, отличное от 11... 1, то 
ясно, что монета с маркером 11... 12 не фальшивая. В таком случае послед- 
нее взвешивание производится без учёта этой монеты. Если же получилось 
число 11... 1, то под подозрением остаются только монеты с маркерами 
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11... 10и 1... 12. Но это — маркеры одной и той же монеты (левый и 
правый). Итак, фальшивая монета известна. Теперь за одно взвешивание её 
можно сравнить с настоящей и выяснить, какая из них легче. 


Предположим, что остались две монеты с правыми маркерами 00... 01 и 
22... 20; им соответствуют левые маркеры 22... 21и 00... 02. Если после 
первых п — 1 взвешиваний получается число, отличное от 00... 0и22... 2, 


то фальшивая монета отлична от двух выделенных монет. Поэтому послед- 
нее взвешивание можно сделать без них. Если же после п — 1 взвешиваний 
получается число 00... 0 или 22... 2, то мы знаем, что фальшивая монета 
— одна из двух выделенных, причём мы знаем, какая из выделенных монет 
легче. Сравнив одну из этих монет с настоящей, мы узнаем, какая монета, 
фальшивая, и узнаем, легче она настоящей или тяжелее. 


20.18. Первое решение. Пусть 21,..., хи — суммы чисел в строках, 
у, ..., Ут — суммы чисел в столбцах. На пересечении 1-й строки и 1-го 
столбца стоит число х//;. Поэтому сумма чисел в 1-й строке равна хил + 
+тир +...+ тит. С другой стороны, эта сумма равна 1;. Таким образом, 
ЖЕ -у2+...Ч уют). Число х: положительно; в частности, оно отлично 
от нуля, поэтому 4/1 + 2 +... + т = 1. Но сумма у: + у2 +... + ут это как 
раз и есть сумма всех чисел в таблице. 

Второе решение. Пусть ал — число, стоящее на пересечении 1-го 


столбца и 1-й строки. По условию ах = р (там). Следова- 


2 
тельно, ай =У.,, (ла) ( И | = а ая) . Для числа 5 = 


= У ал мы получили уравнение 52 = 5. Но 5 > 0, поэтому 5 = 1. 


20.19. Пусть 51, ..., Хх» — суммы чисел в строках, у1,..., Ут — суммы 
чисел в столбцах. На пересечении 1-й строки и 1-го столбца стоит число у;. 
Поэтому сумма чисел в 4-й строке равна хил + х;у2 +...-+ +хит. С другой 
стороны, эта сумма равна х;. Таким образом, х: = х(и + у2 +... + ую). 
Сумма у: + у2 +... + уж — это как раз сумма всех чисел в таблице. Если 
она не равна 1, то 2; = 0. Аналогично доказывается, что в таком случае все 
числа 21, ..., бл, У1,..., Ут равны 0. Но тогда и все числа ху; равны 0. 


20.20. Таблица симметрична относительно диагонали, поэтому каждому 
числу, расположенному вне диагонали, соответствует равное ему число на 
симметричном месте. Значит, вне диагонали расположено чётное число еди- 
ниц, чётное число двоек и т.д. По условию в каждой строке встречаются все 
числа от 1 до п. Поэтому в каждой строке любое число от 1 до п встречается 
ровно один раз, а всего в таблице оно встречается ровно п раз. Число п не- 
чётно, поэтому каждое число от 1 до п встречается на диагонали нечётное 
число раз; в частности, каждое число от 1 до п встречается на диагонали по 
краиней мере один раз. Но на диагонали всего п мест, поэтому каждое число 
от 1 до п встречается на диагонали ровно один раз. 
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20.21. Предположим, что сумма чисел в некотором столбце равна 
5 > 1035. Рассмотрим строку, симметричную этому столбиу относитель- 
но выделенной диагонали. Сумма чисел в этой строке тоже равна 5, а сумма 
всех чисел, стоящих в этом столбце и этой строке, равна 25— 3, где з — число, 
стоящее на их пересечении. Число з стоит на выделенной диагонали, поэтому 
$ < 112. Следовательно, 25 —3 22.1035 — 112 = 1958 > 1956. Приходим к 
противоречию. 


20.22. Предположим, что сумма чисел в некоторой строке равна 5 > 518. 
Рассмотрим два столбца, симметричных этой строке относительно двух диа- 
гоналей, и ешё строку, симметричную этим столбцам. Число 8 чётно, поэтому 
мы получим два разных столбца и две разных строки. На пересечениях этих 
строк и столбцов стоят 4 числа, сумма которых равна з < 112. Сумма всех чи- 
сел, стоящих в этих двух строках и двух столбцах равна 45 —3 > 4.518— 112 = 
= 1960 > 1956. Приходим к противоречию. 


2 

20.23. Ответ: р 

Запишем данную таблицу в виде 
К. 0+1, #042 ..., К-ОЬ, 
К.1+1, АЕ жа, СВЕ, 
(ЕЕПК+1 (Е-ПЕ+2, ..., (Е-ПЕ-А. 


Каждое число таблицы представлено в виде Ка + 6, где 0 <а < Ё-1и 
1 << #. Будем отдельно суммировать слагаемые Ка и слагаемые 6. Из 
каждой строки выписано в точности одно число, поэтому будут присутство- 
вать слагаемые Ка для каждого а = 0, 1,..., К-— 1. Из каждого столбца, 
выписано в точности одно число, поэтому будут присутствовать слагаемые 
Ь для каждого 6 =1,2,..., К. Таким образом, искомая сумма равна 

КЕ БЕЗ Ки 


аа 


Глава 21. 


Системы счисления 


21.1. Последние цифры 


21.1. Найдите трёхзначное число, всякая целая степень которого 
оканчивается на три цифры, составляющие исходное число (в том же 
порядке). 

21.2. а) Докажите, что для любого натурального п существуют ров- 
но два натуральных п-значных! числа ав и 6, (отличных от 00...0и 
0...01), для которых а2 оканчивается на аи, а 52 оканчивается на в. 

6) Докажите, что аи + и = 10” +1. 

в) Пусть все числа а„ оканчиваются на одну и ту же цифру. До- 
кажите, что тогда аи+: оканчивается на ав, а „+: оканчивается на 
6... 

г) Докажите, что если аи+1 и а» оканчиваются на 5, то аи-1 — это 
последние п + 1 цифр числа а2, а если 9.1 и 6, оканчиваются на 6, то 
+1 — это последние п + 1 цифр числа 98. 


21.2. Первые цифры 


21.3. Числа 27 и 5" начинаются с цифры а. Чему равно а? 


1Первыми цифрами могут быть и нули, т.е. требуется лишь, чтобы выполнялось 
р р у ули, реоу , 
неравенство ап, би < 10" -— 1. 
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21.4. а) Докажите, что число 2" может начинаться с любого набора, 
цифр. 

6) Докажите, что число 0, 12481632... (подряд записываются степе- 
ни двойки) иррационально. 


21.5. Докажите, что квадрат целого числа может начинаться с лю- 
бого набора цифр. 


21.3. Другие цифры 


21.6. Докажите, что предпоследняя цифра числа 37 при любом п > 2 
чётна. 


21.7. Пусть а и 6 — последняя и предпоследняя цифры числа 27. 
Докажите, что если п > 3, то аб делится на 6. 


21.8. Пусть а2, а2,...— различные натуральные числа, в десятич- 
ной записи которых не встречается цифра 1. Докажите, что среди чисел 
ат /п есть сколь угодно большие числа. 


21.4. Сумма цифр 


21.9. Пустьа > 2 — натуральное число, которое не делится ни на 2, 
ни на 5. Докажите, что сумма цифр числа а" при достаточно большом 
т может быть сколь угодно велика. 


21.10. Докажите, что сумма цифр числа 2” может быть сколь угод- 
но велика. 


21.11. Пусть Р(х) — многочлен с натуральными коэффициентами, 
а», — сумма цифр числа Р(п). Докажите, что некоторое число встре- 
чается в последовательности @1, 42, аз, ...бесконечно много раз. 


21.5. Разные задачи о десятичной записи 


21.12. Найдите четырёхзначное число, которое является точным 
квадратом и у которого две первые цифры одинаковые и две последние 
тоже. 


21.13. Числа 2" и 5” (в десятичной записи) записаны одно за, дру- 
гим. Сколько цифр имеет полученное число? 
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21.14. Докажите, что любое положительное число а можно предста- 
вить в виде суммы девяти чисел, десятичные записи которых содержат 
только цифры 0 и К, где К — фиксированная цифра, отличная от нуля. 


21.15. Найдите все трёхзначные числа, равные сумме факториалов 
своих цифр. 

21.16. Все целые числа выписаны подряд, начиная от единицы. 
Определить, какая цифра, стоит на 206 788-м месте. 


21.6. Репьюниты и периоды десятичных 
дробей 


Пусть р — простое число, отличное от 2 и 5. Длиной периода числа 
р называют количество цифр в периоде десятичной записи дроби 1/р. 


21.17. Пусть п — натуральное число, не превосходящее р -— 1. До- 
кажите, что количество цифр в периоде десятичной записи числа п/р 
равно длине периода числа р. 


21.18. Докажите, что длина периода числа р является делителем 
числа р - 1. 


21.19. Периоды правильных дробей со знаменателем 7 получаются 
друг из друга циклической перестановкой: 


1/7 = 0, (142857) 3/7 = 0, (428571) 2/7 = 0, (285714) 

6/7 = 0, (857142) 4/7 = 0, (571428) 5/7 = 0, (714285) 
Докажите, что таким же свойством обладают все простые числа р, у 
которых длина периода равна р — 1. 

21.20. Период дроби 1/7 = 0, (142857) обладает следующим свой- 
ством: 142 + 857 = 999. Докажите, что аналогичным свойством обла- 


дает период дроби 1/р для любого простого числа р, у которого длина 
периода равна р — 1. 


Репьюнитом называют натуральное число вида 111...111, т.е. на- 
туральное число, в десятичной записи которого встречаются только 
единицы. 

21.21. Докажите, что длина периода простого числа р 2 3 равна 
числу единиц в наименьшем репьюните, делящемся на р. 
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21.22. Пусть р > 7 — простое число. Докажите, что число 111...11 
—— 


р-1 
делится на р. 


21.7. Определение 4-ичной записи числа 


21.23. Пусть 4 > 1 — натуральное число. Докажите, что любое 
натуральное число п единственным образом представляется в виде п = 
= ао +а.а-+ ага? +... + ава, где 0 <а; < 4-1 — целые числа, причём 
ак = 0. 

Выражение п = ао +а14+а2@-+...-+ а, ай называют 4-ичной записью 
числа п. 


21.8. Двоичная система 


21.24. Пусть п — натуральное число, ад — остаток от деления п 
на 2. Положим п1 = (п — 4)/2, а! — остаток от деления 7! на? и 
т.д. до тех пор, пока не получим Пт = Ти ат = 1. Докажите, что 
ат2т + ат_127 1+... а, 2+ ао — двоичная запись числа п. 

21.25. Докажите, что (1+ 2)(1 + #2) (1+ 2“)...(1+ 22") =1+5+ 
ара", 

21.26. Докажите, что количество нечётных коэффициентов много- 
члена (1 +2)” равно 24, где 4 — сумма цифр в двоичной записи числа 
п (т.е. количество единиц в двоичной записи числа 7). 

21.27. (Игра ним) Есть три кучки камней. Двое игроков по очереди 
берут произвольное число камней из любой кучки, но только одной. 
Выигрывает тот, кто берёт последний камень. 

Запишем числа камней в кучках в двоичной системе: в + а: 2+ 
+ аз: 22+... Ю-+ы 2+. 22+... о+а-2-+е2:22?+.... Положим 
а: = 4 ++ с. 

а) Докажите, что если среди чисел 4; есть хотя бы одно нечётное, то 
игрок, делающий первый ход, всегда может обеспечить себе выигрыш. 

6) Докажите, что если все числа 4; чётные, то второй игрок всегда, 
может обеспечить себе выигрыш. 


21.28. Докажите, что для любого натурального п число 


Ы 


т $ 
[5 ... равно сумме цифр двоичной записи 
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См. также задачи 19.5, 33.5. 


21.9. Другие системы счисления 


21.29. Пусть а1, а2,...— различные натуральные числа, в десятич- 
ной записи которых не встречается подряд 100 единиц. Докажите, что 
среди чисел а/п есть сколь угодно большие числа. 


21.30. Запишем натуральное число п в р-ичной системе счисления: 
2 т ий т 
п = @0 + ар + а2р" +...+атр”. Докажите, что число Е + 52 + 


п. п — (а0 фа1 +... Нат) 
+ [5] +... равно Поет) : 


21.31. Пусть р — простое число. Докажите, что если р" — наиболь- 
п+т 
шая степень числа р, делящая ( } то К — количество переносов 
т, 


при сложении чисел ти пв р-ичной системе счисления. 


21.32. Пусть р — простое число. Запишем натуральные числа а и 6 
в р-ичной системе: а = в +ар+...+атр", 6 = Ю-+Ыр-+... 0". 


Докажите, что 
(.) = (4) (4-2) ен® 


21.33. Если считать цифры, стоящие в разных разрядах, разны- 
ми, то в 4-ичной системе счисления п цифр позволяют записать а” 
чисел (от 0 до 4" — 1). Какая система счисления в этом отношении са- 
мая экономная, т.е. позволяет записать наибольшее количество чисел с 
помощью данного числа цифр? (Сравнивая системы счисления с осно- 
ваниями 41 и 42, мы рассматриваем только наборы из т цифр, где т 
делится на 41 и 42.) 

См. также задачи 20.15, 20.17. 


21.10. Другие представления чисел 


21.34. Докажите, что любое натуральное число й единственным 
образом представляется в виде п = а! И + а2.2!+... + ак - #!, где 
а; — целые числа, удовлетворяющие неравенствам 0 < а; Зриах 2 0. 
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21.35. Докажите, что любое рациональное число р/4 72 0 однозначно 
представляется в виде 


р _ $2 $3 Тп 
а 
где х1,..., хп — целые числа, причём 0 < хь < К при Ё 22 ити 2 0. 


Решения 


21.1. Ответ: 376 и 625. Пусть № — искомое число. Тогда № — М = 
= М(М№ —1) делится на 1000. Числа № и М — 1 взаимно простые, поэтому 
одно из них делится на 8, а другое на 125. Пусть сначала № = 125К. Тогда 
К < 8. Среди чисел 1256 —1, К = 1....,8, только число 624 делится на 8. 
Пусть теперь № — 1 = 125К. Тогда № = 125 + 1, поэтому К < 7. Среди чисел 
1256 +1 =1....,7, только число 376 делится на 8. 

Если № — № = М(М-1) делится на 1000, то № — № = №(М№-* — 1) тоже 
делится на 1000, поскольку №1 — 1 делится на № — 1. 

21.2. а) Число а2 —ап = ап (а. —1) должно делиться на 10” = 2"5”. Числа 
ап и ап — 1 взаимно простые и а» = (и 1, поэтому либо а» делится на 2” и 
ат — 1 делится на 5”, либо ап делится на 5” и а» — 1 делится на 2”. В первом 
случае а, = 2”а, где 1 <а< 5" — 1. Все числа 2”а, где 1 з<а< 5" —1, при 
делении на 5” дают разные остатки, причём ни одно из них не делится на 5”. 
Действительно, если число (а—а’)2” делится на 5", то а—а' должно делиться 
на 5”. Таким образом, при делении чисел а. = 2”а, где 1 <а < 5" -— 1, на 
5” мы получим все разные остатки от 1 до 5” -— 1, причём ровно по одному 
разу. Требуемое число аи = 2”а — это то, которое при делении на 5” даёт 
остаток 1. Аналогично разбираем второй случай и получаем, что 6, = 5" и 
$, даёт остаток 1 при делении на 2”. 

6) Из решения задачи а) следует, что аи = 2'а =1 (то4 5")и 6, = 5}а =1 
(шо4 2”). Значит, ав + и =1 (шоа 5”) и ав + в = 1 (шоа 2"), т.е. число 
ап + в — 1 делится на 10”. 

в) Последние п цифр числа а*., определяются последними п цифрами 
числа аи+1. Значит, если а„ — число, которое получается из ап-41 вычёрки- 
ванием первой цифры, то а^ оканчивается на ав. 

г) Пусть а? == .10”*1 + ав. Нужно доказать, что а! —ав41 делится 
на 10”. Ясно, что а: — ава = (42-2: 10711)? — (22 —- в. 107") = 
= ай — та? - 1071 +22 .102712 —а2 + х.107+1. Далее, а —а2 = (а2 фа») (а? + 
+ а). Число а2 — ап делится на 10”, а число а2 + а». делится на 10, поскольку 
оно чётно и оба числа а? и а, оканчиваются на 5. 

Пусть 55 = у: 10"11 + 6,1. Нужно доказать, что 62.1 — 6,41 делится 
на 10”+'. Ясно, что 2}: — 41 = 80 — В: (шоа 10”*'). Далее, 5 — 88 = 
= (2-68 +++ +ы). Число 62 — В, делится на 10”, а число 
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8+... + ы делится на 10, поскольку оно представляет собой сумму пяти 
чисел, оканчивающихся на 6. 

21.3. По условию а. 10Р < 2" < (а+1)10Р иа:. 107 < 5" < (а+1109. 
Поэтому а?10Р1* < 10” < (а + 1)?10Р14, т.е. а? < 10"7Р-9 < (а+1). При 
этом (а + 1)? < 100. Значит, а? < 10 < (а+1)>, т.е. а = 3. С цифры 3 
начинаются числа 25 и 55. 

21.4. а) Пусть А — данное натуральное число. Покажем, что натураль- 
ное число п можно выбрать так, что 10”А < 2” < 10"(А- 1), т.е. т + 
+5 А < п2 <т-+15(А +1. Эквивалентное условие таково: существуют 
натуральные числа т и п, для которых 15 А < п 2—т < 13(А- 1). Число 152 
иррационально (это доказывается точно так же, как в решении задачи 27.20). 
Поэтому можно воспользоваться результатом задачи 17.13. 

6) Очевидным образом следует из а). 


21.5. Достаточно доказать, что число 4” может начинаться с любого 
набора цифр. Это делается точно так же, как при решении задачи 21.4. 


21.6. Пусть № = ао-+а1 10 {а2-100+.... Тогда 3М = Зао + З0а1 + 300а> + 
+.... Поэтому если число а1 чётно, то предпоследняя цифра числа 3М№ имеет 
такую же чётность, как и предпоследняя цифра числа Зао. Равенство 31 = 81 
показывает, что последними цифрами чисел вида 3” могут быть только 3, 9, 
Ти1. При этом 3.3 = 9, 3:9 = 27, 3.7 = 21 и 3-1 = 3; во всех случаях 
предпоследняя цифра чётна. 

21.7. Поскольку 24 = 16, число 2“ оканчивается на 6. Соответственно, 
числа, 24811, 241+? 2413 оканчиваются на 2, 4, 8. Для чисел вида 2“ требу- 
емое утверждение очевидно, поскольку 6 = 6. Заметим также, что число 6 
всегда чётно. Поэтому достаточно проверить, что числа, 2+1 — 2, 24+? _ 4, 
2483 _ 8 делятся на 3, иными словами, достаточно проверить, что РН] 
делится на 3. Число 2“ = 16 при делении на 3 даёт остаток 1, поэтому число 
24№ тоже даёт остаток 1 при делении на 3. 


21.8. Количество натуральных чисел, которые не превосходят 10” и в 
десятичной записи которых не встречается цифра 1, не превосходит 9* — 1. 
Действительно, на каждом из К разрядов стоит одна из 9 цифр, причём все 
эти цифры не могут быть одновременно нулями. Значит, аи 2 10% для не- 
которого п < 9*. В таком случае а. /п > (10/9)*. Число (10/9)* может быть 
сколь угодно велико. 


21.9. Предположим, что сумма цифр чисел вида а” ограничена. Тогда, 
сумма цифр числа а” не превосходит суммы цифр числа а” для некоторого 
фиксированного №. Пусть а” < 10". Согласно задаче 17.2 существует нату- 
ральное число п, для которого а” —1 делится на 10*. Тогда сумма цифр числа 
а" М =а^М (а — 1) +а^ больше суммы цифр числа а”. Получено противоре- 
чие. 


21.10. Это очевидным образом следует из задачи 21.4. 
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21.11. Пусть Р(х) = 5х” +6,_15” 1+... +. Выберем натуральное 
число К так, что число 10* больше любого из чисел 60, 81,..., бт. Тогда в 
десятичной записи числа Р(10*) сначала идут цифры числа 6», затем нули, 
затем цифры числа 6„_1, затем нули и т.д. Для любого натурального числа, 
1 десятичная запись числа Р(10*+') устроена аналогично. У всех этих чисел 
сумма цифр одна и та же. 


21.12. Пусть а — первая и вторая цифры, 6 — третья и четвёртая. Тогда, 
данное число равно 11(6 + 100а), поэтому 6 + 100а = 114? для некоторого 
натурального числа х. Кроме того, 100 < 6+ 100а < 908, а значит, 3 < 5 < 9. 
Вычисляя квадраты чисел 33,44,...,99, получаем, что ровно одно из них 
имеет требуемый вид: 88? = 7744. 


21.13. Ответ: п + 1. Предположим, что число 2” имеет р цифр, а число 
5" — а цифр. Тогда 1021 < 2” < 10Р и 101 < 5" < 10%. Перемножив эти 
неравенства, получаем 10219? < 10” < 10219, Следовательно, р +а=п +1. 


21.14. Представим число а/Ё в виде суммы девяти чисел, десятичные 
записи которых содержат только цифры 0 и 1. Воспользовавшись тем, что 
а = К(а/Ё), получим требуемое представление. 


21.15. Ответ: 145. Пусть № = 100х + 10у + = — искомое число, для 
которого № = 2! + 9! + 2!. Число 7! = 5040 четырёхзначное, поэтому ни одна 
цифра числа М№ не превосходит 6. Поэтому число № меньше 700. Но тогда 
ни одна цифра числа М№ не превосходит 5, поскольку 6! = 720. Неравенство 
3.4! = 72 < 100 показывает, что хотя бы одна цифра числа М№ равна 5. При 
этом д = 5, поскольку 3. 5! = 360 < 500. Это неравенство показывает также, 
что х < 3. Более того, х < 2, поскольку 3! +2.5! = 246 < 300. Число 255 
не удовлетворяет условию задачи, а если лишь одна цифра искомого числа, 
равна 5, то х < 1, поскольку 2! + 5! + 4! = 146 < 200. Так как 1+5! +4! = 
= 145 < 150, получаем у < 4. Следовательно, 2 = 5. Учитывая, что х =1и 
0 < у< 4, находим единственное решение М = 145. 


21.16. Ответ: цифра 7. Однозначных чисел ровно 9, двузначных 99—9 = 
= 90, трёхзначных 999 — 99 — 9 = 900, четырёхзначных 9000 и т.д. Однознач- 
ные числа займут в выписанном ряду первые 9 мест, двузначные 90.2 = 180 
мест, трёхзначные 900.3 = 2700 мест, четырёхзначные 9000.4 = 36000 мест, 
пятизначные 90000 .5 = 450 000 мест. Поэтому интересующая нас цифра при- 
надлежит пятизначному числу. 

Пифры, принадлежащие не более чем четырёхзначным числам, имеют но- 
мера от 1 до 9+ 180- 2700-36 000 = 38 889. Разность 206 788 — 38 889 = 167 899 
нужно разделить на 5 с остатком: 167899 =5.33579 + 4. Интересующая нас 
цифра принадлежит 33 580-му пятизначному числу, т.е. числу 43 579 (первое 
пятизначное число — это число 10000). В этом числе интересующая нас ци- 
фра стоит на 4-м месте. 


21.17. Длина периода десятичной записи дроби п/р равна наименьшему 
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натуральному числу 4, для которого т(104 — 1) делится на р. Числа пир 
взаимно простые, поэтому т (109 — 1) делится на р тогда и только тогда, 
когда 109 — 1 делится на р. 


21.18. Длина периода числа р равна наименьшему натуральному числу 
4, для которого 10° — 1 делится на р. Согласно малой теореме Ферма (зада- 
ча 31.1) 10Р-' —1 делится на р. Пусть р —1 = а4-+ г, где 0 <г < 4. Требуется 
доказать, что г = 0. Предположим, что т > 0. Тогда 102! = (109)°10” = 10" 
(шо р), поэтому 10” =1 (што4 р). Это противоречит минимальности числа 


4. 


21.19. Будем делить 1 на р столбиком. В результате периодически будут 
повторяться некоторые остатки. Например, при делении 1 на 7 периодически 
повторяются остатки 1, 3, 2, 6, 4, 5. В случае, когда, длина периода равнар-—1, 
в этой последовательности встречаются все возможные остатки 1,2,...,р-1. 

Вернёмся к примеру дробей со знаменателем 7. Деление в столбик показы- 
вает, что 1/7 = 0, (142857). Вслед за остатком 1 встречается остаток 3. Это 
означает, что десятичная запись дроби 3/7 получается из десятичной записи 
дроби 1/7 вычёркиванием первой цифры после нуля. Дробь 2/7 получается 
вычёркиванием первых двух цифр, дробь 6/7 — первых трёх и т.д. 


21.20. Число р— 1 чётно; запишем его в видер-—1 = 2%. Период дроби 1/р, 
записанный как натуральное число, имеет вид а. 10* +6. Требуется доказать, 
чтоа +В = 10* — 1. 

Число 10** —1 = (10* — 1)(10* +1) делится на р. При этом 10* — 1 не 
делится на р, поскольку иначе длина периода числа р была бы меньше 2. 
Следовательно, 10* + 1 делится на р. 

108 +1 

Ясно, что 102* —1 = (а-10*-Ь)-р. Поэтому число а.10*-+Ь = р = 

р 
делится на 10* —1. Далее, а-+6 = а-10*-+ (шо4 10* —1), поэтому а-6 делится 
на 10* — 1. Кроме того, а 6 < 2(10* — 1), поэтому а +6 = 10* — 1. 


21.21. Пусть длина периода простого числа, р равна 4. Это означает, что 
4 — наименьшее натуральное число, для которого 10° — 1 делится на р. Ясно, 
что 104 —1 = 9Ва, где Ва — репьюнит, содержащий 4 единиц. Если р — 
простое число, отличное от 3, то 9На делится на р тогда и только тогда, 
когда Ка делится на р. 


21.22. Если р — простое число, отличное от 2 и 5, то число 1021 —1 

делится на р (задача 31.1). Это число имеет вид 99...9, Поэтому если р = 3, 
р-1 
то число 11...1 тоже делится на р. 
—— 
р-1 

21.23. Выберем КЁ так, что 4* < п < 4. Положим ак = [п/а*]. Тогда 
1 <а: < а-1ит = а, а* + т, где 0 < п’ < 4*. Если п’ 2 0, то выберем 
1 < Е так, что 4 < п’ < @*\, и положим а = [п / 4] иа41 =... ЕЯ =О 
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(если [< &- 1). Тогда п = ак4*® + и4 + пт”. Для п" поступаем аналогичным 
образом и т.д. 


Число ак определяется единственным образом. Действительно, если п 
= ао +а14+ а24? +... ака, то 4 <п < (4а-1+4(а-1+...+аа-1= 
= 4* +1 —1 < 4**1. Все остальные ай число тоже определяются однозначно. 


21.24. Пусть п = Ь,2* + | Ы +... 6: -2-+ 60. Тогда а = в и п = 
—— т, 1282. .. т. Поэтому аи = ип>2 = В, 1283. „6 
ит.д. 


21.25. Каждое число от 0 до 2711 — 1 можно единственным образом пред- 
ставить в виде суммы различных чисел 0, 1, 2, 2?,..., 2”. Поэтому слагаемое 
х", 0 <т < 2"*1 — 1, при раскрытии скобок в указанном произведении 
встречается ровно один раз. 


21.26. Ясно, что (1+2)? = 1+2? (шо4 2). Поэтому индукция по 1% по- 
казывает, что (1+ 2)?” =1+=2?” (шоа 2). Пусть п = 271 {+ 272 +... + 2та, 
где 0 < т: <т> <... < та. Тогда 

(1+ 2)" = (1+2)2”"' (1+2)2”?... (1+ 2)?" = 
(1+22"')(1+22””)...(1+22"°) (шоа 2). 


Все члены, которые получаются при раскрытии скобок в последнем выраже- 
нии, различны. Их количество равно 24, причём коэффициент при каждом 
члене равен 1. 


21.27. а) Пусть 4» — нечётное число с наибольшим номером К. Тогда одно 
из чисел ак, бк, сь равно 1, например ах = 1. Начинающий берёт из первой 
кучки камни так, чтобы числа ак+1, ак+2, ...не изменились, а каждое из 
чисел Ак, Чь_1, 4к_2,..., 40 стало чётным. В частности, число ак изменяется: 
оно становится равно 0; это означает, что первый игрок действительно берёт 
по крайней мере один камень. 


Второй игрок любым своим ходом обязательно сделает одно из чисел 
4; нечётным, поэтому первый игрок снова сможет применить ту же самую 
стратегию. 


Игра закончится за конечное число ходов. При этом после хода второго 
игрока в какой-то кучке обязательно остаётся хотя бы один камень. Поэтому 
второй игрок выиграть не может. 


6) После первого хода начинающего хотя бы одно из чисел 4; станет не- 
чётным, поэтому второй игрок может воспользоваться той же самой стра- 
тегией, которой в случае а) пользовался первый игрок. 


21.28. Пусть п = ао + 2а1 + 2а2+...+ 2 ах —щ двоичная запись числа п. 
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Тогда 
[5 = а! + 2а2 + 22аз +... + 21а, 
[5 = а2 + 2аз +... +2^-аь 
[5 =аз+... +2 За, 
а 
== 
Поэтому 


у Ул ул 
]+[=| +.--+ [=] = 
= (2 — Пал + (2? —- Паз+ (2 —-Паз+...+(2*-Пь = 
=п- (% ++... а»). 
21.29. В 4-ичной системе счисления, где 4 = 1010, мы получаем после- 
довательность натуральных чисел, которые не содержат цифры с = 11...1. 


100 


Как и в задаче 21.8, получаем а» > 4* для некоторого п < (4- 1)*. В таком 


1 Е 
случае а/п > (1 + =—т) . 


21.30. Легко видеть, что В =0 при > ти 
р 
т — ат, 


а 
р = аир + ат-1, 

п | — Е 

Ё =атр” "+ ат-1р” +... Нал. 


+] ++] 


=@т(1+р+... +” Г) +ат_1(1+р+...+р”"2)+...+м = 


т 1 т—1_] 28. 
ай о Е Сы = 
р-1 р-1 р-1 
_ атр” + ат-—1р" 1 +...+ аар + ао — (ат +ат-1+...+а0) 
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21.31. Напомним, что наибольшая степень простого числа р, на которую 


делится п!, равна, В + В + В +.... Поэтому согласно задаче 21.30 
р р 

пт (т- п)! 

наибольшая степень числа р, на которую делится р равна 

т т.п. 


т-+п-з(т-+п) т-з(т) п- (п) _ 8(т) + (п) — (т - п) 


р-1 = р-1 р-1 


2 


где (т) — сумма цифр числа т в р-ичной системе счисления. 

Остаётся доказать, что 3(т-п) = 3(т)-+8(п)—(р-—1)К, где К — количество 
переносов при сложении чисел т и п. При каждом переносе сумма цифр 
уменьшается на р — 1: вместо р + а получается 1 { а. 


21.32. Согласно задаче 14.27 (1+5)? = 1+? (шо4 р). Индукцией по К 
получаем (1 + «)Р" =1+ 27° (по4 р). Значит, 


(1+ т)? = (1+ дор. тр" ге 
= (1+ 2) (1 + д): ... 2+ 2)" т" = 
= (1+2) (1- 22)? ... (1+ 22” )Р" = 


= ПУ ее (шо4 р). 


9=0 &=0 
Поэтому коэффициент при д° = д00+412+.-+атР" в выражении для (1+2)? 
а О (ы 
по модулю р равен т . С другой стороны, он равен | 
ао / \ а1 Чт а 
21.33. Ответ: система с основанием 3. С помощью т = 4п цифр мы 
можем записать 4”/9 чисел. Поэтому нужно доказать, что 3”/З > 4”/9, т.е, 
34 > 4? для любого натурального 4. Это неравенство доказано в решении 
задачи 13.11. 


21.34. Согласно задаче 13.5 1. И-+2.21+3.3!+...+А. А! < (+ т), 
поэтому для данного п число К определяется однозначно. А именно, должны 
выполняться неравенства ^! < п < (Е + 1]!. Затем выбираем а’ так, чтобы 
выполнялись неравенства акК! < п < (а1 + 1!!. Тогда акк! < п < (Е+1)!, 
поэтому ак < К. Кроме того, п — акЁ! < (ак + ТК! — ак! = #!. Поэтому для 
числа п — акк! можно повторить те же самые рассуждения. 


21.35. Предположим, что требуемое равенство имеет место. Домножив 
! 


т 
обе части равенства на п!, получим равенство вида ТР д ти, где Х 
Ч 


| 
т! 

— целое число. Таким образом, ИВ целое число и х„ — остаток от деле- 
Ч 


! 
п. 

ния этого числа на п. Отметим, что если число В целое и т > п, то число 

Ч 
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тир 

——^ делится на т, поэтому тт = 0. Ясно также, что если число п доста- 
а 


точно велико, то п! делится на 4. Таким образом, числа п и х„ определены 
однозначно. Аналогично получаем, что хи_1 — это остаток от деления числа, 


1 Гр г 
— | —— —4. | нап —Тит.д. В конце остаётся целое число 1. 
п 4 


Глава 22. 


Графы 


Графом называют набор точек (называемых вершинами графа), не- 
которые из которых соединены рёбрами. При этом нас интересует толь- 
ко то, какие именно пары точек соединены рёбрами. Многие задачи 
естественно формулируются на языке графов. 

Граф называют связным, если для любых его вершин % и %'’ найдётся 


последовательность вершин 41 = %, 42, %3, ..., п = %', в которой любые 
две соседние вершины %; и 9; 1 соединены ребром. 
Циклом называют последовательность рёбер 1142, 1213, ..., бп_1%п, 


ит (п> 3). 


22.1. Докажите, что среди любых шести человек найдутся либо трое 
попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых. (Иными словами, в 
любом графе с шестью вершинами есть либо три вершины, попарно 
соединённые рёбрами, либо три вершины, попарно не соединённые рё- 
брами.) 


22.2. Докажите, что в любом графе число вершин, из которых вы- 
ходит нечётное число рёбер, чётно. 


22.3. Лан отрезок ОА. Из конца отрезка А выходит 5 отрезков 
АВ1, АВ., АВз, АВа, АВ.. Из каждой точки В; могут выходить ещё 
пять новых отрезков, или ни одного нового отрезка и т.д. Может ли 
число свободных концов построенных отрезков равняться 1001? (Под 
свободным концом отрезка понимаем точку, принадлежащую только 
одному отрезку, кроме, возможно, точки 0). 


22.4. а) Докажите, что граф, в котором из каждой вершины выхо- 
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дит чётное число рёбер, можно представить в виде объединения непе- 
ресекающихся циклов. 

6) Докажите, что граф, в котором количество вершин, из которых 
выходит нечётное число рёбер, равно 2п, можно представить в виде 
объединения непересекающихся циклов и П несамопересекающихся пу- 
тей, идущих по рёбрам. 


22.1. Обходы графов 


Назовём обтодом графа путь, идущий по рёбрам графа, и проходя- 
щий по каждому ребру ровно один раз. 


22.5. Докажите, что если обход графа существует, то количество 
вершин, из которых выходит нечётное число рёбер, не превосходит 
двух. (Эйлер) 

22.6. Докажите, что если граф связен и количество вершин, из кото- 
рых выходит нечётное число рёбер, не превосходит двух, то существует 
обход этого графа. (Эйлер) 


22.2. Ориентированные графы 


Граф называют ориентированным, если на каждом его ребре ука- 
зано направление движения, т.е. ребро выходит из одной вершины и 
входит в другую. 


22.7. Докажите, что любой связный граф с чётным числом рёбер 
можно ориентировать так, что из каждой вершины будет выходить 
чётное число рёбер. 


22.3. Паросочетания 


Паросочетанием называют набор рёбер графа, не имеющих общих 
вершин. Паросочетание называют максимальным, если в него входит 
наибольшее возможное число рёбер (т.е. любое паросочетание для дан- 
ного графа содержит не больше рёбер, чем максимальное паросочета- 
ние). 


22.8. Докажите, что паросочетание максимально тогда и только то- 
гда, когда в графе нет пути, который идёт по рёбрам графа и обладает 
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следующими свойствами: 1) из любых двух соседних рёбер пути одно 
принадлежит паросочетанию, а другое не принадлежит; 2) из началь- 
ной и конечной точек пути не выходят рёбра паросочетания; 3) начало 
и конец — разные вершины. (Берж) 


22.9. Пусть вершины графа разбиты на, два непересекающихся мно- 
жества Х и У, причём все рёбра идут из Х вУ. Докажите, что паро- 
сочетание, включающее все вершины множества Х, существует тогда, 
и только тогда, когда для любого набора выделенных вершин из мно- 
жества Х количество вершин, соединённых с выделенными вершинами, 
не меньше количества, выделенных вершин. (Холл) 


22.10. На танцы пришло несколько юношей и несколько девушек, 
причём каждая девушка знакома ровно с й (Ё > 1) юношами и каждый 
юноша знаком ровно с К (Ё > 1) девушками. Докажите, что они могут 
разбиться на пары так, что в каждой паре будут юноша и девушка, 
знакомые друг с другом. 


Решения 


22.1. Пусть о — произвольная вершина графа с шестью вершинами. Сре- 
ди оставшихся пяти вершин есть либо три вершины, соединённые рёбрами 
с %, либо три вершины, не соединённые рёбрами с ч. Пусть %1, 12, %3 — 
вершины, соединённые рёбрами сч. Если вершины %л1, 92, %з попарно не со- 
единены рёбрами друг с другом, то они образуют искомую тройку вершин. 
Если какие-то две из вершин %1, 92, из соединены ребром, то вместе с верши- 
ной 9 они образуют искомую тройку. Для вершин %л1, 42, %з, не соединённых 
рёбрами с вершиной %, рассуждения аналогичны. 


22.2. Вычислим двумя способами количество пар, состоящих из ребра и 
одного из его концов. С одной стороны, это количество равно удвоенному чи- 
слу рёбер; в частности, оно чётно. С другой стороны, оно равно сумме чисел 
рёбер, выходящих из всех вершин. Эта сумма чётна, поэтому в неё входит 
чётное число нечётных слагаемых. А нечётные слагаемые соответствуют как 
раз тем вершинам, из которых выходит нечётное число рёбер. 


22.3. Ответ: да, может. При проведении пяти отрезков из конца от- 
резка появляются 5 новых свободных концов и пропадает один старый. В 
результате число свободных концов увеличивается на 4. Поэтому если пя- 
тёрки отрезков проведены К раз, то число свободных концов равно 4 + 1. 
При К = 250 получаем нужное число свободных концов. 


22.4. а) Применим индукцию по числу рёбер графа. Для графа с двумя 
рёбрами утверждение очевидно. Возьмём теперь произвольный граф и будем 
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идти по его рёбрам, выйдя из некоторой вершины и не проходя дважды по 
одному и тому же ребру. Из каждой вершины выходит чётное число рёбер, 
поэтому мы можем продолжать обход до тех пор, пока не попадём в вер- 
шину, в которой уже побывали (эта вершина не обязательно та, из которой 
мы вышли). В результате получится некоторый цикл. Выбросив все рёбра, 
входящие в этот цикл, мы получим граф с меньшим числом рёбер, в котором 
снова из каждой вершины выходит чётное число рёбер. По предположению 
индукции этот граф можно разбить на непересекающиеся циклы. 

6) Будем действовать так же, как и в задаче а), но только теперь бу- 
дем выходить из вершины, из которой выходит нечётное число рёбер. На 
этот раз у нас либо получится цикл, либо получится несамопересекающийся 
путь, соединяющий две вершины, из которых выходит нечётное число рёбер. 
Можно выбросить этот цикл или путь и к полученному графу применить 
предположение индукции. 


22.5. Через каждую вершину графа, отличную от начала или конца об- 
хода, проходит чётное число рёбер. 


22.6. Согласно задаче 22.4 данный граф можно представить в виде объ- 
единения непересекающихся циклов и, возможно, одного несамопересекаю- 
щегося пути. Если граф состоит только из несамопересекающегося пути или 
только из цикла, то всё ясно. В противном случае есть ещё по крайней ме- 
ре один цикл. Из связности графа следует, что есть цикл, одна из вершин 
которого лежит на несамопересекающемся пути (если из каждой вершины 
выходит чётное число рёбер, то вместо несамопересекающегося пути берёт- 
ся произвольный цикл). Если выбросить дополнительный цикл, то получится 
граф, для которого обход существует по предположению индукции. Поэтому 
можно поступить следующим образом. Будем обходить полученный граф до 
тех пор, пока не дойдём до вершины, принадлежашей дополнительному ци- 
клу. После этого совершим обход дополнительного цикла, а затем продолжим 
обход полученного графа. В результате получим обход исходного графа. 


22.7. Сначала ориентируем граф произвольно. Рассмотрим все вершины, 
из которых выходит нечётное число рёбер. Их число чётно. Действительно, 
сумма чисел рёбер, выходящих из всех вершин, равна числу рёбер, поэтому 
она чётна. Таким образом, если есть хотя бы одна вершина, %1, из которой 
выходит нечётное число рёбер, то есть ещё хотя бы одна такая вершина, 
12. Пользуясь связностью, соединим их набором рёбер. Среди всех таких 
наборов возьмём тот, в котором число рёбер наименьшее (тогда в нём не 
будет циклов). Изменим ориентации всех рёбер этого набора на противопо- 
ложные, а ориентации всех остальных рёбер оставим без изменений. После 
такой операции из вершин %1 и %2 будет выходить чётное число рёбер, а из 
всех остальных вершин будет выходить столько же рёбер, сколько и раньше. 
Несколькими такими операциями мы уничтожим все вершины, из которых 
выходит нечётное число рёбер. 
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22.8. Предположим сначала, что в графе есть путь, обладающий указан- 
ными свойствами. Из начальной и конечной точек этого пути выходят рёбра, 
не принадлежащие паросочетанию, поэтому путь состоит из нечётного числа, 
рёбер 1142, 92%3,...,12п-—1%92. Построим новое паросочетание, выбросив рё- 
бра %2%3, 04%5,... и добавив рёбра 1112, уз%а,... (Это можно сделать, потому 
что из вершин %1 и 12» по условию не выходят рёбра паросочетания.) Новое 
паросочетание содержит на одно ребро больше, чем старое, что противоре- 
чит максимальности. 

Предположим теперь, что есть два паросочетания М и М’, причём М’ 
содержит больше рёбер, чем М. Построим для паросочетания М путь, обла- 
дающий требуемыми свойствами. Рассмотрим только те рёбра, которые вхо- 
дят ровно в одно из паросочетаний М и М'. Любой путь, идущий по таким 
рёбрам, обладает свойством (1), поскольку если из какой-то вершины вы- 
ходят два из рассматриваемых рёбер, то одно из них принадлежит М, а 
другое принадлежит М’ и не принадлежит М. Рассмотрим все пути мак- 
симальной длины. Среди них обязательно найдётся путь, у которого рёбер 
паросочетания М’ больше, чем рёбер паросочетания М; это следует из того, 
что паросочетание М’ содержит больше рёбер, чем М. Этот путь, очевидно, 
обладает свойством (3). Легко убедиться, что он обладает и свойством (2). 
Действительно, пусть о — конец или начало этого пути. Из и выходит ребро 
паросочетания М’. Из максимальности пути следует, что из ® не выходит 
ребра, которое принадлежит М и не принадлежит М”. Но ребро, которое 
одновременно принадлежит М и М', тоже не может выходить из %, потому 
что из 9 не могут выходить два ребра паросочетания М’. 


22.9. В одну сторону утверждение очевидно: если паросочетание суще- 
ствует, то количество вершин из множества, У, соединённых с выделенными 
вершинами даже только рёбрами паросочетания, уже равно количеству вы- 
деленных вершин. 

Предположим теперь, что указанное условие выполняется, но нужного 
паросочетания не существует. Чтобы прийти к противоречию, возьмём мак- 
симальное паросочетание М. По предположению в Х есть вершина, т, из ко- 
торой не выходит рёбер паросочетания М. Рассмотрим все пути, идущие из 
вершины 5, рёбра которых поочерёдно то лежат в М, то не лежат. Пусть 
Х’и У’ — множества концов этих путей, лежащих в Х иуУ. Согласно зада- 
че 22.8 из максимальности М следует, что из каждой вершины множества У” 
выходит ребро паросочетания М; очевидно также, что из каждой вершины 
множества Х’, кроме вершины х, выходит ребро паросочетания М. Пусть 
Х” — это множество Х’ без вершины х. 

Вершины множеств Х” и У’ разбиты на пары — концы рёбер паросоче- 
тания М. В частности, Х" и У’ состоят из одинакового числа вершин. Кроме 
того, вершины множества Х’ соединены рёбрами только с вершинами мно- 
жества У’. Действительно, если вершина у соединена с некоторой вершиной 
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множества Х’, то вершина у соединена с вершиной х путём, рёбра которого 
поочерёдно то лежат в М, то не лежат. Но в таком случае вершина у лежит 
в У’. В результате получаем, что количество вершин, соединённых рёбрами 
с вершинами множества Х’, на 1 меньше количества вершин множества Х’. 
Приходим к противоречию. 


22.10. Прежде всего покажем, что юношей пришло ровно столько же, 
сколько девушек. Пусть количество юношей равно а, количество девушек 
равно 6, а количество всех пар знакомых друг с другом юношей и девушек 
равно п. Тогда Ка = п = Кб, поэтому а = 6. 

Выберем произвольную группу из а! юношей. Пусть количество тех де- 
вушек, которые знакомы хотя бы с одним из этих юношей, равно 61. Пусть, 
далее, п1 — количество пар знакомых юношей и девушек, в которых юноша 
— один из выбранных а1, п> — количество пар знакомых юношей и девушек, 
в которых девушка — одна из выбранных 61 девушек. Ясно, что 12 2 т, 
п1 = Ка1 и п2 = Ёб1. Поэтому 61 > а1. Это неравенство позволяет воспользо- 
ваться результатом задачи 22.9. 


Глава 23. 


Комплексные числа 


Комплексным числом называют выражение вида а - №, геаи В 
— вешественные числа, а { — символ, удовлетворяющий соотношению 
? = -1. Если = а+Ы, то числа а и ® называют соответственно 
вещественной и мнимою частью числа д (обозначение: а = Вед, 6 = 
= [1 2), а комплексное число а — & называют числом, сопряжённым к 
числу 2 (обозначение: 2). Перемножают комплексные числа по обычным 
правилам раскрытия скобок и приведения подобных членов, заменяя 


каждый раз # на —1, т.е. 
(ам) (с 4) = (ас — ва) + (аа+ 5). 


Каждое вещественное число а можно рассматривать как комплексное 
число а -{ 01. 

Если на плоскости выбрать систему координат, то можно устано- 
вить взаимно однозначное соответствие между комплексными числами 
и точками плоскости, при котором числу а + М соответствует точка 
с координатами (а,5). При этом умножение на комплексное число 2 
приобретает следующую геометрическую интерпретацию. Пусть г — 
расстояние от нуля до 2, ф — угол, на который нужно повернуть во- 
круг нуля луч, содержащий положительные вещественные числа, чтобы 
получить луч 02. Тогда умножение на число 2 — это композиция го- 
мотетии с коэффициентом !' (с центром в нуле) и поворота на, угол ф. 
Числа г и ф называют соответственно модулем и аргументом числа 
= (обозначение: г = |2|, ф = агёз). По-другому геометрическую ин- 
терпретацию произведения комплексных чисел можно сформулировать 
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так: при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а 
аргументы складываются. 

Зная геометрическую интерпретацию комплексных чисел, легко на- 
учиться их делить: для этого нужно делить модули и вычитать аргу- 
менты. Деление можно ввести также и чисто алгебраически. Для ка- 
ждого комплексного числа, 2 = а + М имеет место очевидное равенство 

21 = (а+И)(а-— м) =“ - РР =ФчЬ =. 


Поэтому ш/з = ш#/|2 |2. 


23.1. Тождества и неравенства для ком- 
плексных чисел 


23.1. Пусть а и 6 — комплексные числа. Докажите, что Ве(аб) = 
= Ве(аб). 
23.2. Пусть а и 6 — комплексные числа. Докажите, что 


|а-+ 6? — |а- 6? =4Ве(а). 


23.3. Пусть 2 и и — комплексные числа. Докажите, что 


е-ш + в ш] = 22+ 2. 


23.4. Пусть а, $ и с — комплексные числа. Докажите, что следующие 
неравенства эквивалентны: 
1) Ве[(а — с) (&—5)] > 0; 


а-+ь 1 
= < -а-Ы. 
2) Е 5 |< Ь 


23.2. Формула Муавра 


23.5. Докажите, что (с0зф + $зтф)" = созиф + {тиф для любого 
натурального п (формула Муавра). 
2 2* 2 пп 


5:9 п ь 
23.6. а) Докажите, что числа эт р 5." 


являются корнями многочлена 


(аа (алан НТ ааа. нтдтыя, 


1 
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т (1 Е явля 
Эт +1?'`` 98 т 


6) Докажите, что числа сё? 
ются корнями многочлена 


а - В а + а —...+ (1, 


23.7. Используя результат задачи 23.6, вычислите следующие сум- 
мы и произведения: 


©? 


2% +1? 


п 


2 2 2 п. 
а) сё т +966 тт +... +98 вт! 
6) 1 1 1 . 

о р жж Ро 

яп эт Эш 

21-1 2% +1 2+1 
. п 2 пт 
в) эт эт р 


23.3. Корни из единицы 


Корнем п-& степени из единицы называют комплексное число Е, для 
которого =" = 1. Примитивным корнем п-й степени из единицы назы- 


вают комплексное число Е, для которого =" = Ти =* = 1 при К = 1, 2, 
И 
7 


23.8. а) Докажите, что 
д" -1= (22-1 [2 — 2208" +1) [#2 = 2 сов" +1) на 


(р -ьо5ПЕШЕ т. 


6) Докажите, что 


о ОТ ‚ (пв-1л уп 
В 5т-г 


в) Докажите, что 


п 2т (пл _ м 
сов 2п СОБ 2% **' сов т эт—т' 
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23.9. а) Докажите, что 


2" 4п 
Ри ЩИ Ш 2 _ 2 _ о _ 4 _ 
х 1=(#-1 (= 24 08 5 т+1) (= 24 08 5 +1)... 


бь. 2пп ) 
(= 25608 т +! : 


6) Докажите, что 


вт —^ т ий ...зт — 9 ИТ, 
2% +1 2% +1 2% +1 2% 


23.10. Докажите, что примитивные корни п-й степени из единицы 


2тт .. тт 
— это числа со$ —— + 19щ ‚› где число т взаимно просто с п. 
п 


23.11. Пусть = — примитивный корень п-й степени из единицы. 

Докажите, что 
в — Е 
п при Ё=п. 

23.12. Пусть 11, ..., 2и — вершины правильного п-угольника на 
комплексной плоскости, 20 — его центр. Докажите, что если Р(2) — 
многочлен степени не выше п — 1, то Р(21) +...+ Р(2.) = пР(мо). 

23.13. Пусть Е — примитивный корень степени й из единицы. До- 
кажите, что (1 — =) (1 — =?) (1 — =З)...(1- =" 1) = п. 

23.14. Докажите, что произведение длин всех сторон и диагоналей, 
проведённых из одной вершины правильного п-угольника, вписанного 
в окружность радиуса 1, равно п. 

23.15. а) Докажите, что многочлен Р(2) = 27 + 237 + 127 + 17 +1 
делится на многочлен @(1) = 1* +13 +17 + ++ 1 тогда и только тогда, 
когда п не делится на 5. 

6) Докажите, что если числа т и п взаимно простые, то О 
+... + 127 + 1} +1 делится нах" +... 2 + 5+1. 

23.16. Докажите, что 


2 3 ха п-—1 п 

1 — 08” ^^ + с08” => — сов" +... + (—1)” 1 сов" Ш Ия — —т. 
п п п п РА 

23.17. Дано 21 чисел ап, ап, ..., ап. Рассмотрим 2п чисел 


в—1 
1 
т У` арЕРЧ, а=-п, -п+1...п-+ 1 


р=—п 
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п ... Л 
где = = с08 .. + 1 9щ =. Докажите, что 


п-1 
1 
ар = ВЕРЯ. 
= ыы 


ч=—п 


23.4. Корни многочленов 


23.18. Докажите, что если 20 — корень многочлена, с вещественны- 
ми коэффициентами, то #0 тоже корень этого многочлена. 


23.19. Докажите, что для любых натуральных чисел а, 6, с много- 
член 239 + 1301 + 136+? делится на 12 +т+1. 


23.20. Дан многочлен 1” + а1х"` +... + ав. Найдите многочлен, 
корнями которого являются: а) квадраты корней этого многочлена; 6) 
кубы корней этого многочлена. 

23.21. При каких натуральных п а”(6 — с) + 5" (с — а) + с'(а- в) 
делится на а? + 62 + с? + а6 + 6с+ са? 

23.22. а) Докажите, что многочлен Р‚„(1) = (5+1) — 1” —1 делится 
на 12 + х +1 тогда и только тогда, когда п = 6 + 1. 

6) Докажите, что Р,(1) делится на (1?+х+1)? тогда и только тогда, 
когда п = 6% -+ 1. 

в) Докажите, что Р‚(х) не делится на (22 + х + 13. 


Решения 


23.1. Ясно, что Ве(аб) = Ве(а5) = Ве(а6). 
23.2. Ясно, что [а = (а-5)(а-5) = |а|? + 6? + (6+ 25). Далее, число 
аб + а = аб + аб вещественное, поэтому оно равно Ве(аф + 6) = 2 Ве(аф). 


23.3. Пусть 2 =а+ фиш =с-+ 1, где а, 6, с, 4 — вешественные числа. 
Тогда 


2-Е ш]? = (ас)? + &=а)? = 
= а ас + + +24 +4. 
Поэтому |2 + 2+ в ш = 2(а? + + с? + а?) = 222 +21. 
23.4. Ясно, что 
Ве[(а — ©) (&—5)] = — Ве(аб) — |с|? + Ве(аё + &) 
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и 
ы 82 а-+ь и 
4 2 
1 Е 
= 1 (а -57 - а+67) — [< + Ве[<(а +5] = 


= — Ве(аб) - |с|? + Ве(аё + 6). 


Таким образом, 


1 2 


Ве[(а — ©) (= -5)] = де -? . в 


2 


23.5. Модуль числа 2 = созф + ;шф равен 1, а его аргумент равен ф. 
Поэтому модуль числа 2” равен 1, а его аргумент равен пр. 


23.6. а) Согласно формуле Муавра соз(2 + 1) + зщ(2п + 1)а = (с0з а + 
+ зщ а)?" 1, Поэтому 


2 1 = 
Г. ) 082"? авт а+...-+(-—1)” эт?" 1 а, 
(1). 


являются корнями многочлена 


зт(2т-Т)а = ( 


: 2+1 
005?" акта ( г 


. п 
у: БШ 
21-1 21-1 


2 1 2 1 = 


После деления этого многочлена на у и замены 4 = у? получаем требуемое. 
6) Из формулы (1) следует, что 


эт(2т-НТ)а = эт" 1 а И ") све?" а — Е ") свв" За +... + (-1”) . 


Значит, числа 0, зщ 


Поэтому числа - сё р Е с т 
у В Е 


2 1 2 1 С 


23.7. а) Рассматриваемая сумма равна 


ши и =. пб и 


являются корнями многочлена 


1 
6) Тождество —>— =1+ сё? а показывает, что рассматриваемая сумма 
107 а 
п(2т —1 21(п +1 
равна п(2т — 1) + п = а. 


в) Квадрат рассматриваемого произведения с точностью до знака равен 
отношению свободного члена многочлена из задачи 23.6 а) к коэффициенту 
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В 2 1 
при х”. Свободный член равен ( г: ): коэффициент при 5” с точностью 
2 1 2 1 1-1 ь 
до знака равен ( е ) + ( г. ) ЕЕ — ‚). Если к последней сумме 
т, + 


2 1 2 1 2 1 
прибавить ( ее ) + ( ем ) Рае Ё ( т ), то в результате получим 


0 2 2 
21 -+1 21-1 
22"+1 Но обе эти суммы равны, поскольк = . Значит 
ы р У 2+1 2т—28 ь 
1 
квадрат рассматриваемого произведения равен ——. Ясно также, что рас- 


22% 
сматриваемое произведение положительно. 


23.8. а) Корни 2п-й степени из единицы, отличные от +1, имеют вид 


К .. № Е 
с0$ — зщ — , где й =1,2,..., п- 1. Остаётся заметить, что 
ул Ул 


Кл .. АЛ Кл .. АЛ 2 кп 
т — с03 от т -— с03 + зщ =х 25 с0з +1. 
п п п п п 
6) Воспользуемся равенством из задачи а), предварительно заметив, что 


227 —1 _ 22 
ге 
1-1 


В результате получим 


г: 2 —1 
97 (1-се =) (1-5 2")... (1- сов От) =п 


. Ясно также, что рассматриваемое 


а‘... 4+1. 


Заметим теперь, что 1 — соза = 2 зщ? 
произведение синусов положительно. 


>| 


(пл 

21 ‘ 

23.9. Обе задачи решаются аналогично задаче 23.8. Нужно лишь заме- 
тить, что число —1 не является корнем степени 2п + 1 из единицы. 


. Е 
в) Следует из 6), поскольку зт — = с05 
п, 


2тл .. 2тл 
23.10. Для любого целого числа т число ; = соз —— +1зш —— является 
п 


5 р 2Ктт .. 2Етл 
корнем п-й степени из единицы. При этом 2" = соз +1зш ——. Чтобы 
число 2 было примитивным корнем из единицы, нужно, чтобы все числа т, 
2т, ..., п -— Т)т не делились на п. Это эквивалентно тому, что т взаимно 
просто с п. 
И Если 1 <Ё<п-1, то =" = 1, поэтому 1+ = НЕ... НЕЕ = 
ЕП" —1 1-1 


=-1 — =-1 
которых равно 1. 


= 0. При А = п получаем сумму п слагаемых, каждое из 


23.12. Пусть = — примитивный корень п-й степени из единицы. Тогда 
2т = 20 + а=" при т =1,..., п. Поэтому 


т — т > 
2®, = (20 + а=")® = 28 + ( 1 8 1а=” + ( ь 8 З2т 4... ракет. 
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1 
Но >" са = О при 1 < Ё < п-1 (задача 23.11). Поэтому требуемое 
равенство выполняется для многочлена О(2) = 2", < Е < п-1. Значит, 
оно выполняется и для любого многочлена Р(2) степени не выше п - 1. 


= = (2—2) (#—=?)...(1-="-1), 


Равенство (2 — =)(х — =)... (1—="` 1) =1+2+2?+...+2”`" верно для всех 
т, в том числе и для х = 1. 


23.13. Ясно, что 1+%-+22+...+л7_ 1 = 


23.14. Можно считать, что вершины правильного п-угольника — точки 
1 в, =2,..., Е", где Е — примитивный корень п-й степени из единицы. 
Длины сторон и диагоналей, проведённых из точки 1, равны |1 — |, |1—=?|, 


.1- ="-\|, Согласно задаче 23.13 их произведение равно п. 


23.15. а) Корни многочлена Р(5) — это примитивные корни 5-й степени 
из единицы. Поэтому @(х) делится на Р(х) тогда и только тогда, когда все 
примитивные корни 5-й степени из единицы являются корнями многочлена, 
@(х). Пусть = — примитивный корень 5-й степени из единицы. Если п делится 


на 5, то О (Е) = 5. А если п не делится на 5, то О(=) = ре = 0. 
6) Ясно, что 
(тот +... + дп ай +1 _ (17? —1(5-1 
тт. чата © (типы, 
Многочлен (х” — 1)(х" — 1) имеет двукратный корень 1, а остальные его 


корни — корни степени т и п из единицы, отличные от 1; все они различны, 
поскольку числа т и п взаимно простые. Многочлен (5”” — 1)(х — 1) тоже 
имеет двукратный корень 1, поэтому остаётся проверить, что любой корень 
степени т или п из единицы является корнем многочлена х”” -— 1, но это 
очевидно. 


Па оо 
23.16. Пусть = = с03 — +&зш —. Тогда =" = —1, поэтому рассматриваемая 
Ул Ул 
сумма равна 


уг (= Е =), № 1 > о» —- 


9=0 1=0 в=0 
1 п п—1 
ул 2 71(п— 
а ( ) у `(& у" в). 
2% р 
в=0 5=0 
Число =? является примитивным корнем степени п из единицы, поэто- 
п-1( 27 щ-К) — № 
му согласно задаче 23.11 о (=°) = п при Ё = 0 или п, а при 


Е < п эта сумма равна нулю. Таким образом, исходная сумма равна 


+ 


23.17. Рассмотрим число 


п-—1 
= Уж У` БЕ 74 
а=—п 


| 
> 
5 
< 
ю 
© 
5 
| 
к. 
ы 
ю 
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Если г = р, то а Е" -Р)9 = 2. Если жег 22 р, то эта сумма равна нулю. 
Действительно, = — примитивный корень (2%)-й степени из единицы, поэтому 
можно воспользоваться задачей 23.11 (сумма там та же самая, поскольку 
= — 1; слагаемые просто переставляются по циклу). В результате получаем 


р = 2пар. После деления на 2п получаем требуемое. 

23.18. Пусть Р(2) = ао2" + 127+... + ап, где ао, а1,..., ап — веще- 
ственные числа. Тогда Р(2) = ао=" + 12" 1+... + а» = Р(?). Поэтому если 
Р(ло) = 0, то Р(5о) = Р(оо) = 0. 

23.19. Если = — корень многочлена 2 + х + 1, то =3 = 1. Поэтому =З@ + 
о в 

23.20. а) Перемножим многочлены 1” + ад" +... + в = 
= (1-21)... (1—2) из" — их” "аз"? фаза" З+.. ‘Ба = (+21)... (+ 
+5»). В рЕулЕтАте полуНИм многочлен (х” аз"? +. ..)2—(их”1+азх" 3+ 
+...)2 = (2? 21). . (=? 52) Положив у = 47, получим требуемый многочлен 
у" + (2а2 — зу” + (а2 — 2алаз + 2а4)у" 2+... = (у- 22)... (у- 22). 

6) Представим данный многочлен в виде О где Р(1) = 
= ап + ат_з43 +... О(&) = ап-1 + ап—428 +... В(®) = ап_2 тва +... 
Пусть 3 =1ищ 7 1. Тогда 


Р(х) + +0 (т) + =?В(т) = (1-11)... (20), 
Р(т) + и=О(т) +? В(т) = (из 11)... (их — п), 
Р(т) +7 т0(<) + иг? В() = (ив — 11)... (м? — чт). 


Перемножив эти равенства, получим 
Р*(2) + 230 (=) + =°Е°(=) — За Р(=)@ (=) Е(г) = (2° 21)... (23 — п). 


Заменив в многочлене Р3(5) + 2303(2) +1 88(т) — 323 Р(2)0(2)В(т) каждый 


член 23* на у*, получим требуемый многочлен. 


23.21. Ответ: только при п = 4. Легко проверить, что при п = 4 ре- 
зультат деления равен (а — 6) (6 — с)(а — с). Покажем, что при всех остальных 
натуральных п а”(6 — с) +5" (с — а) + с"(а — 5) не делится на а? + 6? + с? + 
+ аб - 6 + са. Достаточно проверить, что первое выражение не делится на 
второе при 6 = 2 ис = 1, т.е. а" — (2° —1)а+ (2” —2) не делится на а? + За + 
+7. При п = 2 и 3 это проверяется непосредственно. Пусть теперь п > 5. 
—З= 1/19 

2 
ждого из корней равен \У7. Поэтому достаточно проверить, что если 2 — 
комплексное число и |2| = \7, то =” — (2” — 1); + (2" —2) 2 0. Ясно, что 
2" = (2—1) 2-9“ —2)| > |=" |= "| @" 2) = 7 = "Пт" 
+2 > 7/2 — 2" (1+7) > 7/2 —4.27, поскольку У7 < 3. Легко проверить, что 
7°/2 —4.2” > 0 при п > 5. Действительно, УТ > 2, поэтому достаточно рас- 
смотреть случай п = 5. А в этом случае нужно проверить, что 7° > (4. 25)?. 


Квадратное уравнение а? + За + 7 = 0 имеет корни ; модуль ка- 
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23.22. а) Многочлен Р»(х) делится на (2? + х +1)? тогда и только то- 
гда, когда Р»(=) = 0, где = — примитивный корень 3-й степени из единицы. 
Равенство =? = —= —1 показывает, что выражение Р,(=) = (—=?)” — =" —1 
зависит только от остатка от деления п на 6. При этом Р%(=) = —1, Ри(=) = 
= =? —-=-—1=0, Р»(=) ==- =? —120, Рз(=) = -3, Ра(=) = =? -=Е-150, 
Бь(е) = -е—=?-1=0. 

6) Многочлен Р„(х) делится на (2? + х +1)? тогда и только тогда, когда 
Р»(=) =0иР, (=) = 0, где Р, (2) =п((=2+1)” 1—5” ") — производная много- 
члена Р» (т). Равенство Р/ (Е) = 0 эквивалентно тому, что (—=?)" 1—1 = 0, 
т.е. =" = 1. Ноп = 6Ё 1, поэтому п = 6 +1. 

в) Многочлен Р,(1) делится на (2? + г + 1)3 тогда и только тогда, когда 

= 6 +1и Р,/ (5) = 0, где Ру(2) = п(п —- 1((5+1)”? - 17-2). Таким 
=?т- 22:2 


а должно выполняться равенство (= + 1)"-? = =", т.е. 
= ="-?, Следовательно, =”? = —1 и =") = 1. Но =?®- 2 = сон- и == 1, 


Приходим к противоречию. 


Глава 24. 


Уравнения, разрешимые 
в радикалах 


Вся история решения уравнений 3-й и 4-й степени связана с Итали- 
ей. Формулу для решения уравнения 3-й степени открыл Сципион дель 
Ферро (1465 — 1526), но он хранил свои результаты в тайне. В 1536 г. 
эту формулу переоткрыл Никколо Тарталья (1500 — 1557), готовясь к 
математическому поединку. После долгих уговоров и клятв хранить всё 
в тайне Джероламо Кардано (1501 — 1576) выведал у Тартальи приё- 
мы решения кубических уравнений. Кардано нарушил клятву в 1545 г., 
опубликовав способ решения кубических уравнений в своей книге по 
алгебре «Атз шавпа» («Великое искусство»). Кардано писал, что этот 
способ он узнал от Тартальи и из бумаг дель Ферро. Тарталья, узнав 
о появлении книги «Агз тарпа», едва не сошёл с ума от гнева и начал 
яростную полемику с Кардано. Помимо решения кубических уравнений 
книга, «Агз тарпа» содержала решение уравнений 4-й степени, получен- 
ное Людовико Феррари (1522 — 1565), учеником Кардано. 

Долгие поиски решения в радикалах уравнения 5-й степени не при- 
вели к успеху. В 1799 г. итальянский врач и математик Паоло Руффи- 
ни (1765 — 1822) опубликовал доказательство неразрешимости в ра- 
дикалах общего уравнения 5-й степени, но в этом доказательстве был 
серьёзный пробел. Полное доказательство неразрешимости уравнения 
5-й степени независимо от Руффини получил в 1824 г. молодой норвеж- 
ский математик Нильс Генрик Абель (1802 — 1829). А затем Эварист 
Галуа (1811 — 1832) разработал теорию, позволяющую для каждого 
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конкретного уравнения выяснить, разрешимо ли оно в радикалах. 


24.1. Докажите, что уравнение 1” + а1х"`' +... На» = 0 можно 
привести к виду у" + 659" 2+... В, = 0 с помощью замены у = 2+ с, 
где с — некоторое число. 

Поэтому достаточно рассмотреть кубические уравнения вида 13 + 
+ ах +6 = 0 и уравнения 4-й степени вида 5“ + ат? + +с=0. 


24.1. Решение кубических уравнений 


24.2. Найдите корни уравнение 13 +рх-+4 = 0, представив их в виде 
д = У а + УВ и найдя выражения для а и В. 

24.3. Решите уравнение 23 + рх + 4 = 0, воспользовавшись тожде- 
ством 


23 +3 +23 — Зву = (#+у+2 (ху а 2) (ху + ил), 
где и? +и+1= 0. (Подберите у и 2 так, что —Зуз = ри 93+ 23 = 4.) 
24.4. Докажите, что если все корни кубического уравнения 43 + 
+ аз + 6 = 0 действительные, то при вычислении корней по формуле из 


решения задачи 24.2 обязательно появляются мнимые числа. 


24.5. Найдите корень 10 = 2 уравнения 13 


из решения задачи 24.2. 


—1-— 6 =0 по формуле 


24.6. Пусть дл, 22, хз — корни уравнения 23 + ру +4 = 0. Положим 
а = т, + 12 + и? 3 и В = 21 +712 + шт, где и? + +1 = 0 (эти 
выражения называют резольвентами Лагранжа). 

а) Докажите, что 351 = а + 6, 312 = а + Ви 313 = ша + и? В. 

6) Выразите сб и а3 + 63 через р и 4. 

в) Решите уравнение 23 + рх +4 = 0. 


24.2. Дискриминант кубического много- 
члена 


24.7. Докажите, что многочлен 13 + рт + 4 имеет кратные корни 
2 з 


тогда и только тогда, когда, “ + в = 0. 
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24.3. Решение уравнений 4-й степени 


24.8. Решите уравнение 1“ + 42? + 65 + с = 0, представив многочлен 
21 + ах? св виде разности квадратов двух многочленов. 

24.9. Решите уравнение 1“ + ах? + 9х + с = 0, найдя уравнение, ко- 
торому удовлетворяет сумма двух корней данного уравнения (Эйлер). 

24.10. Пусть 21, 12, 3, 24 — корни уравнения #^ + а? Ни -+с=0. 
Положим а = — (571 + 22)(тз +54), В = —(21 +23)(12 +24) иу = (2. + 
+ 14) (52 + 23). 

а) Выразите 21, 22, тз и 24 через /а, УВи \/У. 

6) Выразите коэффициенты многочлена (у — а) (у — В)(у — 7) через 
а, 6, с. 

в) Сведите решение уравнения 5“ + ал? + $5 + с = 0 к решению 
кубического уравнения. 


24.4. Другие уравнения, разрешимые в 
радикалах 


24.11. Решите уравнения 
т° — 1053(1 — 12) + 55(1 - 22)? =а, 
2’ — 215°(1-— 12) + 3513 (1 — 22)? — 72(1 — 12)3 =а. 


24.12. Решите уравнение 25 — 5443 + 5а?%-В=0. 


24.13. Какие уравнения седьмой степени можно решить тем же спо- 
собом, который использовался при решении задачи 24.12? 


Решения 


24.1. Требуемая замена имеет виду =х-+ = 


24.2. Должно выполняться равенство 


23 =а+8+3/аВ(9/а + 3/8) =а+В +3 /аВз. 


Поэтому числа а и В нужно подобрать так, чтобы выполнялись равенства 


3 
39/аВ = -риа+ В = -ч9. Из этих равенств следуют равенства «В = е— и 
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а-+ В = —49. Таким образом, для чисел а и В получено квадратное уравнение. 
Его корни имеют вид 


2 3 
ее В 
в Е тт. (0 


Формула х = а + В даёт 9 различных значений. 
Чтобы получить формулу, которая даёт 3 значения, можно воспользо- 


ваться соотношением /а /В = —р/3. Эта формула имеет вид 
= р 
х = а — т. 


где а находится по формуле (1). При этом х не зависит от выбора знака перед 
радикалом в формуле (1). Несложно проверить, что полученная формула даёт 
значения т, которые являются корнями уравнения 3 + рх +4 = 0. 


24.3. Если —Зу2 = р, то 323 = —р3/27. Поэтому у3 и 23 — корни 
Е 
квадратного уравнения В — а — 5 = 0. Корни этого уравнения равны 
2 Е 
9, |9 р :: о 
2=\/ д + т Выберем в качестве у одно из трёх значений кубического корня 
з|а Ге р 
о + Е + 27? а в качестве 2 выберем а по-другому это можно сказать 


/ 2 Е 
5 3 
так: выберем в качестве х то из значении кубического корня р — \/ и + = 


для которого —3у2 =р. 

Уравнение 13 + рх + 4 = 0 имеет следующие корни: х1 = —(у+2), 22 = 
= — (му а? 2) и зз = —(и?у+ 2). 

24.4. Нужно проверить, что если все корни кубического уравнения #3 + 

: 6? | аз 

+ ах + 6 = 0 действительные, то А = Е + р < 0. Чтобы убедиться в этом, 
исследуем функцию у(т) = 23+ ах +. Ясно, что у’ = 32? + а. Поэтому функ- 
ция у(%) монотонно возрастает при х < —а и прих > а, где а = \/-а/З, 
а при —а < х < а функция у(%) монотонно убывает. Легко проверить, что 
у(—о)у(<) = 4Д. Поэтому уравнение у(х) = 0 может иметь ровно три дей- 
ствительных корня лишь в том случае, когда А < 0. 


24.5. Этот корень выражается по формуле 


и и 
хо = 3+ У6 + \/3— 56. 


24.6. а) Корни х1, 52, хз легко находятся из линейной системы уравнений 
11 +12 +13 = 0, д: + ит + оз =а 1 + 2 то + ихз = 8. Чтобы наити 
х1, нужно сложить эти уравнения и воспользоваться тем, что и? + и-+1= 0. 
Чтобы найти 12, нужно сделать коэффициенты при 12 равными 1. 
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6) Воспользовавшись равенством и/? + и = —1, легко проверить, что «в = 
22,2 2 
= 11-+15+13—2152—5253—11жз = (41+12+53)“-3З(х152+х2хз+ти1хз) = -Зр. 
Снова воспользовавшись равенством ил? + и = —1, получим а + 83 = 2(28 + 


+23 +23) +1223 — 3(22 12 +5152 4 2152 +1128 + аз + 2222). При этом 
0 = (21 +22 + 43) = 2} +28 +28 + балл: +3(21 12 +1122 +...) и0= (21+ 
+22 + 23)(2112 +213 + 22тз) = (1222 +2122 +...) +За1тоез. Следовательно, 
аз + 83 = —9(22т2 +2122+.. .) = 27415253 = —274. 

в) Мы выяснили, что а3 + 03 = 274 и а? 63 = —27р3. Числа а? и В3 можно 
найти, решив квадратное уравнение. Извлекая кубические корни, находим а 
и В. Значения кубических корней нужно при этом выбрать так, что аб = —Зр. 
Корни уравнения 23+ рх + 4 = 0 находятся теперь согласно задаче а). 


24.7. Первое решение. Пусть рассматриваемый многочлен имеет 
корни 11, 22 и хз, причём х1 = 12. Коэффициент при =? равен нулю, поэтому 
11 +52 + тз = 0. Таким образом, хз = 251. Ясно, что 


(2 —21)(2 — 22)(1 — 23) = 23 — За т +223, 


2 з 
т.е. р = —342 иа= 213. В таком случае < = 26 = и 
а ГР 
Наоборот, если г + от = 0, то мы можем положить 11 = = и. Знак 
3 4? 
определяется следующим образом: 23 = + ты" ровно при одном 


выборе знака этот корень равен — 


Второе решение. Многочлен }(х) = 23 + рх + 4 имеет кратные кор- 
ни тогда и только тогда, когда у него есть общий корень с многочленом 


}'(=) = 32? + р (задача 28.16). Последний многочлен имеет корни + = 

поэтому для то = + —: должно выполняться равенство (2? + р) = —4, 

т.е. Е 5 ( 5 + в) = —9. После возведения в квадрат получаем равенство 
2 

Ч р 

Т+Р =0. 

4 в 27 


24.8. Воспользуемся тем, что 
2 
т Нах? + +е= (+5 + — (2:2? в + (Ре -е+5)). 
Выберем $ так, чтобы дискриминант 
2 2 а? 
Р=Ь -— 8 (: +а&ры-с+ р) 


был равен нулю. Тогда 


2 
4 2 (2, а В ь 
х {ах + с= (2 +5+1) » (+ г) : 
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Поэтому уравнение 
т Нах? + +е=0 (2) 


можно решить следующим образом. Решим сначала кубическое уравнение 
относительно $ 


2 2 а? 
о" — & Рш-е+ т) =0. 
Пусть ®ю — один из его корней. Тогда уравнение (2) можно записать в виде 


а ++ = УЗЫ (+-#)- 


41 


Получаем два квадратных уравнения и решаем их стандартным способом. 


24.9. Пусть 21, 22, 23, 24 — корни уравнения 1“-+ ах? 5х -с = 0. Положим 
и = 21 + 52 = —(53 + 14). Тогда 


д На? Не +с= (15° — их + а) (=? + иж + В), 
а+В-и? =а, и (а -— В) =6, аВ = с. 


Из первого и второго уравнений получаем 
2 6 
(‹ +и -— , : 
КР 


Подставив эти выражения в третье уравнение, получим 


м8 + 2а^ + (а? — 4с) 4? - В =0. (1) 


о -- 


1 
= 5 (а+ +). В = 
2 и 


Уравнение (1) является кубическим уравнением относительно и?. Решив это 
кубическое уравнение, найдём 6 корней уравнения (1). Они имеют вид мл, 
2, Еиз. Можно считать, что 


1 12 =, хз + та = 1, 
+43 = 42, 12 + та = —\2, 
11 54 = цз, 2 + хз = — из. 


Тогда ил + и2 + из = 221. 


24.10. а) По условию 51 +52 = —(53 +54), поэтому 21 + 52 = \/а. Анало- 
гично 21 + хз = Вил! + та = 7. Следовательно, 


21 = Уа+ УВ+ ул, 
222 = Уа- УВ- у, 
—Уа+ УВ- уу, 
22а = -Уа- В+ у. 


2тз 
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5) Ясно, что а + В+ = —(25152 + т2тз+...) = —2а. Далее, аВ- у + Ву = 
= (2122 +.. +3? хожз-+. ..)+65152х354. Учитывая, что а? = (т1х2-.. :)2 — 
= (212 +...) + 2(х2еотз +...) + бахаи 0 = (21+...) (515223 +...) = 
= (2 тожз+...)+4аалохзха, получаем аб +луа-+ Ву = а? —4с. Наконец, —аВа/ = 
= (2312 тз+...)-+2(атожзха+...)-+2(айаата+.. +4 (а тзта-+...). Учитывая, 

что 0 = (21+...) (2122 +...) (а1л2хз+...) = (23атз +...) +З(атоазта+...)+ 
+ З(2? ежа +...) + (21 тзта+...), 0 = (21 +...)а1щотза = (аЗаоазаа + 
+.. 2 (ежа... и = С .)? = (х2азжз+.. )-+2(аа3хзжа-+...), 
получаем ал! = 7. 

в) Согласно задаче а) достаточно найти с, В и у. Согласно задаче 6) числа, 
а, В и 7 являются корнями кубического уравнения у3-+2ау? + (а?—4с)у—5? = 0. 


24.11. Пусть 5 = соз ф. Рассматриваемые уравнения имеют вид с0$5ф = а 
и с0$ 7ф = а. Значит, решения этих уравнений имеют вид 


1 [* т 
= (Уолта + ум =®), 


24.12. Мы воспользуемся тем же самым способом, которым в задаче 24.2 
было решено кубическое уравнение. А именно, будем искать решение в виде 
х =а+ В. Воспользовавшись тем, что (+ В)3 = а? + В3 + Зав (а + В) и (а-+ 
+ В) = аб + 88 + 5аВ (а? + 83) + 10а? В? (а + В), запишем исходное уравнение 
в виде а° + 65 + А(а3 + 83) + В(а + В) -Ь = 0, где А = 5аВ — 5аи В = 
= 10а? 8? — 15аоВ + 5а?. Если аВ = а, то А =0и В = 0. Поэтому решение 
исходного уравнения свелось к решению системы уравнений а? + 65 = В, 


где п = 5 или 7. 


$ [и 
а = а. Из этой системы находим аб, 88 = 5 \/® — а5. Поэтому 
5] 6 62 5|6 62 
— — — — а5 ВЫ —_ — п5 
т 4 а? + 5 4 а 


Значения корней выбираются так, чтобы их произведение было равно а. 


24.13. Ответ: 57 - 7алб + 14а253 — Та -6=0. 
Пусть аВ = а. Тогда 


(а+8)'= а'’+ 87+ 7а(а + В°) — +21а?(оЁ + В) + 35а? (а + В), 
(а + В)° = аб + 88 +5а(а? + 83) + 10а (а + В), 
(а+ В) = ов + В3 + За(а + В). 


Чтобы осталось только а" + ВТ, нужно рассмотреть выражение 
(а+8)" — 7а(а + В)5 + 14а? (а + В) — Та (а- В). 


'Таким образом, решение уравнения х`— Та + 14а? — Та х = 6 сводится к 
решению системы уравнений аВ = а, а7Т + 87 = 6. 


Глава 25. 


Предел 
последовательности 


Для бесконечной последовательности а1, а2, аз, ...обычно исполь- 
зуют обозначение {аи}. Число а называют пределом последовательно- 
сти {аи}, если для любого = > 0 можно выбрать номер № так, что 
|4» —а| < Е при п > №. Предел последовательности {ав} обозначают 
111 @п. Предел последовательности не всегда существует. Напри- 
мер, у последовательности а» = (—1)" предела нет. 

Вместо обозначения Ши а» = а иногда используют обозначение 
а» — а при п ->› со или даже просто аш — а. 


25.1. Свойства пределов 


25.1. Докажите, что если предел последовательности существует, 
то он единствен. 


25.2. Пусть {ап} и {8} — две последовательности, причём 
Ни» — со @п = а и Ши сх 9, = 6. Докажите, что: 

а) Ши, о (аи + с) =а-+си Ши ‚оо (са) = са для любого числа с; 

6) Шило (аи +В) =а-+85; 
в) Шило (@иб) = аб; 
) 


3 1 
г) если а = Оиа; 2 0 для всех п, то Шип — = 
а 


1 
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25.3. Докажите, что если ап < и < ск для всех п и Шла = 
= аш оо Сп, ТО Шл-ъоо 6 = а. 


25.4. Докажите, что если Шпи-о аи = а и Шило 6 = 6, причём 
ал < В, для всех п, тоа < 6. 


25.5. Дано положительное число а и последовательность поло- 
2. -а 


— Ото 
п +а ? 


жительных чисел хх». Докажите, что если Шип оо 


Ни оо Фи, = а. 
Е -ЕФа 


25.6. Докажите, что если Ши. оо хп = а, то Шльсо А = 
п 


=а (Кош. 
25.7. Пусть {ап } — последовательность положительных чисел, при- 


чём Нл оо @и = а. Докажите, что Ни со ал... @щ = а. 


. ы х 
25.8. Докажите, что если Ито (2и41—2п) = а, то Ши =“ = а 
п 


апт - 

25.9. Докажите, что если Ши о ЕР = а, то Шило </ат = а. 
ат 

25.10. Пусть Р(5) — многочлен с целыми коэффициентами. До- 


кажите, что если Ши» ‚»{Р(п)а} = 0, где { } обозначает дробную 
часть, то число а рационально. 


25.2. Теорема Вейерштрасса 


Последовательность {аи} называют ограниченной, если можно вы- 
брать числа с1 и со так, что с1 < ап < с2 для всех п. 

Точку с называют предельной точкой последовательности {аи }, ес- 
ли для любого = > 0 неравенство |с— ап| < = выполняется для бесконеч- 
ного множества членов последовательности. 


25.11. Докажите, что любая ограниченная последовательность име- 
ет по крайней мере одну предельную точку. (Больцано-Вейерииптрасс) 


25.12. Докажите, что любая ограниченная последовательность {ап} 
содержит сходящуюся подпоследовательность {аи}, т.е. можно вы- 
брать строго возрастающую последовательность натуральных чисел 
7, 12, Пз, ...так, что последовательность {5%}, где 6» = ап», сходится. 

Последовательность {аи} называют возрастающей (неубывающей), 
если @41 > @п (ап41 2 ап) для всех п. 

Последовательность {аи} называют ограниченной сверху, если мож- 
но выбрать число с так, что ав < с для всех п. 
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25.13. Докажите, что любая возрастающая (или хотя бы неубываю- 
шая) ограниченная сверху последовательность {а} имеет предел. ( Вей- 
ериитрасс) 


25.14. Докажите, что последовательность {х„\ сходится тогда и 
только тогда, когда для любого = > 0 можно выбрать номер М так, что 
[2п — Хт| < Е для любых т, п > М (критерий Коци»). 


25.3. Вычисление пределов 


25.15. Вычислите Ши -х(Уп +1 - Уп). 
25.16. Вычислите Шило (Мп? + п -— п). 

АЕ 
10” 
= 0. 


25.17. а) Докажите, что Ши оо 
: 1 
6) Докажите, что Шин оо 68 
п 
25.18. а) Докажите, что Шило НВ = 0 для любого натурального 
и любого а > 1. 


1 * 
6) Докажите, что Шин -оо боба") = 0 для любого натурального Ё 


и любого а > 1. 
т 


25.19. Докажите, что Ши оо т = 0. 


25.20. Докажите, что Ши. Ух = 1 для любого положительного 
числа т. 


25.21. Докажите, что Шик п = 1. 


25.22. Докажите, что Ши оо Уп! = оо. 


25.23. Пусть @0 = а, % = 6, где 0 <а < 6. Положим ав = ант 
ив 1 = аи он при п > 0. Докажите, что Шило @и = Шило и = 
= аб. 

25.24. Пусть среди чисел 21, 22,..., 2” ровно ап чисел начинается 


. а 
с единицы. Вычислите предел шии—оо —^ 
п 


25.25. Пусть 121 = \/@а, где а — некоторое положительное число, 
и ти: = Уа-+х, при п > 1. Докажите, что существует предел 
пл оо Хи и вычислите его. 
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ны 
1+9 р 


п >21. Докажите, что существует предел шп. ти и вычислите его. 


25.26. Пусть 1 и а — положительные числа, ти 


1 
25.27. Пусть т: и а — положительные числа, ти = 5 (= + =) 


при х > 1. Вычислите предел Ши хп. 


(т, + 1,1) прип > 1. 


О 


25.28. Пусть х1 = а, 142 = Бильн = 
Вычислите Ниши Хи. 
25.29. Пусть р1, ..., Рь — простые числа, аи — количество чисел, 


не превосходящих п и делящихся только на данные простые числа. До- 
р а 
кажите, что Ни ьоо —^ = 0. 
п 


25.30. Пусть 10 и у — некоторые положительные числа, причём 
тп + 2х 
то > 0, Ты = РЕ В Уп = ИИ. при п > 0. Докажите, что 
2 Яп + т 
пи —оо и = Ши со Уп = \/0Уб. 
25.31. Пусть 10 и у — некоторые положительные числа, причём 
тв + Уп 


то > 10, Ти = р и Уп+1 = пул при п > 0. Докажите, что обе 
последовательности {2} и {уп} сходятся к одному и тому же преде- 
лу, называемому средним арифметиико-геометрическим чисел 10 и у 
( Гаусс). 


2апбъ 


25.32. Пусть ао = 23, Во = Зи Чт = РИ. 1 = \/ ата 


при п > 0. Докажите, что Ши, ьх ап = Ши ъ би = Л. 


25.33. Пусть 50 и уо — некоторые неотрицательные числа, хиу1 = 


тп + 
= = и У = Фаул при п > 0. 


а) Докажите, что если 0 < 10 < 0, то 


\/ 30 — 20 


Шиа = Ша =——_—___. 
о т агссо3(20 /\0) 


п—>о 
6) Докажите, что если 0 < 0 < 20, то 


\/ 20 — ® 


Ши 2» = Ш у» = Атсв(то/у0)” 


п—>со 


См. также задачу 28.50. 
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25.4. Число е 


25.34. а) Докажите, что для любого натурального п выполняется 


неравенство 2 < (1 + =) < 3. 

6) Докажите, что для любого натурального п выполняется неравен- 
ство (5) <п. 

25.35. Найдите первую цифру числа 2400. 


25.36. Докажите, что если т и п — натуральные числа, причём 
т > п, то 


1\”" 1\7 1 т-1 1 в-1 
(1+2) > (1+1) и (1+2) <(1+:) . 
т п т п 
1 5 
25.37. Докажите, что существует предел е = ти. (1 + =) : 
25.38. а) Докажите, что 
(1+1) <2+и+я+ ее 
п ВА 


6) Докажите, что 


для любого 6. 
: 1 1 1 
в) Докажите, что е = Шило (2 ++... + =). 
25.39. Докажите, что 


1 1 1 
о<е- (1+1+ + +..-+3) <. 


25.40. Сходится ли последовательность аи, = зи1(2”тие)? 
25.41. Докажите, что число е иррационально. 
Ум _1 


25.42. Докажите, что Ши оо ==, 
у е 


25.5. Сопряжённые числа 


25.43. Пусть (1+\/2+ 3)” = 4.+т, 2+8, УЗ+В 6, где 4п, Ги, 8п, 
, — натуральные числа. Вычислите пределы Шило ре Ни оо Е 


и и 
Е И 
и Ши — 
и 
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25.6. Точная верхняя грань 


Пусть Х — некоторое (непустое) множество действительных чи- 
сел. Число хо называют точной вертней гранью этого множества, если 
т < 20 для любого числа х из множества Х, но для любого = > 0 най- 
дётся число х из множества Х, для которого х + = > то. Если точная 
верхняя грань хо множества Х принадлежит Х, то хо называют макси- 
мумом множества, Х. Аналогично определяются точная нижняя грань 
и минимум. 


25.44. Найдите точную верхнюю грань множества отрицательных 
чисел. Есть ли у этого множества максимум? 

Множество действительных чисел называют ограниченным сверху, 
если можно выбрать число с так, что все числа этого множества, меньше 
с. Аналогично определяется множество, ограниченное снизу. 


25.45. Докажите, что любое (непустое) ограниченное сверху мно- 
жество действительных чисел имеет единственную точную верхнюю 
грань, а ограниченное снизу — единственную точную нижнюю грань. 


Решения 


25.1. Предположим, что а и 6 — пределы последовательности {ав}, при- 
.. 1 
чём а >26. Пусть = = 3 — 6]. Согласно определению предела можно выбрать 


номера №1 и № так, что [ап —а| < Е припт > М и | —6 < Е прип > №. 
Пусть № — наибольшее из чисел № и №. Тогда |а—в| < |а-ат|-+|а=-—6]| < 2= = 


и 314 — 6. Приходим к противоречию. 


25.2. а) Утверждение о том, что Шил-,.оо(аш + с) = а + с очевидно: в 
качестве № для последовательности {аи +с} можно выбрать то же самое 
число, что и для последовательности {ап}. 

При с = 0 утверждение о том, что Ши» _.о(сак) = 0 очевидно. Если же 
с 22 0, то в качестве числа №, соответствующего = для последовательности 
{сат}, можно взять №, соответствующее =/|с| для последовательности {ав }. 
А именно, если |а. — а| < Е/|с|, то |сам — са| < в. 

6) Для данного = > 0 выберем № и № так, что [аи —а| < Е/2 при п > № 
и (#-6 <Е/?2 прип > №. Пусть № — наибольшее из чисел № и №. Тогда 
|(а® +) — (а < а. -а+щ-Ы < Е = при п > М. 


в) Воспользуемся тождеством 


аби — а = (ав — а) (6 — 6) +а(в —5) + —а). (1) 
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Для данного = > 0 выберем М и № так, что [ап —а| < \Е прип > Ми 
[6 —В] < \Е при п > №. Тогда |(ав — а)(% — 5)| < Е при п > шах(М№, №), 
поэтому Шип оо (ав —а)(6», —6) = 0. Иза) и 6) следует, что шило а(%-—6) = 
= Оби Ши, .»В(а — а) = 0. Поэтому тождество (1) показывает, что 
Пти со (аиби — аб) = 0. 


т 
г) Выберем сначала №: так, что [аи —а| < 51 прип > №. Отметим, что 
1 
при этом |ап| > 51|. Выберем затем для данного = > 0 номер № так, что 
1 
[@® —а| < а? при п > №. Тогда если п > шах( М1, №2), то 


1 1 


ат а 


ат — а 


ат а 


25.3. Для данного = > 0 выберем числа № и № так, что |а — ап| < = при 
п > М и |а- с. | < Е прип > №. Тогда если п > шах(М№М, №), то аи >а-Е 
и си <а+е. Поэтому а- Е < вп < В < сп <С-Е, а значит, [0% —а| < Е. 

25.4. Выберем М так, что если п > М, то |а — т| <5и®-&| < Е. 


Тогда а —= < т <Ь <6-е. Таким образом, для любого = > 0 выполняется 
неравенство 6 > а - 2. Поэтому В > а. 


25.5. Пусть | — | < =. Тогда 
т. + а 
—2=а 2=а 
<т-а< : 
1-+= 1-Е 


25.6. Вместо последовательности {т} можно рассмотреть последова- 
тельность {т» — а}, поэтому можно считать, что а = 0. Для любого = > 0 
можно выбрать М так, что если п > М, то |т| < Е. Тогда при п > № 


п- М 


1 Го 
(аа +... +) < -+ 
ул ул 


&, 


з С — Мм 
где С =х:+... Е хм. Ясно, что Шило (5 + в 
п 


:) = =. Поэтому можно 


1 
выбрать М > М так, что если п > М, то | +... +2) < 2. 
ул 


25.7. Функция ш х непрерывна, поэтому Шти_, о ша = ша. Значит, со- 


1 ... 1 з 
ЕЕ т а, т.е. Шило Ш 3... @в = 
п 


= ша. Теперь, воспользовавшись непрерывностью функции е*, получаем тре- 
буемое. 


гласно задаче 25.6 Шип оо 


25.8. Пусть у1 = 21 И щш = 10 -— Я1—1 при п > 2. Тогда хи = м + 
++... + ж. По условию Шил—ъ уп = а. Поэтому согласно задаче 25.6 
й т _ | му... 9 
Ни со — = ПИ оо А = а 

п п 
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ат-1 
25.9. Рассмотрим последовательность 61 = а1, № = Ев 


при п > 1. По 
ап 
условию Шило и = а. Поэтому согласно задаче 25.7 Ши У... =а. 


Нов:... 6% = ап. 


25.10. Удобнее доказывать более общее утверждение: если {Р(п)а} = 
= ап + Ев, где Шило Еп = 0 и а. принимает лишь конечное число значений 
(когда п пробегает все натуральные значения), то а рационально. 

Применим индукцию по т — степени многочлена Р(х). При т = 1 полу- 
чаем {Апа + Ва} = ап +Еп. Поэтому Апа + Ва = а +=. + № и Ап+Па-+ 
+ Ва = ат- + Е п-1 + Кит, где № и Ки1 — целые числа. Следовательно, 


Аа = (ати — ат) + (Еп-ы — = п) + (Киа — №). 


Число Ки-+1 — Ёп целое, а разность а--1 — аи может принимать лишь конечное 
число значений. Поэтому из того, что ти о =. = 0, следует, что Ев-+1 —Е п = 
= 0 при п > то. Но тогда 


ат = ато + № + (п — т) Аа, 


где р, — целое число. По условию а. принимает конечное число значений. Сле- 
довательно, [, + пАа принимает конечное число значений, поэтому {пАа} 
принимает конечное число значений. Тогда число Аа рационально (зада- 
ча 17.13), а значит, число а тоже рационально. 

Шаг индукции доказывается совсем просто. Многочлен @(х) = Р(х + 
+1) - Р(5) имеет степень т — 1. Кроме того, если а принимает конечное 
число значений, то @п-+1 — ап тоже принимает конечное число значений. По- 
этому, применив к многочлену 0(5) предположение индукции, получаем, что 
а рационально. 


25.11. Можно считать, что числа с1 и с2 из определения ограниченной 
последовательности целые. Отрезок [с1,с2| разбивается на конечное число 
отрезков длины 1. Хотя бы в одном из этих отрезков содержится бесконечно 
много членов рассматриваемой последовательности. Выберем такой отрезок 
и разделим его на 10 отрезков длины 1/10. Среди этих отрезков выберем тот, 
который содержит бесконечно много членов последовательности. Этот отре- 
зок снова разделим на 10 отрезков равной длины и т.д. Такая последователь- 
ность операций определяет некоторое число с = то-+ та. 10—'+т2.10-? +... 
Действительно, на первом шаге мы определяем то, на втором т и т.д. Число 
с является предельной точкой данной последовательности. 


25.12. Пусть с — предельная точка последовательности {аш}. Тогда не- 
равенство [а — с| < 1/Ё выполняется для бесконечного множества, членов ат. 
Поэтому можно выбрать ап, так, что |ав, — с| < 1/Ё. Более того, это можно 
сделать так, что п1 < 12 <пз <... Тогда с = Шпь_-оо @т,. 


25.13. Неубывающая ограниченная сверху последовательность ограниче- 
на, поскольку @и > а1 для всех п. Поэтому согласно теореме Больцано- 
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Вейерштрасса (задача 25.11) последовательность {а } имеет предельную точ- 
ку с. Прежде всего докажем, что предельная точка единственна. Предполо- 
жим, что есть две предельные точки: с1 < со. Пусть с2 — с1 = =. Выберем № 
так, что [тм — с2| < 5/2. Тогда хм > с2 — =. Значит, хи > с2— р при п > №. 


Е о В 
Но тогда ти — <1 > 5› ПОЭТОМУ с1 не может быть предельной точкой. 


Пусть с — предельная точка. Тогда хи < с для всех п (иначе все точки 
Хт, где т > п, лежат вне некоторой окрестности точки с). Поэтому для 
каждого = > 0 можно выбрать М так, что с—= < хм < с. Тогдас-Её < ть <с 
при п > №. 

25.14. Если последовательность {хи } имеет предел а, то для любого = > 0 
можно выбрать М№ так, что |5. —а| < 5/2 для любого п > М. Тогда если 
т, п > М, то |5 —- хт| < |2. - а + а-2т| < Е. 

Предположим теперь, что для любого = > 0 можно выбрать номер М так, 
что [2 — Хт| < Е для любых т, п > №. Положим Е = 1 и выберем соответ- 
ствующий номер №. Тогда |5. — хм| < 1 при п > М. Поэтому последователь- 
ность {хи} ограничена. По теореме Больцано-Вейерштрасса (задача, 25.11) 
такая последовательность имеет предельную точку а. Для положительного 
числа =/2 выберем номер М так, что [хи — тт| < 5/2 при т.п > М. Точка 
а предельная, поэтому |5, — а| < =/2 для бесконечно многих п; в частности, 
это неравенство выполняется для некоторого по > №. Поэтому для любо- 
го т > М получаем [т —а| < т — #т| + |5, — а| < =. Следовательно, 
Шттсо Жт = а. 


_ (Увт- Уп) (Ут Ув) _ 
т Ясно, что 0 < Уп+1- уп = т = 


Поэтому Ши со(Уп +1 т) = 0. 
НЕЕ Зум. а Н о 
25.16. Домножив и поделив уп? + п — п на уп? + п + п, получим 


1 1 
Мл? +п-п= в = . 
1 2 
Уп? + п-+тп ул ча 
п 


25.17. а) Ясно, что 
121 ВМ 
поп т ея < Е. 
105 п-т пП-2°Т 107 1072 5 
1 К+1 
6) Пусть 10* < п < 10". Тогда -6® < о 


— 0. 


— 0 согласно задаче а). 


1 1 
25.18. а) Если п достаточно велико, то а > ке, 1-+ —. Выберем 
Ул у 


> М. Тогда 


№ + т)® ра М я 
ЕО < Са", где С = —-. Остаётся заметить, что если 4 > 1, то 
а\М-+т а\ 


Нтпт соо 4” = 0. 
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1 Е [з 
6) Пусть а" ' <п<а”. Тогда (ово п) < ив 
Ул а 


0 согласно задаче а). 


|2] 


25.19. Выберем натуральное число М№ так, что М1 


[п [5% 17-м (© 2М «м 
Ъо—<—_|- = —, где С = —_—— — постоянное число. 
т! М! \2 2% м! 
25.20. Пусть х > 1. Рассмотрим вспомогательную последовательность 


ат = #1. Ясно, что а. > 0, Поэтому согласно задаче 13.9 а) 1-па» < (1+ 


1 
< 5 Если п > М, 


т 
+ ап)" = 5. Таким образом, 0 < в < Я Поэтому Шпи-ь со а = 0. 
п 


Если 5 = 1, то утверждение очевидно, а если 0 < х < 1, то рассмотрим 
у = 1/< > 1. Тогда Ни со УМ” = 1, поэтому Што 2” = 1. 

25.21. Первое решение. Пусть аи = Уп -— 1. Тогда ав > 0, по- 

п пп -П 2 пт-1) 2 
этому п = (1+4а)" > 1+ пал + Е 2 54. Следовательно, 
2 

п—1' 

Второе решение. Воспользовавшись неравенством между средним 
арифметическим и средним геометрическим, получим: 


О<а < 


т = п-1 п-1 =. п-1 
> нЕ (3%—1)/2% * 
1+ +. +0. НЕЕ 7 п 
п-1 ЕТ —1/3 
Если п > 3, О 9 2 <п ы 


25.22. Из неравенства (2п)! > п(п + 1... (21) > п”! следует, что 
2/2)! > Уп > упи Уп + ТЕ Уп > ум. 
25.23. Если 0 < а < 60, то т > т и ви < Ш. Кроме того, 


Чалби < (а=®- 6,2, т.е. ап-+1 < т. Поэтому а < а! <а2<... < <Ы < в. 
Значит, последовательности {а} и {6»} сходятся. Пусть шила = аи 


я ат +5 а + 
Ви оо 6, = 8. Из того, что ыы = ———^ о ^, следует, что В = . В. т.е. 
а = В. 
Занба ат + в 
Перемножив равенства аа = —”“^ и Ши = — ^^, получим 
ап + 2 


ап-+-16 1 = ап. Значит, аби = аё при всех ®. Поэтому аб = аб, т.е. а? = аб. 


25.24. Рассмотрим все натуральные числа а для которых 
10*' < а < 10. Среди них есть хотя бы одна степень двойки, по- 
скольку не может оказаться, что 2” < 10*—1, а2”+1 > 10*. Наименьшая 
из степеней двойки, заключённых в этих пределах, начинается с единицы, 
поскольку иначе мы могли бы поделить число а = 2" на 2 и получить число 
в тех же пределах. Степень двойки, следующая за наименьшей, начинается 
с цифры 2 или 3. Поэтому среди рассматриваемых чисел есть ровно одна 
степень двойки, начинающаяся с единицы. Значит, если 10° < 2" < 10, 
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Е а 
то а. =Ё- 1. Таким образом, ал < п152 < и -+ 1, те. 12-2 < — <12. 
п п 
Поэтому Шип оо ле 152. 
п 
25.25. Если бы мы знали, что существует предел Пл оо хи = с, то найти 
с было бы легко. Действительно, с = /а + с, поэтому с? —-с-а=0. Следова- 


1 1 1 / 1 
тельно, с = 5 = \/«+ г Ясно также, что с > 0, поэтому с = 5 а/а+ р 


Докажем теперь, что рассматриваемый предел существует. Пре 
жде всего заметим, что последовательность {х2,} монотонно возраста- 
ет. Действительно, учитывая, что все числа х„ положительны, получаем: 
Тп41 > 2 < Ж > 22 <> а+ т» > 22 — афяи > а+ 
+ 2%—1 <— 2. > 1и_1. Остаётся заметить, что 12 = \/а+ \/а> /а=тл. 

Докажем, что последовательность {л.ж} ограничена сверху, а именно, 
хо < с. Действительно, х1 < с. Кроме того, хи < с = 1п41 < Ма с=с. 


25.26. Если бы мы знали, что существует предел Нил х» = с, то найти 
ъ а 
его было бы легко. Действительно, с = тел. поэтому с? +с-а = 0. Ясно 
[9 


также, чтос > 0. Поэтому с — положительный корень уравнения 2+5 —а = 
= 0. Такой корень единствен. 

Докажем теперь существование предела. Пусть с — единственный поло- 
жительный корень уравнения я? + х —а = 0. Если ти > с, то 22 + хи га, 


а а а 
т.е. хп 2 —— = 5.41. Поэтому типы = < ‚ т.е. ти < с. 
1+ 2. 1-+ 2. 1- хи-1 
Аналогично доказывается, что если хь < с, то хи 2 с. 
2 
а а — п — 2 
Далее, 5+2 — 2. = т о = . Поэтому если хи < с, 
1 1-+а+25% 
1+ 5% 
То 2п+2 — 2п > 0, аесли и > с, то Фи--2 — Жи < 0. Таким образом, одна из 
последовательностей 11, тз, Х5,...иИ 12, 14, 16, ...монотонно возрастает, а 


другая монотонно убывает. 
25.27. Ответ: Нил о 2. = а. Ясно, что 


7п+1 — Ма _ 12 —2/аь +а _ тт — Ма ь 
то -+ Ма 22 +2 +а \ж+уа] 


от 
Следовательно, зада = а Е . Пусть а = а, Ясно, что 
п-т + Уа 21 + Уа 21 + уа 
1. Поэтому Ни, 4?” = 0. Зна се ОУ Обтавь 
|4! < тому п 4 начит, п а тается 
воспользоваться результатом задачи 25.5. 
. 25 25 
25.28. Ответ: Шилъюхи = чт. Докажем, что хи = ^ + 
—1\ "36 -а 
+ (=) 5: При п = Ти 2 требуемое равенство легко проверяется. 


Соотношение ти-1 = 5(2% + 2и_—+) тоже легко проверяется. 
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15п 
вр: 
1 1 
Значит, я < (та)... (чт). Если п > ри... Ррь то 
|: 


25.29. Пусть р1'...рь" < п. Тогда р < п, поэтому и < 


1 р1 16 рь 


2 м 
= < ——^ (вп). Остаётся воспользоваться результатом зада- 
15р1...18 РЕ 
чи 25.18 а). 


то + У0 2500 


2 хо + уо 
0 >> >. Аналогично ти > хим > Уп-41 > У для любого п. 'Та- 
ким образом, последовательности {5} и {у} монотонные и ограниченные, 
поэтому они сходятся к некоторым числам х и у. Если в равенстве ти! = 
Тп + уп 5 у 

= — перейти к пределу, то получим 2 = 
ЧТо 2+1 1 = оу. Поэтому ху = гоу. А так как х = у, получаем требуе- 


мое. 


25.30. Легко проверить, что хо > > 4, те. 


‚ Т.е. х = у. Ясно также, 


то + 
25.31. Легко проверить, что 20 > м > 450% > 10; те. 


0 >11 > >. Аналогично ти > хим > Уп-41 > У для любого п. 'Та- 
ким образом, последовательности {5} и {у} монотонные и ограниченные, 


поэтому они сходятся к некоторым числам т и у. Если в равенстве ти+!1 = 


п + Уп 5 т 
= — — перейти к пределу, то получим + = 


25.32. Пусть А» = 6-27 46 т и В» = 6-2” зт 
метр правильного 6: 2”-угольника, описанного вокруг окружности радиуса, 


1, В», — полупериметр правильного 6 . 2”-угольника, вписанного в окруж- 


ность радиуса 1. Покажем, что аи = Ал и 6, = В». При п = 0 это очевидно. 
А 255 а Ви 2 ша 1 
Пусть а = —"_. Тогда ЧЁ = 26“ 1 42а и РП = 2 = ? 
6.2% Ап $22а Вь эт 2а с05 @ 
Ап 1 т-1 1 Ви-1 1 Ап 
Кроме того, — = и = . Значит, —— = ее 
Ва с05 2а Вр-1 с08 а Ви с08 а Вр-1 
2А, В 2Акп с0$ 2а 
т.е. Виза = УМА, Вр. Далее, —"^ = "^__^. Легко проверить, что 
Е Ви 1- соз 2а 
2 с03 2а 2А, В. 
о =1- 422 а. Поэтому —"—" = Ата. 
1+ со; 2а Ап + В, 


25.33. а) Положим 10 = %с03а, т.е. а = агссоз(то/уо). Тогда х1 = 


1- сов а 2а 2 а а 
0—5 = %0%5 ъ ии = о 605” 5% = 6085. Поэтому 


а 
1 = 91503 7 Продолжая такие рассуждения дальше, получаем у2 = 


и т.е. х=у. 


тот: 8 А — полупери- 


о _ уозта 0 эт а 


а а 
= 0603 >; 608 55 


со со со 
... — 4005 5 ... СОБ 
22? › п у 2 


2 . @ 
2 2 2т в — с 
от 
а о а 
2т = Ут 508 5. Остаётся заметить, что соз те 1 при п —+ с. 


6) Решение аналогично, только теперь мы полагаем 50 = уо Спа, т.е. а = 
= Агсв (50/0). 
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25.34. а) Первое решение. Согласно задаче 13.9, если 0 < а < 1/п, 
Н % 
то выполняется неравенство 1 + па < (1 + =) < 1+па-+ п?а?. При а = 1/® 
У 


получаем требуемое. 
Второе решение. Ясно, что 
пп-1 1 п(п-—Ю(п-2) 1 


(1+: =1+7 -е + +...< 
пл — п 2 п? 2.3 п‘ 


аа 
ВАА ВЕ ИЯ 


п-1 1п-2 1 п-3 < 1 

кк еит.д. 

2 т та т ^2 В 

6) Из неравенства (1+ =) < 3 следует, что 
п 


п-т п\п п-+1\”" п+1 
| — . : 
ея 


поскольку 


Поэтому индукцией по п получаем требуемое неравенство. 


25.35. Ответ: 2. Первая цифра числа 2400 = (210)40 — (1024)40 совпада- 
ет с первой цифрой числа 1, 02440. С одной стороны, согласно задаче 25.34 


4 
1,0244 < 1,0250 = (1 а 5) а аро а паороее а Е 
40.39 
2 
25.36. Достаточно доказать требуемые неравенства, в случае, когда, т = 
=п-+1. 
Первое решение. Пусть 0 < а < 6. Тогда 


+40. 0, 024 + 0, 024? = 2, 40928 > 2. 


я п-т ее а? +1 а 
(и + 1)а = 160 р (1) 
и-1 зы ап 1 я 
поскольку — = в" 5" `а-+...+{а”. Неравенства (1) можно записать 
в виде 


а” ((п+1)6 — па) <", М(п+Па- пб) <а?Н. 


1 
Подставим в эти неравенства а = 1-+ иб=1-+-. В результате получим 
Ул у 


Е 
(о (те < (1+1), 
(1 4 =)" ыы (1+ =). 


Остаётся заметить, что 


>1. 


о (п+1? п(п-+2)\ _ 13 +412 +40 +1 
п-+2 п +1 /_ п(п + 2)? 
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1. т ъ 
Второе решение. Неравенство (1 + —) > (1 + ) эквивалентно 
т Ул 
12? 
и) . Согласно задаче 13.9 6) 


неравенству (1 + =) (#- +2) 
1 


(п+ 12" _ 1 е 1 
( я) о: а 


п(п + 2) 
Неравенство -—— : < - егко проверяетс 
нств ——_ легко пров тся. 
р п+2 а 2. 2) п +1 ВАЛА 
1 ®-1 
ры (1+ а < (1 + >) эквивалентно неравенству 1 + 


тт 
па а ( — =) . Согласно задаче 13.9 а) 


. 1 п1 1 п-+1 
— а 
( мт”) чо 
п-+1 т 
легко проверяется. 


Неравенство ———— > 
р п? + 2 +1 


% 
25.37. Согласно задаче 25.36 последовательность аи = (1 + ) моно- 
ул 
тонно возрастает, а согласно задаче 25.34 эта последовательность ограничена 


сверху. 
25.38. а) По формуле бинома Ньютона 


а (+... + (1) ж..+ ("= 
Кроеоло: п _ пт у. ®Ъ-Е-Ь т 
6) Если К (и) то ы ы 
(1+ ) =1+1+5 (1-2) +... 
(1)... (1-8) +..+ 1-1)... (4-21) 


: 1 1 
Ясно, что Шило м =1+1+ р ы Е = Поэтому 


: 1\” . т 1 
е = Вт (1+=) 2 № =1+1+ ++... 


п—со 


в) Очевидным образом следует из задач а) и б) 


288 Глава 25. Предел последовательности 


25.39. Согласно задаче 25.38 


И 1. 
е-(1+1+ы+н+...+3)= Е в 
1 
т т. ++ раиты +...) < 


р о и БЕ 1 
(в +1)! п+2 (п+2)2 ‘" — (+1, 1 
п+2 
1 +2 _ 1 п+2 


(пт! п+1 п (п 0?2' 


и 2 1 
Остаётся заметить, что С Се. <- и. поскольку п + 2 < п + т +1. 
25.40. Ответ: да, сходится к 0. Согласно задаче 25.39 дробная часть 
числа п!е заключена между 0 и 1/в. Поэтому 0 < эщ(2п те) < эщ(2т/) при 
п>4. 


25.41. Предположим, чтое = т/п, где т и п — натуральные числа. Тогда 
согласно задаче 25.39 


1 
И" 


0< = (2+ +...+5) <> 


т 

После умножения на п! получим, что 0 «а < -, где а — целое число. Этого 
п 

не может быть. 
! ат--1 (п- 1)! пп с 


п. 
25.42. Первое решение. Пусть в = —„. Тогда т = +” Е 
1 


ЕН 2: Поэтому согласно задаче 25.9 Шило 3/@ши = е, т.е. 
У 

ь Уп! 

Шило —— =. 
Ул 


Второе решение. Ясно, что 


Ут! _1 


= - Ши! — Ши = 
п 


п 


1 п 
тои 
1 


Е=1 


5-0: 


Е=1 


При п -› со последнее выражение превращается в | 11(5) 4х = —1. 
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25.43. Пусть Л =1+ 2+ УЗ, № =1- 2+3, А =1+ 2-3, 
Аа =1- М2 - УЗ. Тогда 


Л = 9. + т. У + ви /3 + 56, 
№ = 4в — 2 + зи УЗ — &\6, 
ЛЗ = 4. + т®\2 — зв УЗ — %\6, 
Л? = 41 — тп — зв 3 + 56. 
Поэтому 
№ + Л> + Аз + № = 44», 
А АЗ. 
№ — № + № — № =4т, УЗ, 
ААА А = аНА/б. 


. Ре : й } м 
Ясно также, что шило 5 = Шиппо = = Ди - 55 + = 0. Поэтому 
1 1 1 
р АП : т 1 . 8 1 | р 1 
По К = 4, ШИ — = —, ШИ > = —-, ШИ = 
Чл № 42 № — 4У3 " 46 
. т 1 : С) 1 з $ 1 
а значит, Шо —^ = —, Шило —® = — и Ши = —. 
Чи 2 Чи УЗ Ч У6 


25.44. Точная верхняя грань равна 0. Максимума нет, поскольку 0 не 
входит в рассматриваемое множество. 


25.45. Проведём доказательство только для точной верхней грани. Пусть 


то И т1 — две точные верхние грани, причём 11 > хо. Тогда для Е = 
$1 - 40 а 
= — _— найдётся г (число из рассматриваемого множества), для которого 
т1 - то 1+ то 


+ = > ть, те.х> В > го. Но это противоречит тому, что хо — 
точная верхняя грань. 

Докажем теперь существование точной верхней грани. Построим не- 
убывающую последовательность {аж } и невозрастающую последовательность 
{6} так, что для каждого п существует х > ам и не существует х > @. 
А именно, в качестве а1 возьмём произвольное число из рассматриваемого 
множества, а в качестве 61 — число с из определения ограниченного сверху 
множества. Пусть с2 — середина отрезка [а1,61]. В качестве а2 берём число 
с2, если оно нам подходит; иначе берём ал. В качестве 62 берём число с2, если 
оно нам подходит; иначе берём 61. Дальнейшие члены выбираются аналогич- 
но. Построенные последовательности имеют общий предел то. Легко видеть, 
что хо — точная верхняя грань. 


Глава 26. 


Непрерывные и 
разрывные функции 


Мы будем использовать следующие обозначения: 
[а, 6] — отрезок; он состоит из точек х, для которых а< < в; 
(а,5) — интервал; он состоит из точек х, для которых а < < < 6. 


26.1. Монотонные функции 

26.1. Вешественные числа х и у удовлетворяют равенствам 213—342 + 
+55 =1, у — 3/2 +54 = 5. Найдите х + у. 

26.2. Периодические функции 


26.2. Докажите, что если число & иррационально, а число а поло- 
жительно, то функция }(1) = с03 5 + ас03 ах непериодическая. 


26.3. Предел функции 
Число а называют пределом функции }(5) в точке хо, если для лю- 
бого = > 0 можно выбрать 0 > 0 так, что для любого х = 10 из не- 


равенства, |5 — 10| < д следует неравенство |{(1) — а| < =. Если предел 
функции }(5) в точке хо сушествует, то его обозначают Ши.» /(7). 
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Иногда возникает необходимость рассматривать односторонние 
пределы функции’ Ши» о - /(1) = / (20+) и Ши. (2) = /(то—). 
Они определяются почти так же, как и обычный предел, но в пер- 
вом из них рассматриваются только х > 10, а во втором — только 
1 < то. Например, если функция ](5) определена, только на отрезке 
[р, а], то в концах отрезка имеют смысл только односторонние пределы 


Бр ор+ Д() = А+) и Што (2) = Ка-). 
26.3. Докажите, что если предел функции /}(х) в точке хо существу- 
ет, то он единствен. 


26.4. Докажите, что Ш, „о }(2) = а тогда и только тогда, когда 
Шило /(@) = а для любой последовательности {ав}, для которой 
Ши оо ап = 20 И ап 2 5о при всех п (предполагается также, что все 
точки а» принадлежат области определения функции }). 

26.5. Пусть / (5) и 9(1) — две функции, причём Ши»... (т) =аи 
Шиз—хо 9(2) = 6. Докажите, что 

а) Вт, «о (12) +9(2)) а+ь 

6) ши» о (1(2)9(2)) = ав; 

в) Ши.» (1(2)/9(2)) = а/5, если 6 #2 0. 


. эш а 
26.6. Докажите, что Шао_,0 


=. 


26.4. Непрерывность 


Функцию /[(5) называют непрерывной в точке 50, если 
Ши.»  /(х) = 1(т0). Если функция }(5) непрерывна в каждой 
точке (из области определения), то её называют просто непрерывной. 

Функцию {(5), определённую на отрезке [а, 6], мы будем называть 
непрерывной, если она непрерывна в каждой внутренней точке отрезка, 
а в концах отрезка существуют односторонние пределы, причём }(а+ 
+) = (а) и 16-) = (5). 

26.7. а) Пусть Р(т) — многочлен. Докажите, что функция Р(х) 
непрерывна. 

6) Пусть Р(1) и 9 (1) — многочлены, причём О(5хо) = 0. Докажите, 
что функция Р(1)/0(1) непрерывна в точке 2. 


"Часто используются обозначения Шпь—зо+0{(7) = [2 + 0) и 
И те го-о 1(5) = 1 (50 — 0), но они могут ввести в заблуждение. 
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26.8. Функция /(х) непрерывна в точке 10, а функция 9(у) непре- 
рывна в точке уо = /(то). Докажите, что функция 9(](2)) непрерывна, 
в точке 20. 


26.9. Докажите, что функция ](1) = зшх непрерывна. 


26.10. Пусть {(1) = ттт при д = 0и /[ (0) = 0. Докажите, что 


функция }(1) непрерывна (во всех точках 1). 


26.5. Теорема о промежуточном значении 


26.11. Функция /(х) непрерывна на отрезке [а, 5] и принимает в его 
концах значения разных знаков. Докажите, что } (10) = 0 для некоторой 
точки 50 этого отрезка (теорема о промежуточном значении). 


26.12. а) Пусть { — непрерывная функция, для которой уравнение 
}(2) = т не имеет вещественных решений. Докажите, что уравнение 
1(Н()) = х тоже не имеет вещественных решений. 

6) Пусть фи 9 — непрерывные функции, удовлетворяющие тож де- 
ству /(9(х)) = 9(1(х)). Докажите, что если уравнение }(х) = 9(1) не 
имеет вещественных решений, то уравнение }(}(1)) = 9(9(х)) тоже не 
имеет вещественных решений. 


26.13. Функция /(х) непрерывна на отрезке [0,1] и принимает зна- 
чения из того же отрезка. Докажите, что ](5) = 1 для некоторой точки 
х этого отрезка. 

26.14. Существует ли функция, непрерывная на отрезке [0, 1], кото- 
рая в рациональных точках принимает иррациональные значения, а в 
иррациональных — рациональные, и при этом все значения принадле- 
жат отрезку [0,1]? 


26.6. Свойства функций, непрерывных на 
отрезке 


26.15. Докажите, что функция }(1), непрерывная на, отрезке [а, 6], 
ограничена на этом отрезке, т.е. множество всех значений /(т) для х 
из отрезка [а,6] — ограниченное множество. 


26.16. Функция непрерывна на интервале (а,6). Верно ли, что она 
ограничена на этом интервале? 


Глава 26. Непрерывные и разрывные функции 293 


26.17. Докажите, что функция }(5), непрерывная на, отрезке [а, 6], 
достигает максимума и минимума в некоторых точках этого отрезка. 
( Вейершитрасс) 


26.7. Выпуклые функции 


Функцию }(т), определённую на отрезке [а, 6], называют выпуклой, 
-А7 Дал) + Кез) 
11 +12 1 т 
Г ( ) < (1) 
2 2 
для всех 21 и 12, лежащих на отрезке [а,6]. 

С геометрической точки зрения неравенство (1) означает, что се- 
редина любой хорды кривой у = }(х) лежит над этой кривой (или на 
самой кривой). 

Функцию (5) называют вогнутой, если функция —{(х) выпукла. 


26.18. Докажите, что функция /(х) выпукла на отрезке [а, 5] тогда, 
и только тогда, когда для любого п и любых точек 11, ..., Хи из этого 
отрезка имеет место неравенство 


(акти) < ЛЕДИ +. Иан). (2) 


26.19. Пусть /(5) — выпуклая функция, ри 4 — положительные 
числа, сумма которых равна 1. 

а) Докажите, что если числа р и 4 рациональные, то }(рх: + 
+ 922) < РК) + 4/(22). 

6) Докажите, что если функция }(х%) непрерывная, то /(рхл + 
+ 925) < Ра) + 41 (22). 


26.20. Пусть }(5) — выпуклая функция, @1,..., @и — положитель- 
ные числа, сумма которых равна 1. 
а) Докажите, что если числа а1, ..., од рациональные, то 


от +... Рори) < а. 1 (21) +... а (ть). 
6) Докажите, что если функция }(х) непрерывная, то 
т +... + от) < а. (а) +... а (р) 
(неравенство Йенсена). 


26.21. Докажите, что функция }(5) = шх вогнута на интервале 
(0, со). 
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26.22. Докажите, что если А, В, ри 4 — положительные числа, 
р А В 
причём -— + = =1, то АРВ < “+=. 
р а р 4 


26.8. Равномерная непрерывность 


Пусть множество О содержится в области определения функции 
1(=). Функцию }(1) называют равномерно непрерывной на множестве 
р, если для любого = > 0 можно выбрать д > 0 так, что для любых 51 и 
22 из О неравенство |571 — 22| < д влечёт неравенство |} (51) — }(12)| < 5. 
Отличие от обычной непрерывности заключается в том, что число д од- 
но и то же для всех точек области О. Ясно, что из равномерной непре- 
рывности следует обычная непрерывность. Обратное, вообще говоря, 
неверно. 


26.23. а) Приведите пример непрерывной функции на множестве 
всех действительных чисел, которая не является равномерно непрерыв- 
ной. 

6) Приведите пример непрерывной функции на интервале (0,1), ко- 
торая не является равномерно непрерывной. 


26.24. Докажите, что любая функция }(1), непрерывная на отрезке 
[а, 6], является равномерно непрерывной на этом отрезке. 


26.9. Функции ограниченной вариации 


Пусть / — ограниченная функция на отрезке [а, 6]. Вариация 
Уаг? (}) функции ] на отрезке [а, 6] определяется как точная верхняя 
грань сумм вида Уи |/(хь+1) — /(ть)| для всевозможных наборов то- 
чек 0 =а<11 <... <. <= зи 1. Если Уаг? (}) < со, то говорят, 
что } — функция ограниченной вариации на отрезке [а, 6]. 

26.25. Пусть /(5) = 19щ(1/т) при х = 0, /[(0) = 0. Докажите, 
что на, отрезке [0, 1] функция } непрерывна, но не является функцией 
ограниченной вариации. 


26.26. Докажите, что функция }, определённая на отрезке [а, 6], 
является функцией ограниченной вариации тогда и только тогда, когда 
её можно представить в виде разности двух неубывающих функций. 


26.27. Пусть / — функция ограниченной вариации на отрезке [а, 6]. 
Для х Е [а, В рассмотрим функцию У(5) = Уэге (р) (предполагается, 
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то У(а) = 0). Докажите, что функция } непрерывна в точке 50 Е |, 8] 
тогда и только тогда, когда в этой точке непрерывна функция У. 


Решения 


26.1. Ответ: д у = 2. Функция }(5) = 23 — 32° +5 = &- 103+ 
+ 2(х —1) +3 монотонно возрастает, поэтому для каждого вещественного 
числа с уравнение } (1) = с имеет ровно одно вещественное решение. 

Функция }(х) — 3 обладает следующим свойством: если х —1=1- у, то 
1(т) —- 3 = -(Д(у) -3). Из монотонности функции } следует, что верно и 
обратное, т.е. если {(15) — 3 = — ({(у) - 3), то -1=1- у, те. +у=2. В 
рассматриваемом случае {(1) =1и Г} (у) = 5, поэтому указанное равенство 
выполняется. 


26.2. Предположим, что Т — период функции }(5). Тогда {(Т) = }(0) = 
= 1+ а. Значит, созТ =1 и созаГ = 1, т.е. Т = 2т и аТ = 2тп, где тип 
— целые числа. Поэтому а = п/т, что противоречит иррациональности ©. 


26.3. Предположим, что у функции }(х) в точке то есть два предела: а 
и 6, причём а 726. Для Е = 5@ —6| выберем 41 и д1 так, что |} (5) -а| <= 
при |5 — 10| < би |1 (1) -Ё < Е при |4 -— 10| < 02. Тогда если х 2 то и 
[5 — 10| < шщ(д1, 62), то |а-6| < [1 (2) -а +7 (х)-В < 2= =|а-6. Приходим 
к противоречию. 


26.4. Предположим сначала, что ши,—»о /(5) = а. Для заданного = > 0 
выберем д > 0 так, что из неравенства |х — 50| < д следует неравенство 
[1 (=) — а| < в. Затем для данной последовательности {а»}, сходящейся к хо, 
выберем М так, что |а» — 10| < 6 при тп > №. Тогда |} (а») —а| < Е, поэтому 
Пти о Л(а®) = а. 

Предположим теперь, что равенство ши»_,».о /(5) = а не имеет места. 
Тогда существует = > 0, обладающее следующим свойством: для любого д > 0 
существует х 7 хо, для которого |5 — 10| < 6, но |{(х) -а| > =. Для д =1т 
соответствующее х обозначим а». В результате получим последовательность 
{а»}, для которой Шт аи = Хо, но равенство Шп„ о /(а») = а не имеет 
места. 


26.5. Согласно задаче 26.4 эти свойства пределов функции следуют из 
соответствующих свойств пределов последовательностей (задача 25.2). 


26.6. Согласно задаче 11.1 соза < Ва при 0 <а < 7/2. Такие 
а 


же неравенства верны и при —п/2 < а < 0, поскольку с0$(—а) = соза и 
(—а) _ эта г. : 
——_^ = ——_. Остаётся заметить, что што о с0за = с0$0 = 1. 

—а а 
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26.7. Воспользуемся задачей 26.5. Ясно, что Ши, -.ох = 50, поэтому, 
применив индукцию по п, получим т,» 5” = 10. Значит, 


: Я Е 
ша (авх” + аи—1х” +... + ао) = а,хо + аи-150 +... +940. 
2—>20 


Если О0(то) 72 0, то Иа, „о Р(1)/9(2) = Р(хо)/9 (10). 

26.8. Для данного Е > 0 выберем д > 0 так, что если [у — %| < 9, то 
[9(у) — 9(%)| < =. Затем для &1 = 6 выберем д: так, что если |5 — 10| < 91, 
то |1 (5) — 1(51)| < =1. Для данного = > 0 мы выбрали д: > 0 так, что если 
|5 — 10| < дл, то |9({(2)) — 9(1(то))| < =. 

26.9. Ясно, что 


зт(х +=) -зшх = 25 > с05 (2+ =). 


Поэтому достаточно доказать, что Ши: озшф = 0. Но если ||| < т/2, то 
[зш # < [| согласно задаче 11.1. 


26.10. Ясно, что функция }(5) непрерывна во всех точках х = 0. Прове- 
рим, что функция } (5) непрерывна в точке х = 0, т.е. для любого = > 0 можно 


1 
выбрать д > 0 так, что если |т| < д, то |} (х)| < =. Но |1 (х)| = [11 -| < ||. 

Ия 
Поэтому можно положить д = Е. 


26.11. Пусть для определённости {(а) > (и { (5) < 0. Построим последо- 
вательности {аи} и {6 } следующим образом. Положим а1 =аиф1 =6. Пусть 
с — середина отрезка [а, 6]. Если {(с) < 0, то положим а2 = а1 иф> = с; если 
же }(с) > 0, то положим а2 = си 6> =! (мы предполагаем, что }(с) # 0, 
поскольку иначе доказательство немедленно завершается). Затем берём се- 
редину отрезка [а2,62|] и повторяем то же самое и т.д. В результате полу- 
чим неубывающую последовательность {а»} и невозрастающую последова- 
тельность {6 }. Эти последовательности ограничены и Ши, о(6» — ат) = 0. 
Поэтому по теореме Вейерштрасса, Пи о ат = 50 = Ш оо 6». По постро- 
ению }(аш) 2 0 для всех п. Функция {(5) непрерывна, поэтому {(хо) > 0. 
С другой стороны, }(6») < 0, поэтому {(хо) < 0. Значит, }(то) = 0. Ясно 
также, что а < 40 < 6. 


26.12. а) Если } — непрерывная функция и уравнение (5) = х не имеет 
вещественных решений, то либо }(х) > х для всех т, либо {(х) < 5 для всех х. 
В первом случае }({(х)) < 1(1) < х, а во втором случае {(}(1)) > (х) > т. 

6) Если } и 9 — непрерывные функции и уравнение {(х) = 9(5) не имеет 
вещественных решений, то либо }(т) > 9(5) для всех т, либо }(т) < 9(1) для 
всех х. В первом случае {(1(5)) > 9(1(=)) = 1(9(2)) > 9(9(х)). Во втором 
случае }(1(х)) < 9(9(2)). 

26.13. Рассмотрим вспомогательную функцию $ф(х) = }(1)-— т. Ясно, что 
(0) = 1 (0) 20и(1) = К) -1<0. Поэтому (5) = 0 для некоторой точки 
1 отрезка [0,1]. В таком случае {(1) = г. 
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26.14. Ответ: нет, не существует. Действительно, если } — требуемая 
функция, то }(5) 72 х для любой точки 1 отрезка [0,1]. Но согласно задал 
че 26.13 таких непрерывных функций нет. 


26.15. Докажем, что функция }(х) ограничена сверху (ограниченность 
снизу доказывается аналогично). Предположим, что для любого натураль- 
ного п на отрезке [а,6] есть точка х», для которой ][(т.) > п. Из ограни- 
ченной последовательности {х»} по теореме Больцано-Вейерштрасса (задал 
ча 25.11) можно выбрать сходящуюся подпоследовательность {х,}. Пусть 
пи со Хи, = 50 (ясно, что а < хо < 6). Тогда шп», [(т,) = Ё (хо). Но это 
противоречит тому, что {(хиь) > Пк — ©. 


26.16. Ответ: нет, не верно. Функция }(х) = 1/х непрерывна на интер- 
вале (0,1), но она не ограничена сверху. 


26.17. Докажем, что на отрезке [а,6] сушествует точка хо, для которой 
(хо) = М, где М — точная верхняя грань множества чисел }(5) для всех то- 
чек х отрезка [а,6]. (Для точной нижней грани доказательство аналогично.) 
Прежде всего заметим, что множество значений функции ](5) ограничено 
(задача 26.15), поэтому точная верхняя грань М существует (задача 25.45). 
Следовательно, можно выбрать последовательность точек х»„ отрезка [а, 


1 5 
так, что М — - < (1) < М. Выберем из ограниченной последовательности 
п 
{т} сходящуюся подпоследовательность {т„,}. Если Шпь-оо Фи, = Хо, ТО 
а < 10 ЗФи { (50) = М. 


26.18. Достаточно доказать, что из неравенства (1) следует неравен- 
ство (2) для любого п. Если выполняется неравенство (1), то 


т1 + 12 + хз + 14 1+ 12 3-74 
ду тиа) оу [т +2 (884) < 
4 2 2 
< 1 (21) + 1(12) + 1(з) + Г(та). 
Аналогично доказывается, что неравенство выполняется для любого п = 2". 
Остаётся доказать, что если неравенство выполняется для п, то оно вы- 
полняется и для п — 1. Пусть даны числа 11, ..., Х»-1. Положим ти = 


1 
= о (21 +...+2%0—1). Тогда 


ву (п Овьяь)  у(аоееаы+ а < 


Дал) +... + Лан) + Дан). 


(а) +...+ 1 (1) 
п-1 


< 


Следовательно, (хи) < ‚ что и требовалось. 


т 
› где т, 


т п 
26.19. а) Если числа р и 4 рациональные, тор = — ид = 
п 
пип — т — натуральные числа. Применим неравенство из задачи 26.18 для 
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чисел 11,..., 41, 12, ..., 2 (т чисел х1 и п — т чисел х2). В результате 
получим требуемое. 

6) Следует из задачи а), поскольку любое число является пределом после- 
довательности рациональных чисел. 


26.20. Решение аналогично решению задачи 26.19. 


26.21. Требуется доказать, что если 41,42 > 0, то 
1-12 шх1-+ Ш 22 
ш (——) > = Это неравенство эквивалентно неравенству 


их шах -+-Шх 
—— 2 ехр (еее) = 2122. 


26.22. Функция {}(5) = Шт вогнута (задача 26.21). Поэтому согласно 
неравенству Иенсена 


1 1 
Ш (2+ =) >ЕША+ЕВА, 
р а р а 
Это неравенство эквивалентно требуемому. 


Замечание. Другое доказательство приведено в решении задачи 8.45. 


26.23. а) Функция {(1) = х° на множестве всех действительных чисел не 
является равномерно непрерывной. Действительно, если бы эта функция была, 
равномерно непрерывной, то тогда для любого = > 0 можно было бы выбрать 


2 
$ > 0 так, что для любого х выполняется неравенство (: + :) —4"| <5, 


2 


д 
т.е. [0х + Е < =. Но если 1 достаточно велико, то это неравенство не может 


выполняться. 
6) Функция {}(х) = 1/х на интервале (0,1) не является равномерно не- 
прерывной. Действительно, предположим, что для любого = > 0 мы выбрали 


9 > 0 так, что 


—-_——__| < для всех х из интервала =” Это 
 #+(5/2) д р о 


6 6 
неравенство можно переписать в виде „ <ЕШХ ( + :) При х —>› 0 получаем 


6 < 0. Приходим к противоречию. 


26.24. Предположим, что функция }(5) на отрезке [а,6] является непре- 
рывной, но не равномерно непрерывной. Тогда существует положительное 
число 50, для которого для любого 6 > 0 найдутся точки 1'(6) и х"(6) из 
отрезка [а,6], обладающие следующими свойствами: |5’(5) — 2”(6)| < би 
[1(<'(6))- 1(="(6))| > 50. Положим з/, = 5'(1/п) ихи = 2" (1/п). Из ограничен- 
ной последовательности {х„} можно выбрать подпоследовательность {хи }, 
сходящуюся к некоторой точке хо отрезка [а,6] (задача, 25.12). Неравенство 


1 
1. —1п| < - показывает, что подпоследовательность {7и, } тоже сходится 
п 
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к точке хо. Из непрерывности функции }(5) следует, что {(х»,) — (50) и 
(еп, ) > Г(хо). Но это противоречит неравенству |{(2'(6)) — }(т”(6))| > во. 


26.25. Непрерывность функции }(5) доказана в решении задачи 26.10. 
1 2 1 


Пусть х т Ей я я ы т ь т 2 т - 
ы г 5 3 3м? 7. ЕЕ. 6 За? т. ВД? 
... Тогда }(52к) = 0, поэтому 
> 2022.2 
а 


Этот ряд расходится (задача, 30.7). 


26.26. Ясно, что если функция д неубывающая или невозрастающая, то 
\аге (9) = |9(а) — 9(6)|; в частности, 9 — функция ограниченной вариации. 
Ясно также, что если 91 и 92 — функции ограниченной вариации, то } = 91 + 
+ 92 тоже функция ограниченной вариации. 

Рассмотрим сумму о = Уь_о|1(5ь+1) — 1(хь)|. Пусть р — сумма тех 
слагаемых, для которых }(ть-+1) — 1(хь) > 0, а (—п) — сумма тех слагаемых, 
для которых }(тк+1) — 1(ть) < 0. Тогда =р+пи (а) (6) =р-п, поэтому 


у = р + (а) — (6) =т+ К) - Ка). 


Пусть У, Ри М — точные верхние грани чисел %, р и п для всех наборов 
точек хо =а<11<... < 4 <ф= 1+1. Аналогично определим числа У(х), 
Р() и №(1), заменив отрезок [а, 6] на отрезок [а, 2]. Ясно, что Р(х) и М№(х) 
— неубывающие функции на отрезке [а, 6]. Ясно также, что 


У(=) = 2Р(=) + (а) — (т) = 2М№(т) + (=) - Ка), 


поэтому { (5) = (а) + Р(х) - М(х). Обе функции (а) + Р(х) и №(т) неубы- 
вающие. 

26.27. Предположим сначала, что функция У непрерывна в точке хо. 
Функция } является суммой двух монотонных функций, поэтому существуют 
односторонние пределы }(хо-Р) и 1(хо—). Из определения функции У следует, 
что если 1х0 < 5 <, то 


|1 (2) — Л(хо)| < У(=) — У(то), 


поэтому |{(хо-) — {(50)| < У(50-+) — У(хо) = 0, т.е. }(хо+) = 1 (то). Анало- 
гично доказывается, что }(10—) = } (хо). 

Предположим теперь, что функция } непрерывна в точке хо Е (а, 6). 
Тогда для заданного = > 0 существует такое д > 0, что если [5х — 10| < 9, 
то [1 (<) — }(1о)| < =/?2. Для того же самого = существует такое разбиение 
отрезка [1о, 8], что 


У - У(а) <> (вы) — Иь) + 5/2. (1) 


Е=0 
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Выражение, стоящее в правой части неравенства, при измельчении разбиения 
не уменьшается, поэтому можно считать, что то < 5: < 50-+9. В таком случае 


т 


У ИА(вьчи) (ть) = |1 (ал) (о | (вьь)— Как) < =/2+Н(У(В)-У (21). 


Е=0 Е=1 

(2) 
Сравнивая неравенства (1) и (2), получаем У (51) — У(10) < =. Ясно также, 
что У(51) 2 У(5о). Следовательно, У(5о-+) = У(5о). Аналогично У(хо—) = 
= У(50). Если хо = а или то = 6, то нужно рассматривать только один из 


односторонних пределов. 


Глава 27. 


Логарифм и 
показательная функция 


27.1. Определение показательной функ- 
ции и логарифма 


Определим сначала, показательную функцию а” для рациональных 
х. (Показательную функцию мы определяем только для положительных 
а.) Пусть а > бит =р/4, гдёери 4 — натуральные числа. Определим 
а” как УаР, где имеется в виду арифметическое (положительное) знал 
чение корня. Ясно, что "УалР = ар. Действительно, это равенство 
эквивалентно равенству (а”Р)1 = (аР)79. При т < 0 мы полагаем а? = 
=/а *. 

27.1. а) Пусть а > 1. Докажите, что если х1 > 12, то а?! > а??. 

6) Пусть а < 1. Докажите, что если 11 > 12, то а?1 < а"?. 


27.2. Пусть а > 1. Докажите, что а’ может быть сколь угодно 
велико, если х достаточно велико. 


27.3. Докажите, что а?1172 = а71а72, 
27.4. Докажите, что а^? = (а?)^ для любого рационального А. 


27.5. Пусть а — положительное число, {1„} — последователь- 
ность рациональных чисел, причём Ши,» х„ = 0. Докажите, что 
Ши со а" = 1. 
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Пусть а — положительное число. Определим а” для произвольного х 
следующим образом. Пусть {х„} — последовательность рациональных 
чисел, сходящаяся к х. Положим а? = Ши. а*”*. 


27.6. Докажите, что если существует предел Шпи_,х Хи = х, где 
{ть} — последовательность рациональных чисел, то существует предел 
Ши оо а", причём этот предел зависит только от т. 

Пусть аи х — положительные числа. Логарифм 1 по основанию а 
— это число у = 05, $, для которого а = т. 


27.7. Докажите, что 105. (1112) = 05, 21 + 05. 12. 


27.2. Показательная функция 


27.8. Решите уравнение 5271 -+- 571 = 250. 
27.9. Решите уравнение 6? — 2® = 32. 


27.10. Сколько цифр имеет число 2190? 


27.3. Тождества для логарифмов 


_ 108ъх 
27.11. а) Докажите, что 105, 5 = тоеза 
6) Докажите, что юр, 6 = Е 
27.12. Предположим, что а? + 62 = 7 и аб = 0. Докажите, что 
а-+ь 


15 


1 
| = 508 || +81) 


27.4. Неравенства и сравнения чисел 


27.13. Докажите, что 


1 1 


2+. 
10521 1055т 


27.14. Докажите, что 3/10 < 152 < 1/3. 
27.15. Сравните числа 102, _1 а и юр, (а + 1), гдеа > 1. 


Глава 27. Логарифм и показательная функция 303 


27.16. Сравните числа 105. 3 и 105. 5. 
27.17. Сравните числа 10525 80 и 055% 640. 
27.18. Сравните числа 105; 7 и 1051 17. 
27.19. Сравните числа 105. 7 и 105) 27. 


27.-;:. Иррациональность логарифмов 
27.20. Докажите, что следующие числа иррациональны: а) 105. 3; 
6) 105 53; в) 1065,3 /2(3+ 52). 


27.21. Приведите пример положительных иррациональных чисел а 
и 6, для которых число а? целое. 


27.6. Некоторые замечательные пределы 


27.22. Докажите, что Шао (1 + =) =е. 


1(1+2) _ 
= 


| (1-+2)° —1 
27.24. Докажите, что и, о ^^^ = а для любого веществен- 


х 
ного а. 


27.23. Докажите, что Ши, _0 1. 


ея 
. а’ -— 
27.25. Докажите, что Ши, _о 


ного а. 


= ша для любого положитель- 


27.7. Гиперболические функции 


Такую же роль, какую играют для окружности тригонометрические 
функции, для гиперболы 52 —9? = 1 играют гиперболические функуиши: 


—х 


86 х = (гиперболический синус); 
ее“ о 
сх = и (гиперболический косинус); 
е’ —е*® 
1х = ЕЕ (гиперболический тангенс); 
е? +е ? . 
сх = ————_ (гатерболический котангенс). 
ех — 


Очевидно, что 36 (—=) = — 6х и сВ(—5) = сх. 
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27.26. Докажите, что точка с координатами х = сВ $, у = № $ лежит 
на гиперболе 12 — у? = 1. 


27.27. Докажите, что 


8В(х Е у) = 36 хспу = сх зву, 


СВ (2 + у) = (Вх пу 3 д 3Ву. 


Обратные гиперболические функции определяются следующим 
образом: 

если х = зВу, то у = АгзЬх (ареасинус! гиперболический); 

если х = Ту, тоу = Агспх (ареакосинус гитерболический) ; 

если х = &Пу, то у = Аг х (ареатангенс гитерболический) ; 

если х = сТу, то у = АтсёЬ х (ареакотангенс гитерболический) . 


27.28. Докажите, что 
АтзЬ х = ш(2 + \/=2 +1}; 
АтгсЬ х = ш(т + У 22 — 1 = (5+ 22-1} 


_ 1 1-+х 
Ан х = Шт. 


Гиперболической амплитудой числа т называют угол а 
(-Фп/2 <а < т/?2), для которого зВ 5 = ва. 

27.29. Докажите следующие свойства гиперболической амплитуды: 

а) сЬх = 1/соза; 

6) 1(х/2) = &5(а/?2). 


Решения 


27.1. а) Можно считать, что х1 = р1/4 и 12 = р2/4. Тогда а?* > а??, 
поскольку а > 1. Для положительных чисел а и В неравенство @› > В эквива- 
лентно неравенству а? > 69. Поэтому аР1/9 > аР2/ч, 

6) Решение аналогично, но в этом случае а?1 < а?2, поскольку а < 1. 

27.2. Положим а = 1-9, где д > 0. Тогда 


Я 
ее ыы 
Поэтому если п > у/д, то а” > у. 


1От латинского агеа — площадь. 
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27.3. Можно считать, что х: = р!1/4 и 12 = = р2/ч. т что аР1+Р2 = 


= аР1а72. Поэтому а?11"2 = Уар1+Р2 = УарРг. ар? = а*1а* 


27.4. Для натурального Л это следует из задачи 27.3. Если Л = р/а, то 
достаточно извлечь корень степени 4 из обеих частей равенства а?? = (а^)?. 


27.5. Рассмотрим сначала следующий частный случай: г„ = 1/п. В этом 
случае требуемое утверждение доказано в решении задачи 25.20. 
Можно построить последовательность натуральных чисел №» —› со так, 
что —— < а < Е“ Тогда а "№" < а" < а!" приа > Ти 
т ть 
аг/®" < а?" За М" при а < 1. Остаётся заметить, что Шии-ьоо а! ®® = 
Е А 


27.6. Будем считать, что а > 1; случай а < 1 разбирается аналогично. 
Рассмотрим вспомогательные последовательности {| и {5/}, сходящиеся к 
2, причём {т,} монотонно возрастает, а {1} монотонно убывает. Согласно 
задаче 27.1 последовательность {а?" } монотонно возрастает. Эта ОЕ ОВа 
тельность ограничена, поэтому пУоСтВует предел НИ +0 ай" = с'. Анало- 
гично существует предел Ши а^" = с”. Ясно, что п — 2» — 0, поэтому 
согласно задаче 27.6 с”/с’ = Шило а® =. т = 1, т.е. с” =’ =с. 

Теперь для исходной последовательности те мы можем выбрать после- 
довательность натуральных чисел К» — со так, что ть, < 1» < хь,. Поэтому 
Ши, о а” = с. Число с зависит только от т. 


27.7. Это следует из соответствующего свойства показательной функции: 
а 192 — 0109? (задача 27.3). 


27.8. Ответ: д = 2. Функция { (2) = 5271 + 5711 монотонно возрастает, 
поэтому она принимает значение 250 лишь при одном значении х. Ясно также, 
что $#(2) = 53 + 53 = 250. 

27.9. Ответ: 1 = 2. Поделив обе части уравнения на 27 = 0, перейдём к 
уравнению 3" — 2 = 32.2`®, Функция }(х) = 3* — 2 монотонно возрастает, а 
функция 9(5) = 32.2? монотонно убывает. Поэтому уравнение }(1) = 9(х) 
не может иметь больше одного решения. А одно решение легко угадывается. 


27.10. Ответ: 31 цифру. Ясно, что 2100 = (1024) > 100019, поэтому 
число 2100 имеет не меньше 31 цифры. С другой стороны, 


102410 и. и и <. 0 9 324, 
100010 1000/ ^ \40 40 39 38°°°31 31 } 


1 
9100 — 


Таким образом, (1024)'° < 10.1000'°, поэтому число 2109 имеет меньше 


32 цифр. 

27.11. а) По определению а°5а ® = х. Прологарифмировав обе части этого 
равенства по основанию 6, получим 108, х : 105, а = 108 х. 

6) Запишем тождество из задачи а) для х =6 и заметим, что 108,6 = 1. 
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(а+5)? 


27.12. Требуемое равенство можно переписать в виде 15 = 10 аб 


(мы воспользовались тем, что аб > 0). Из условия следует, что (а +5)? = а? + 
+ 6? + 2а6 = Таф + 2аф = 9а6. 
142 155 


27.13. Правая часть требуемого неравенства равна та Е Е: Поэтому 
5л п 


нужно доказать, что 2 ел < 152-4155, т.е. 16 (п?) < 15 10. Остаётся заметить, 
что п? < 9, 87 (задача 33.4). 


27.14. Неравенство 3/10 < 152 эквивалентно тому, что 103 < 21° = 1024, 
а неравенство 152 < 1/3 эквивалентно тому, что 8 = 23 < 10. 


27.15. Неравенство (а—1)(а+1) < а? показывает, что 105. (а—1)-+105.(а+ 
+1) <2. С другой стороны, 


108, (а - 1) +105, (а + 1) > 2\/1ю&, (а — 1)1ю&,(а+ 1). 


Поэтому 10&„ (а — 1) 108, (а + 1) < 1, т.е. 105,1 а > 1ю&, (а +1). 


27.16. Пусть а = 05. Зиф = 1083 5. Тогда 2“ = 3, поэтому 8“ = 33 > 5 = 
= 92 > 82. Значит, 105>3 > 1053 5. 


27.17. Ясно, что 105580 = 1+ 205502 и 105640 = 1+ 31055 2. 

2 2 —_ 

Далее, 820 05>20 И Ю8во 1ов> 80 
= 108 8000 > 105. 6400 = 2105. 80. Поэтому 105% 80 < 1юБь 640. 


. Кроме того, 3105.20 = 


й 17 
27.18. Ясно, что 055 7—1 = 105; ге. 1051317 —1 = 10813 тт Легко про- 


7 Те т 7 17 
верить, что = > т Поэтому 1055 Е > 10513 - 10513 8 В итоге получаем, что 


1085 7_> ЮБ\з 17. 
3 
27.19. Ясно, что 108; 27 = 3108. 3 = т Покажем, что (105. 7)? >> 3, т.е. 
53 


0537 > УЗ. Легко проверить, что УЗ < 7/4. Поэтому неравенство 7 > 3 
следует из неравенства 7“ > 37, т.е. 2401 > 2187 В итоге получаем, что 
10537 > 085, 27. 

27.20. а) Предположим, что 108. 3 = р/4, гдер и 4 — натуральные числа. 
Тогда 22/9 = 3, т.е. 2Р = 39. Этого не может быть. 

6) Предположим, что 105/53 = р/4, гдери4 — натуральные числа. Тогда 
(/2)Р/ч = 3, т.е. 2Р = 324, Этого не может быть. 

в) Эта задача эквивалентна задаче 6.25. 


27.21. Положим а = Зи = 108 /53. Числа а и $ иррациональные (зада- 
чи 6.16 и 27.20). При этом а? = (\/2)°5/23 = 3. 


1 т 
27.22. Мы воспользуемся тем, что Нил оо (1 + =) =е (задача 25.37). 
п 


Для каждого т > 1 можно выбрать натуральное число п так, чтоп <х<п-+ 
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+ 1. Тогда 
а, -0 . 


о. 


При п —+ со пределы правых частей обоих неравенств равны е. 
Докажем теперь, что при х —> —со предел получается тот же самый. Для 
этого положим у = —х и заметим, что 


уу") 


При у > со правая часть стремится к е. 


27.23. Согласно задаче 27.22 Ши. _о(1+2)"/? =е. Из этого, воспользо- 


. Л. 
вавшись непрерывностью логарифма, получаем Шип ,о — ш(1+х) = 1. 
х 


27.24. Пусть (1+ 5)° =1-+у. Тогда у —> 0 при х -> 0. Далее, а (1+5) = 
= ш(1-+ У). Поэтому 


(1+2) ту _ у ‚ ав(1+2) 
х 2 Шша+Уу х у 
Воспользовавшись пределом из задачи 27.23, получаем требуемое. 
27.25. Пусть а* —1 = у. Тогда у —+ 0 при х — 0. Кроме того, х = мени. 
Поэтому ВЕ = а ‚ша. Воспользовавшись пределом из задачи 27.23, 


получаем требуемое. 


27.26. Формула для разности квадратов показывает, что 


(==) (=) - Е о 
ее? =, 
2 2 


27.27. Ясно, что 


АЗВ СВУ = е?"% ее 2" фе 1, 


Асв зву = е?"® — ее "У -е"%, 


Из этого легко получается первое равенство. Второе равенство доказывается 
аналогично. 
е9 —е-9 


2 
е?' —2хе —1 = 0. Решая это квадратное уравнение относительно е*, получаем 


е =х-\127 + 1. Ное* > 0, поэтому е* = 2+ Ут? + 1, т.е. у = Шш(2-+ 2? +1). 


27.28. Пусть у = АтзЬ т. Тогда х = зВу Поэтому 
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ее 
2 

а значит, е’ = += \:? —1. Таким образом, у = ш(2 - У? —1). Равенство 

(+=? —-1(х - У? -1) = 1 показывает, что ш(х — 2? -—1) = -Ш(%-+ 

ое, 


Пусть у = Атгсй 5. Тогда х = сВу = . Поэтому е?7 — 2ще' +1 = 0, 


уе 
Пусть у = Аг х. Тогда 5 = Ву = и Поэтому е* (1-х) =е *(1+ 
е е 
1 1 1 
+=), а значит, е?* = 1 Таким образом, у = = Ш и 
1-х 2 1-х 


27.29. а) Ясно, что 1 = св? х — 81? д = с? д — 45? а. Поэтому 1? =1+ 


+4? а = 1/ со? а. Кроме того, сВ х и соз @ положительны. 
1 1-+ эзва а п 
6) Ясно, что е?* = з6 5 + сх = ва-+ = =% ( }. 
с05 а со; а 


а п 
Поэтому х = Ш 5 + =). Формула для тангенса суммы показывает, что 
р 1+ 8(@/2) 
4 1-%в(а/2) 


Е: Сы. бо о 
о (5+4) т ыая) = АН (3), 


$5 (5 + . Таким образом, 


что и требовалось. 


Глава 28. 


Производная 


28.1. Определение производной 


Производная функции (5) в точке 1 — это предел 
1() — (то) 
1-10 

говорят, что функция }(1) дифференцируема в точке хо. 

Для функции {(т), определённой на отрезке [а,6], производные в 
точках а и 6 определяются как односторонние пределы. 

Производную функции 9(5) = }'(1) называютвторой производной, 
или производной второго порядка функции }(1) и обозначают }"(х). 
Аналогично определяется производная третьего порядка }"" (1) и т.д. 
Производную п-го порядка обозначают }(” (1). 


ПИ —жо = (10). Если этот предел существует, то 


28.1. Пусть функция }(5%) дифференцируема в точке хо. Прямая, 
проходящая через точки (10,0) и (51,41), где т = (0) им = 
= 1 (11), задаётся уравнением у — % = #(11)(5 — хо). Докажите, что 
то, во (тт) = 1 (+0). 

Прямую у- /(50) = }' (10) (1—0) называют касательной к графику 
у = /(х) в точке (50, 1(2о))- 

28.2. Докажите, что если функция }(5) дифференцируема в точке 
10, то она непрерывна в этой точке. 


28.3. Докажите, что если функции }(1) и 9(х) дифференцируемы в 
точке хо, то: 


а) (7+9)'(т0) = Л (то) + 9 (то); 
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6) (19) (то) = 1 (+0)9 (то) + Л(хо)9' (зо), где (Х9)(=) = 1(=)9(=); 
з) (2) (го) = "@о)9@о) — ао)9 (ео) 
(9(2о)) 


Композицией функций } и 9 называют функцию до } (т) = 9(}(5)). 


‚ если 9(50) = 0. 


28.4. Пусть функция } дифференцируема в точке хо, а функция 9 
дифференцируема в точке уо = /(50). Предположим, что у точки хо 
есть такая окрестность 0 (хо), что если х принадлежит 0 (хо) их = 10, 
то [ (5) # } (50). Докажите, что функция до} дифференцируема в точке 
то и (9°/)'(20) = 9'[1(50)] 1" (20). 

Пусть функция ](5) монотонно возрастает на отрезке [а, 6]. Тогда 
каждой точке у отрезка [1 (а), /(6)] соответствует единственная точ- 
ка х отрезка [а,6], для которой у = {(т). Поэтому можно определить 
обратную функцию 9(у) = т. 

28.5. Пусть }'(хо) = 0, 9(у) — обратная к }(52) функция. Докажите, 


что если у = [ (хо), то 9'(%) = (ео) 


28.2. Производные элементарных функ- 
ций 


28.6. Докажите, что (27)' = пх"`1 для любого натурального п. 


/ 


28.7. Докажите, что (2°)’ = ах“-* для любого вещественного а и 


положительного $. 


28.8. Докажите, что (зш 5)’ = с0зх и (с035)' = — шт. 


при х = ЕН и (с <) = 


и — 
28.9. Докажите, что (45х)’ = ое 


1 
—_ прихт &л. 
зш Хх 


28.10. Докажите, что (а?) = а” ша дляа> 0. 


"АНЕЕЙ 
28.11. Докажите, что (105, 5)' = Е 


1 
У1- =2` 

28.13. Пусть функции и(7) и %(т) дифференцируемы, причём функ- 
ция и(х) положительна. Докажите, что функция и” = и(2)*(?) диффе- 
ренцируема и найдите её производную. 


28.12. Докажите, что (агсзш 2)" = 


28.14. Вычислите производную функции {(5) = 21°? (длях > 0). 
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28.15. Вычислите производную функции }(х) = с03* а — зш" а, где 
0 <а<л/2 — постоянный угол. 


28.3. Кратный корень многочлена 


28.16. Докажите, что многочлен {(х) степени п > 2 имеет кратный 
корень тогда и только тогда, когда }(х) и /'(5) имеют общий корень. 


28.17. Докажите, что если 
4 3 2 = 0 
20 + 4110 + а210 + азто ал = 0, 
418 + Зале + 2а2хо +аз = 0 
4 3 2 2 
то 1“ + а113 + а22? + азх + а4 делится на (т — то)?. 
28.18. Докажите, что многочлен 


2 п 


т 
Тат) =1+2+5+.. + 


8 


не имеет кратных корней. 


28.4. Производная многочлена 


28.19. Пусть Р(5) — многочлен с целыми коэффициентами. Дока- 
жите, что все коэффициенты его п-й производной Р(”) (2) делятся на 
7! для любого натурального п. 


28.20. Докажите, что среднее арифметическое корней многочлена 
равно среднему арифметическому корней его производной. 


28.21. Пусть фи 9 — многочлены степени п. Докажите, что 
19° — Г9®-® + 199 - 19009 +...+ (-1)"/@9 — констан- 
та. 

28.22. Пусть ри 4 — вещественные числа. Выясните, сколько веще- 
ственных корней имеет кубическое уравнение 23 + рх + 4 = 0 в зависи- 

2 
мости от знаков чисел ри О = "- — т 


28.23. Пусть }(1) = (5-11)... (1—1), где числа 21, ..., хп попарно 
различны и отличны от нуля. Докажите, что 


хз ди | при 0 <Ё<п-2; 


1'(е:) Ю 1 приб=п-1. 


4=1 
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28.24. Пусть Р(5) = (5—11)...(5—тп), гдети,..., хи — вешествен- 
ные числа. Докажите, что (Р’ (2))* > Р(т)Р"(х) для всех вешественных 
и 


28.25. Четыре корня многочлена 4-й степени образуют арифмети- 
ческую прогрессию. Докажите, что корни его производной тоже обра- 
зуют арифметическую прогрессию. 


28.26. Докажите, что любой многочлен можно представить в виде 
разности двух монотонно возрастающих многочленов. 


28.27. Докажите, что многочлен Р(5) = ао + аих*1 + арх? +... + 
+ а,х^” имеет не более п положительных корней. 


28.28. Докажите, что если все корни многочлена 
Р(т) = вот" + из" *+... Нап 


с вешественными коэффициентами вещественны и попарно различны, 


то 


ЕТ | 
а; > ет Е =1, Вей. 


(Ньютон) 


28.5. Тождества 


28.29. Пусть (х+а)” = Ао-+А!х+...+А„х”. Найдите коэффициенты 
Ас, ..., Ал последовательным дифференцированием. 


28.30. Вычислите сумму 1 + 2х + 322 +... + пх"-\, продифферен- 


цировав равенство 1 +х +12? +...” = 
См. также задачи 14.13 и 30.14. 


28.6. Касательная и нормаль 


28.31. Касательная к кривой у = е? в точке (50, у0) пересекает ось 
От в точке (51,0). Докажите, что разность 11 — хо одна и та же для 
всех точек кривой. 


Глава 28. Производная 313 


28.32. На параболе, ось которой параллельна оси Оу, взяты точки 
А1, Ари Аз. Пусть К! — тангенс угла наклона касательной в точке А1, 
Ку — тангенс угла наклона секушей А; А;. Докажите, что 


К = Ё12 + Ё1з — К2з. 


Нормаль к кривой у = {(1) в точке (50, у0) — это прямая, кото- 
рая проходит через точку (хо, %) перпендикулярно касательной в этой 
точке. 


28.33. Докажите, что нормаль к кривой у = {(х) в точке (хо, уо) 
задаётся уравнением 


—/' (то) (у Е 90) = — 920. 


28.34. Нормаль к параболе у = 1? в точке (50, у) пересекает ось 


Оу в точке (0, у). Докажите, что разность у1 — уо постоянна для всех 
точек параболы. 
См. также задачу 8.18. 


28.7. Функции, дифференцируемые на 
отрезке 


28.35. Функция }(5) определена на отрезке [а, 6] и в некоторой вну- 
тренней точке хо этого отрезка она достигает наибольшего или наи- 
меньшего значения. Докажите, что если в точке хо существует произ- 
водная, то }’(то) = 0. (Ферма) 

28.36. Функция }(т) дифференцируема на отрезке [а,65], причём 
(а) = Л). Докажите, что существует внутренняя точка, хо этого от- 
резка, для которой ]' (10) = 0. (Ролль) 

28.37. Функция }(2) дифференцируема на отрезке [а, 6]. Докажите, 
что сушествует внутренняя точка 10 этого отрезка, для которой 

а) — }(6 
(ао) = Г( д ) 


ЕС (Лагранж) 


Теорему Лагранжа, записанную в виде }(5) — }(а) = }' (5х0) (6 — а), 
часто называют формулой конечных приращений. 
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28.38. Функция }(5х) дифференцируема на отрезке [а,6], причём 
}'(<) = 0 для всех точек х отрезка [а, 6]. Докажите, что функция /(т) 
постоянна на отрезке [а, 6]. 


28.39. Функция {(х) дифференцируема, на отрезке [а, 6]. 

а) Докажите, что эта функция неубывающая (на этом отрезке) то- 
гда и только тогда, когда, }’(х) > 0 для любой точки 1 интервала (а, 6). 

6) Докажите, что если ]’(х) > 0 для любой точки 1 интервала (а, 6) 
и не существует отрезка [р, 4], содержащегося в [а,6], во всех точках 
которого ]” обращается в нуль, то функция }(1) возрастающая. 


28.40. Функции / (5) и 9(5) дифференцируемы на отрезке [а,6]. До- 
кажите, что если }(а) = 9(а) и (2) > 9'(х) для любой точки х интер- 
вала (а, 65), то }(2) > 9(т) для любой точки т интервала (а, 65). 


2 З 


28.41. Докажите, что если т > 0, то созх > 1- > изшх>т- — 


28.42. Докажите, что если 0 < < 1/2, тов > + 32°. 


Замечание. Доказательства неравенств из задач 28.41 ц 28.48 осно- 
ваны на том, что из неравенства для производных следует нера- 
венство для функций. Другими словами, из неравенства для функ- 
ций следует неравенство для первообразных (интегралов). Такой под- 
209 (по сути дела, эквивалентный) в некотором смысле более есте- 
ствен: чтобы получить неравенство, нужно вычислить первообраз- 
ную. Поэтому здесь мы привели только два неравенства. Более по- 
дробно этот метод доказательства неравенств обсуждается в 389.8. 


28.43. а) Пусть 0 < а <1ихт>0. Докажите, что 5“ — ах <1- а. 


т 1 
6) Пусть а,  ри4 — положительные числа, причём - + - = 1. 
1 1 
Докажите, что аб < рт + Ра 


28.44. Функции / (5) и 9(5) дифференцируемы на отрезке [а, 6], при- 
чём производная 9'’(х) не обращается в нуль во внутренних точках это- 
го отрезка. Докажите, что существует внутренняя точка хо отрезка 
[а, 6], для которой 


К) — Ка) _ Г(то) 
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28.8. Неравенства 


28.45. Докажите, что если 0 <а<В<л/2, тоазшр < Взша. 
28.46. Докажите, что если 0 < а < В <т/2, тташ8В > Вша. 
28.47. Докажите, что если 0 < а < п/2, то 2зша + ва > За. 


28.48. а) Докажите, что е? > 1+ х для любого х = 0. 
в-+1 1 


6) Докажите, что т п <; для любого натурального п. 
28.49. Пусть х > 0, = 1. Докажите, что: а) шх < 1-1; 6 
ша> = - 
х 


28.50. а) Докажите, что шх < п(2'/" — 1) < 1" Шшх для любого 
положительного числа х = 1. 

6) Докажите, что Нти „оо п(2"/” — 1) = шх для любого положитель- 
ного числа, х = 1. 


28.51. Пусть х > 0. 


а) Докажите, что Шило п Ш (1 + =) =х. 
т 
6) Докажите, что Шин оо (1 + =) = е?. 


28.52. Докажите, что е? > 15° для любого положительного х = е. 


28.53. Пусть аи $ — положительные числа. Докажите, что 6. 2° + 
+а: 2 >2а+6. 
28.54. Пусть а > 6 > 0. Докажите, что 


— а-в а-+ь 
ор ша - шё = 2 


28.55. Докажите, что 
: >; т > №22 
зшх -+ 5 81 22 + 33132 +... + я тих >0 
при 0 < х<л. 
28.56. Пусть 0 < < л/4. Докажите, что 


(с032)°°°"® > (9112)? и (082)? < (ве =. 


28.57. Докажите, что если д > 1 их 0, то 
22] 
2+т 


|5] 
1+. 


< |ш(1+=)| < 
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28.9. Правило Лопиталя 


28.58. Пусть функции } (5) и 9(х) удовлетворяют условиям теоремы 
Коши (задача, 28.44) и, кроме того, }(а) = 9(а) = 0. Докажите, что если 


[ (2) (т) 


Што —^—^ = А, то Ши, .а+ ——^ = А (правило Лопиталя). 
х—а- 9'(#) ‚т х—а- 9(+) ( р л ля) 
28.59. Вычислите с помощью правила, Лопиталя Шт. _0 —*—. 
а? — 21° 
28.60. Вычислите предел Иа = : 
—а 
: $ — 
28.61. Вычислите предел ши. _.о ое. 
Хх —5эшх 


28.10. Количество корней уравнения 


28.62. Сколько (вещественных) решений имеет уравнение 23 — 3х = 
= а в зависимости от значения параметра а? 

28.63. Сколько решений имеет уравнение 23 + 1 = ах в зависимости 
от значения параметра а? 

28.64. Сколько решений имеет уравнение е? = ах в зависимости от 
значения параметра а? 

28.65. Сколько решений имеет уравнение а” = х в зависимости от 
значения положительного параметра а? 

28.66. Сколько решений имеет уравнение а” = |0. х в зависимости 
от значения положительного параметра а = 1? 


ея 
28.67. Сколько решений имеет уравнение (=) =10в 1 2? 


28.68. Докажите, что при чётном п многочлен 
у 


22 ИЯ 
Га (т) = 1+=+5+..-+т 


не имеет вешественных корней, а при нечётном п имеет ровно один 
вещественный корень. 


28.11. Периодические функции 


28.69. Докажите, что если }(х) — периодическая функция, то }'(1) 
тоже периодическая функция. 
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28.70. Докажите, что если ах — положительное иррациональное чи- 
сло, то функция } (5) = зшх + зшах непериодическая. 


28.12. Нормированные симметрические 


функции 
Элементарная симметрическая функция 0,(21,...,2и) содержит 
п 
( ь) слагаемых. В связи с этим иногда рассматривают норми- 
рованные элементарные симметрические функции Ук (71,...,5.п) = 
п 

= ветви, | Удобно считать, что У0(51,..., 2) = 1. 

28.71. Пусть 21, ..., 2и — корни многочлена, 91, ..., Уи_1 — корни 
его производной. Докажите, что УХ (71,..., 2) = Хк(,...,Уп-1). 

28.72. Пусть 411,....2и — положительные числа и Ук = 
= У» (11,..., 2). Докажите, что 


ЕАО ЕТУ 


( Маклорен). 
28.73. Пусть <1,...,5п — вещественные числа. Докажите, что для 
всех К =1,2,..., п- 1 имеют место неравенства 
2 
Ук (21,...,2п) > Ук-1(21,..-, бп) (21, .-., п) 
(Ньютон). 


28.13. Алгебраические и трансцендент- 
ные функции 


Функцию {(5) называют алгебраической, если существуют много- 
члены Р(2),..., Р»(2), для которых 


В(т) (1(=))" +В, (2) (1(а))" +...+ Р, (+) = 0, 


причём многочлен Ро(х) не равен тождественно нулю. В противном 
случае функцию /(х) называют трансцендентной. 
28.74. Докажите, что функция }(5) = зш х транспендентная. 


28.75. Докажите, что функция }(1) = е* трансцендентная. 
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28.14. Формула Тейлора 


28.76. а) Пусть а — фиксированное число. Докажите, что любой 
многочлен (=) = а + ах + а? +...+ ат” можно записать в виде 


1(1) = Ао-+ А, (1 -а) + 4А>(х — а)? +...+ Ав (х — а)", 


где Ао, А1,..., Ак — константы. 
// 
6) Докажите, что Аз = (а), А! = (а), Аз = Е В. 
зи”) 
м 


28.77. Пусть а — фиксированное число, }(х) — функция, имеющая 
производные до порядка п +1 включительно для любого т между аи 
(для некоторого 65). Докажите, что если число х заключено между аи 
фи 


з (п) (а 
Т(=) = Ка) + т (а) + 5 (1— а)? + +7 и -а)”, 
то 
(п-т) 
1(=) — Т(2) = т > т (-а)" 


для некоторого 9 между аих (формула Тейлора). 


Замечание. Приводимые в задаче 28.78 следствия из формулы Тейло- 
ра можно получить и более простыми средствами. По этому поводу 
см. 829.8. 


з 5 7 
28.78. а) Докажите, что разность между зштих-— эт + 5 — 7 + 
т [|272 у у р 
5 
пеееныеЕ (-1) би +1! не превосходит (2® +2)!" 
2 а 2 
6) Докажите, что разность между созх и 1-— т Па 
7. 2 р” ° . Е 
+ (—1) [У не превосходит ОТ 
12 23 х" 
в) Докажите, что разность между е* и1 {+5 + эт + Г ая т не 


щб1 
(и 1)! 


превосходит е? 
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Решения 


28.1. Рассматриваемая прямая задаётся уравнением у — ш = 


№ Ка) — (то) | Дал) - /(о) 


2—0), поэтому К(х1) = . Теперь непосредствен- 


1-50 т1- 10 
но из определения производной видно, что ших, го (21) = { (50). 


28.2. Запишем тождество 


Ле) — Ро) = ПИ во) 
При этом Ши о ое = /’(10) и Ши. -о(х — 10) = 0. Поэтому 
— 20 


Шиго (1(2)- 1(50)) = } (20) -0 = 0. Это означает, что функция }(2) непре- 
рывна в точке 20. 


28.3. а) Непосредственно следует из свойств предела суммы двух функ- 
ций. 

6) Пусть й(х) = }(х)9(2). Тогда 

№(2) — №( 20) = 1(2)(9(2) — 9(20)) + 9(х0) (1(=) — (хо). 

Поделим обе части этого равенства на 5 — хо и заметим, что {(5) > {(хо) 
при х -—+ 20. 

в) Пусть й(х) = }(1)/9(х). Тогда 

й(2) —№(20) _ 1 1(т) — 120) _ 9(2) — 9(10) 
т- то —. 9(%)9(50) (ео) т- то Ито) т- то ) ° 

Устремляя х к хо, получаем требуемое. 

28.4. Тождество 

9°1(2) —- 9° (10) _ 9°/(2) -9° /(то) 1(т)- Л(о) 


2-50 1 (=) — (то) х- хо 


показывает, что функция до {} дифференцируема в точке 10 и (до })' (50) = 
=9'[1(2о)]1 (хо). 
28.5. Достаточно заметить, что 12) — Ао) РЕ ЕЕ ВЫ 
т 20 Ду) — Ло) 
28.6. Ясно, что 


= №. = у 
(т) — (то) _ 2 О т тж...” 
т то т то 


При 5 + хо каждое из п слагаемых стремится к м 


28.7. Легко проверить, что 
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й 1 @“ —1 
. Ясно, что у -—+ 0 при т — хо. Кроме того, Ппу_0 а. = 


у 


— 50 


т 

где у = 
хо 
= а (задача 27.24). 
28.8. Ясно, что 


х- хо х + то 

—— {09 о? 
х-20 . х+50 
И: 


эт 4 — зш 50 = 25щ 
с03х — с03 0 = —2 Ш 


м 1 . Ф- 10 1 
Остаётся заметить, что зш — 5 при 2 > то (задача 26.6) и 
т- 20 


функции зш х и с0з х непрерывны (задача 26.9). 


28.9. Согласно задаче 28.3 в) 
Г _ (512)’с08 5 — 5115(с08 2)’ _ с032 2 + эт? х _ 1 


с05 с052 х с082 х 


Для (сё х)’ вычисления аналогичны. 


28.10. Ясно, что а” - а” = а°(а’`20 — 1). Остаётся заметить, что 
: а?—20 —1 
110%. = Ша согласно задаче 27.25. 
х- 20 


1 1 
28.11. Поскольку 105, х = те достаточно проверить, что (шх)’ = -. 
па 


о шШх- Шхо 
показывает, что ———— = 
т - то 


ШУ) 


хх 


Равенство шх-— ш хо = Ш ее ш [1+ 
то 


1 ШТ + у х- то 
= т ВН где у = 
го У то 
(задача 27.23). 
28.12. Если х = зш у, то агсзш х = у. Поэтому агсзш — функция, обратная 
к зш. Значит, согласно задаче 28.5, 
1 1 1 


(ш9)’ су лм’ 


=1 


. Остаётся заметить, что Шпу_›о 


(агсзш 2)’ = 


28.13. Ясно, что если у = и”, то шу=уШи. Дифференцируя это равен- 
/ 


У и и _ / чи 
ство, получаем — =% ши о—. Поэтому у =у|% Шши-+ — 
у и и 


28.14. Согласно задаче 28.13 }’(5) = 2%"? [м + с08 5. шз). 
т 


28.15. Согласно задаче 28.13 }’(х2) = с03* а - шсоза — эт? а. шзша = 
= с03° а(ш соза — 45° а: шзта). 

28.16. Предположим, что { (1) = (5 — 10)" 9(5), где т > 2. Тогда много- 
член }’(2) = т(х — 10)" 19(х) + (х — 20)" 9'(2) имеет корень 40. 

Предположим, что }(2) = (5 — 10)9(2), причём 9(х0) = 0. Тогда }’(т) = 
= 9(2) + (2 - 20)9'(=), поэтому }'(10) = 9(50) = 0. Таким образом, если 
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все корни многочлена }(х) имеют кратность 1, то они не являются корнями 
многочлена }'(х). 


28.17. Пусть /(2) = 2“ + а123 + а22? + азх + ал. По условию }(то) = 
= [ (10) = 0. Следовательно, хо — двукратный корень многочлена {(х), т.е. 
многочлен {(5) делится на (5 — хо)?. 

28.18. Предположим, что у многочлена /»„(5) есть кратный корень. Тогда 
многочлены (т) и }» (1) = }»,_1(2) имеют общий корень хо. Следовательно, 

т" 

№(хо) — №№ь—1(5о) = 0. Но 1»(5) — №-1(=) = т? поэтому 2о = 0. Приходим к 
противоречию, поскольку (0) = 0. 

28.19. Требуемое утверждение достаточно доказать для монома 5”. Яс- 
но, что если п < т, то 


(«”)@ = т(т — 1) а (топ т-" Ее 
! и ие 
ет ==! ("= р 


Число п!(”), очевидно, целое, поскольку число (”) целое. Если же п > т, 
то (1") 9 = 0. 
28.20. Пусть /(5) = ат" + аи_15" 1+... + ао. Тогда по теореме Ви- 
ета сумма корней многочлена } равна = поэтому их среднее ариф- 
7 


@ап—1 
метическое равно — 
па 


. Сумма корней производной /’(х) = пах” + 
7 
(п — Пат-1 


Пат 


+(п-— Т)аи_12"-? +... Ра! равна — ‚ поэтому их среднее арифме- 


(п — Пат и @п—1 


тическое равно = 
(п — пак пап 


28.21. Производная рассматриваемого выражения равна } дет) + 
р а 
Все промежуточные члены взаимно сокращаются, и остаются только 
9 О = 7 Од. Но фи 9 — многочлены степени 1; поэтому их (п + 1)- 
е производные равны нулю. 

28.22. Положим #(х) = 13 + рх + 4. Тогда }’(х) = 3х? + р. Если р > 0, 
то функция } монотонна, и её график пересекает ось х ровно в одной точке. 
В этом случае уравнение имеет ровно один вещественный корень. Отметим, 
что в этом случае О > 0. 

Пусть теперь р < 0. Тогда функция } возрастает на участке от —со до 
—\/-р/3, затем убывает на участке от —\/-р/З до \/-р/З, а после этого 
возрастает на участке от \/-р/З до со. Ясно, что {(1)1(—2) = 4?—=? (22+ р)?. 
При х = \/-р/3З выражение в правой части превращается в 4). Поэтому если 
р < 0, то график функции } пересекает ось х на участке от —\/-Р/З до 
\/-р/З, на котором функция убывает. В этом случае уравнение имеет три 
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вещественных корня. Если Ш) > 0, то уравнение имеет один вещественный 
корень. Если же О = 0, то уравнение имеет два вещественных корня. 


9(а1) (2) 
ГЕ (в) — 24) 


чения 9(51),..., 9(5»). Поэтому если 9(х) — многочлен степени не выше п-—1, 


28.23. Многочлен >`\7 принимает в точках 11,..., Хи зна- 


к» _ 9(20) 2) 92) в 9 
то 9(2) =>: (а -в)’ Не 1 (=) => 4-1 (4) (2-2) 
-1 
Положим 9(2) = = +1, где 0 < Е <п-2. В результате получим 7 = 


Е-+1 
т; 


требуемое равенство при 0 < А <п- 2. 


По условию }(0) = 0, поэтому, положив х = 0, получим 


=" а) _ 
1) 


поскольку }(1:) = 0. Положив х = 0, получим требуе- 


Положим теперь 9(5) = <” — {(х). В результате получим 
ат 
а ааа 


мое равенство для Ё =п- 1. 


28.24. Если х = х;, то неравенство очевидно. Поэтому будем считать, 
что 1 — не корень многочлена Р. Тогда 


Р'(2) _ 1 т 


Р(5) х-1 ‘’ т-т. 
Продифференцировав обе части этого равенства, получаем 


РИ 9 
а ее. < 0. 


28.25. После замены х на х + с можно считать, что рассматриваемый 
многочлен 4-й степени имеет корни +а/2, +3а/2. Производная многочлена 


2 2 
а а В 
(= — +) (# — “”) равна 453 — 5ах?. Значит, корни производной равны 


4 
У5 


Е. аи 0. 

28.26. Пусть } — данный многочлен. Рассмотрим многочлены ЕР и 
С, которые обладают следующими свойствами: Е” А С’ = 
РАНЕЕ осо Чода РР бора" 0 


2 
С’ > 0 (те. Ри С монотонно возрастают), поскольку (}/)? + р +1 = 


2, ЗЫ: 3 

ЕР) + 
28.27. Применим индукцию по п. При п = 1 получаем многочлен @0 + 
+а12*, который имеет не более одного положительного корня. Предположим, 
что многочлен Р(х) имеет более п положительных корней. Между любыми 


я 
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двумя положительными корнями многочлена есть по крайней мере один по- 
ложительный корень его производной. Поэтому многочлен Р’(5) = же + 
+ 6252-11... 5”-1 имеет более п — 1 положительных корней. Можно 
считать, что №! < №2 <... < №». Тогда многочлен Р’(х) можно сократить 
на х*1—{ (при этом мы потеряем только корень х = 0). В результате полу- 
чим, что многочлен 61 + ое... + род" —®1 более п—1 положительных 
корней. Это противоречит предположению индукции. 

28.28. Положим О(у) = у"Р(у '). Корни многочлена О(у) тоже веще- 
ственны и попарно различны, поэтому корни квадратного трёхчлена, 


9“ (у) = п-2)®-—3)...4.3 [ю(п — Пау? +21 — Павлу + 2а,-2] 
вещественны и различны. Следовательно, 
(п 1)2а2_, > 2и(п — Пават-2. 


При 1 = п — 1 требуемое неравенство доказано. 
Рассмотрим теперь многочлен 


РГ (5) Ех я +... + 152 ых -+Ь 1. 


Применив к нему уже доказанное неравенство, получим 


ря > 2 - ы 616. 
А так как 
Е 
и = (п-9...3-24, 
1 = (п-—#—1)...2- 11, 
то 
(2(® — баг)? > 2+1 —1+1)(п — Зала. 


й 
После сокращения получаем требуемое неравенство. 
28.29. При х = 0 получаем Аз = а”. Продифференцировав исходное ра- 
венство, получим 


п(х + а)" ' = А. +2Ах +...+пАх” 1. 


При х = 0 получаем А! = па” '. Продифференцировав новое равенство, 
получим 


п(п — 1) (2 +а)”*=2.1А2+3.2Азх +... пп - ПА”. 
После т-кратного дифференцирования (т < п) получим 
пп -1)...(п-т+1(2+а)”" =т(т-1)...1Ат+ 
+ (т-+1т...2Атаж+...+пп-1...п-т-+1 А”. 
Значит, п(п-1)...  п-т-+ Па" =т(т-1...1Аю. 
не _ 1- (+ 1)" + па 
(1 =)? 


28.30. Ответ: ( 


1-х 
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Замечание. Другое вычисление требуемой суммы приведено в решении за- 
дачи 9.6. 


28.31. Касательная к кривой у = {(5) в точке (хо, уо) задаётся уравне- 
нием у — % = }(50)(х — хо). Поэтому для х1 получаем уравнение —уо = 
= е?° (5х1 — хо). Учитывая, что у = е”°, получаем хо — 51 = 1. 


28.32. Числа №! и Ё;; не изменяются при параллельном переносе осей 
координат, поэтому можно считать, что мы имеем дело с параболой у = ах”. 
Пусть А; = (14, %:). Тогда №1 = 2ат1 и 


2 
и т; 72; 
Ку = а = а(т +5). 


'Теперь требуемое равенство легко проверяется. 
28.33. Если прямая задаётся уравнением Ее Е, то перпендикулярная 
т -то 
ей прямая, проходящая через точку (50, 0), задаётся уравнением в = 


1 1 В 
= р поскольку 45(ф + 90°) = ——-. Касательная к кривой у = }(х) в 


45 (Ф) 


точке (хто, уо) задаётся уравнением У — 1’ (50), поэтому нормаль в точке 
т- 20 
:: У _ 1 
(то, уо) задаётся уравнением ——— = —- у 
1 — 20 Лоо) 


28.34. Нормаль к параболе у = 1? в точке (хо, у) задаётся уравнением 
9—0 


1 В 
= —-——. Чтобы найти у:, полагаем х = 0. В результате получаем 


т то то 
91 — 0 1 
5.0; — 40 = -. 

—50 2то’ 2 


28.35. Пусть для определённости } (50) < }(5) для всех х из отрезка [а,6.. 
Рассмотрим односторонние пределы 


(т) — (то) 


. : 2) — !(то 
Ви = Щи [то 12) - Изо) 

#0 т -— то #—10- т -— $0 
В обоих пределах числитель неотрицателен. При этом в первом пределе зна- 
менатель положителен, а во втором отрицателен. Значит, первый предел нео- 
трицателен, а второй неположителен. Но оба предела равны }’(хо). 


28.36. Функция }(т) непрерывна на отрезке [а,6], поэтому по теореме 
Вейерштрасса, (задача 26.17) среди её значений есть наибольшее М и наи- 
меньшее т. Если М = т, то функция }(5) постоянна, поэтому в качестве хо 
можно взять любую внутреннюю точку отрезка. Если же М > т, то одно из 
этих двух значений достигается не в конце отрезка, потому что по условию 
(а) = Ё(®). Значит, в некоторой внутренней точке хо отрезка [а,6 |] функция 
1(<) достигает наибольшего или наименьшего значения, поэтому по теореме 
Ферма (задача, 28.35) }’(то) = 0. 
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28.37. Рассмотрим вспомогательную функцию ЁР(х) = 


и Е(а) = Е(Ь) = К(а). Поэтому к функции Е(х) можно применить теорему 
Ролля (задача 28.36). В результате получим, что существует внутренняя 
а) - № _| 

а-—в о 

28.38. Пусть а < < < 6. Применим теорему Лагранжа (задача 28.37) 
к функции } на отрезке [а,1]. В результате получим, что }(х) — Г(а) = 
= (50) ( — а) для некоторой точки хо отрезка [а, 2]. По условию }'(50) = 0, 
поэтому }(х) = Ё(а). 

28.39. а) Непосредственно из определения производной видно, что 
{’ (<) > 0 для неубывающей функции }{ (т). 

Предположим теперь, что }’(5) > 0 для любой точки х интервала (а,6). 
Возьмём на отрезке [а,6] две точки х и у так, что х < у. Применим тео- 
рему Лагранжа (задача 28.37) к отрезку [1,9]. В результате получим, что 
(у) - (=) = (=) (у-— т) для некоторой точки 2 интервала (5, у). По условию 
[ (=) > 0, поэтому 1 (у) > {(2). 

6) Согласно задаче а) функция {(х) неубывающая. Выберем на отрезке 
[а,6] две точки х и у так, что х < у. Тогда для любой точки 2 отрезка [х, у 
имеют место неравенства {(5) < {(2) < Ку). Поэтому если }(%) = {(чу), то 
функция { постоянна на отрезке [5,9]. Но тогда }’ обращается в нуль на 
этом отрезке, что противоречит условию. 


а). Эта функция дифференцируема на отрезке [а,6] 


точка то отрезка [а,6], для которой Е'(50) = 0, т.е. }' (50) — 


28.40. Согласно задаче 28.39 функция }(х) — 9(х) монотонно возрастает 
на отрезке [а, 6]. 
2 
28.41. Пусть {(5) = с0зх и 9(2) =1- — Тогда }(0) = 9(0) и 1’ (=) = 


= -зш5 > -5 =9'(5) прих > 0, поскольку зтх < г (задача 11.1). Поэтому 
(=) > 9(=) при 2 > 0 согласно задаче 28.40. 


3 
Пусть теперь {(5) = зшхи 9(5) =х-— т Тогда }'(2) = созх и 9'(5) = 
2? 2? 
=1- >. Неравенство созх >1— ->_ только что было доказано. 


= 


28.42. Достаточно доказать, что (455) = > 1+ 22, т.е. 


08? х 08? х 
= 652 х > 2. Неравенство $5х > х доказано в решении задачи 11.1. 
28.43. а) Пусть }(т) = 1^ — ах. Тогда }’(х) = а(2°_' — 1). Поэтому 
Г (+) > 0 при 0 <<1и}(2) < 0 прих < 1. Следовательно, }(х) возрастает 
при 0 < х <1Ти убывает при х < 1. Таким образом, для неотрицательных 5 
наибольшее значение }(х) равно }{(1) =1- а. 
ы 1 
6) Непосредственно следует из а). Действительно, положим а = - их = 
р 
Р ар ТаР 


1/р 1 
=“. в результате получим (%«) < -— +-. Остаётся умножить обе 
| [а р 69 а 
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а 
1+4 
части неравенства наб р = 69. 


28.44. Рассмотрим вспомогательную функцию 


Е(=) = (1(5) — К(а)) (9(=) — 9(а)) — (1(=) — К(а)) (96) — ч(а)). 
Ясно, что 
Е'() = (16) - Ка))9 (=) — Г(=) (96) — 9(а)) 
и Е(а) = Е(Ъ) = 0. Поэтому к функции Р(х) можно применить теорему Ролля 
(задача 28.36). В результате получим, что существует внутренняя точка хо, 
для которой 


(1(6) — 1(а))9 (хо) — Г (хо) (9(6) — 9(а)) = 0. (1) 
По условию 9'(т0) 7 0. Легко также видеть, что 9(5) — 9(а) 22 0, посколь- 
ку иначе по теореме Ролля нашлась бы внутренняя точка 11, для которой 
9'(21) = 0. Поэтому равенство (1) можно поделить на 9'(20) (9(6) — 9(а)) и 
получить требуемое. 


28.45. Пусть 0 < 5 < 1т/2. Тогда 


этх\’ тсозх-зшх х-№х 
(==®) = - <0. 
х 22 12 соз т 
эп эт 
Поэтому если 0 <а<рВ<л/2, то ах т. 


28.46. Пусть 0 < 5 < пт/2. Тогда 
(==) _ 2 - 91054с055 
х 
поскольку зш т < ти созх < 1. 


>0 
12 с082 т . 


28.47. Рассмотрим функцию }{}(х) = 2зшх + 4х — Зх. Ясно, что 


1 26083 д — 3с082 д +1 
1 (=) = 2сов& + —_-3= 5 = 
082 т с052 5 


(1 с032) (1 + с05 — 2603? 2) 


032 5 
Если 0 <а < т/2, то 1 - созх > 0и1+ с0зх — 260322 = 1 — с08? 2 + 
+ с08 2(1 — соз2) > 0. Поэтому если 0 < а < пт/2, то [(а) > }(0) = 0. 
28.48. а) Пусть { (1) = е*—х. Тогда }' (1) = е* —1. Поэтому }'(2) > 0 при 
2>0и {1 (2) < 0 приз < 0. Значит, {(т) > {(0) = 1 для любого х 2 0. 
6) Из неравенства е? > 1+ х следует, что х > ш(1+ 2) при 1+х > 0, 


1 1 1 1 1 1 
2320. Поэтому ш (1+>) < иш (1- —) — а я <-и 
п п в+1 +1 п 


п <- 
п+1 +1 
1 
28.49. а) Пусть {#(5) = т- Шах. Тогда (1) =1- -. Поэтому } (2) < 0 
т 
при х <1и { (1) > 0 при т > 1. Следовательно, если х > 0, т 2 1, то 
=) > КП) = 0. Это и есть требуемое неравенство. 


| 
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1 
6) В неравенстве шф < {-1 положим {+ = -. В результате получим 
т 
1 —1 
—Шх<-- те. Шх> а 
Ия 


28.50. а) Положим у = х\/”. Тогда после сокрашения на п требуемые не- 


равенства запишутся в виде шу < у-—1<уШу. Такие неравенства доказаны 
в решении задачи 28.49. 


6) Непосредственно следует из а), поскольку Шип оо д" = 1 (зада- 
ча 25.20). 
28.51. а) Согласно задаче 28.49 
ый 
1+ - п п 
у 
т т 
поэтому х <пШ (1 + =) < т. 
1+-— Ш 
т ЕЯ 
6) Ясно, что [1+ =) о задаче а) 
ул 


. т . т\” Е 
Пол со ® Ш (1 + =) = 5. Поэтому Ши оо (1 + =) = е?. 
п п 


28.52. Требуемое неравенство эквивалентно неравенству х > ешт, т.е. 
Ш5/х < 1/е. Рассмотрим функцию {(5) = шх/х. Легко проверить, что 
Г’ (=) = (1—ш =)/=?. Производная функции } обращается в нуль лишь в точке 
д =е. Кроме того, Ши, -40(шх/х) = —со и Ши -+ю(шх/х) = 0. Поэтому 
} (2) < Ке) =Ше/е = 1{е, причём равенство достигается лишь при 5 =е. 

28.53. Рассмотрим функцию { (5) =6. 24° + а: 2 2 а, гдех > 1. Ясно, 
что }’ (2) = а6(2° 1-78") > 0 приз > 1, поскольку 2° 1.581 = 29 > 1. 
Значит, функция } возрастающая и {(2) > (1), т.е. Ъ. 2° + а. 28 2а+. 

28.54. Положим а = 6х, где х > 1. Требуемое неравенство перепишется в 


виде 
х-1 +1 х-1 х-1 
.е. 2 1 —. 
И 2 ‚ т.е Е и 
/ 
1 1 
Если х > Ь то | -—| = -5\ (+=) >12! = (Ши 
/= 2 
(22-1) — ь < : Остаётся заметить, что если #(1) = 9(1) и 
х+1/ — (2+1) х. ь в. 


Г (+) > 9'(2) при х > | то { (2) > 9(2) при т > 1. 

28.55. Применим индукцию по п. При п = 1 неравенство очевидно. При 
п = 2 получаем зшх + т 2х = эшх(1 + с0зх). Ясно, что зшх > 0и1+ 
+ с08 х > 0 при 0 <х<л. 


1 
т зт(п—1)х > 0 при 


1. 
Предположим, что »_1(5) = зат - 5 зш2ж-+...+ 
ра 


1: 
0 < х < т. Покажем, что тогда [»(х) = №-—1(5) + -зших > 0 при 0 < х<л. 
п 
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Пусть хо — точка отрезка [0,*|, в которой функция [»(х) принимает мини- 
мальное значение Предположим, что }»(10) < 0, причём хо = 0 ил. Тогда 
1. (20) = 0. Но 
: 1 . 50 
11 (- + >) $0 -— о 

то . 


эш — 
2 


, (50) = с08 хо + с08 20 +... + с08 по = 


. 1 . 20 1 то 
Поэтому зш (" + =) 20 =51 >, а значит, |с03 (" + =) 20| = с08 >. Далее, 


1. 
№(50) — №-к (50) = д 8 по = 
НГ 1 то 1 . 520 
= = (а (+5) 2003 со (п + >) гов =). 


2. 140 то 1. : 
Полученное выражение равно 0 или — зш — с0$ = —зшто > 0. Таким 


образом, [»(50) — №—1(50) > 0, а а: уе = а < 0. Получено 
противоречие. 

28.56. Фиксируем число х (0 < 5 < п/4) и рассмотрим функцию {(у) = 
= с057 д — зш" х для у > 0. Ясно, что (0) =0, }(у) > 0 приу> ди (у) > 0 
при у > со. Далее, согласно задаче 28.15 

Г’ (и) = созх* (ш с0з 2 — 45 х шзш а). 
Функция 9(у) = 45х монотонна, поэтому равенство }’(у) = 0 вы- 
полняется для единственного положительного числа у. Равенство {(2) = 
= /(2)(соз?  — зш? =) = {(4) показывает, что это число заключено между 
2 и4, поэтому }(2) >0и }/ (4) < 0. 

Неравенство }’(2) > 0 записывается следующим образом: 
с05? тшсозх > зш’тШзшт, те. №((с0з 2) ) > ш((т 2)" 2). Так 
мы получаем первое требуемое неравенство. Второе неравенство получается 
из неравенства } (4) < 0. 


У . 109 
Замечание. Фактически мы доказали, что (соз 2)°°° ® > (зшх) ° при 
У . 109 
О<у<2 и (с032)°°°? < (зта)"" *® приу>24. 


28.57. Рассмотрим функции 


(г) = (1+2) - 
9(%) = ш(1+х) - = =. 


Легко проверить, что }(0) = 9(0) =0и 9'(0) <0< (0), причём приз 70 
неравенства строгие. Действительно, 


таня (25), 


1+х (2+2)? 


/ я 
= 1+2 2(+2)3/? 2+2)? 
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Таким образом, {(х) > 0 прих > 0и { (2) < 0 при х < 0. Из этого следует 
неравенство в правой части. Неравенство в левой части получается аналогич- 
но. 


28.58. Фиксируем точку 5, где а < х < 6, и применим теорему Коши к 
отрезку [а,х]. В результате получим, что внутри этого отрезка есть точка 
11, для которой 


(=) _ (2) Ка) _ Го 


9(2)  9(2)-9(а) 9/1) 
Если х а, то 21 > а. Из этого следует требуемое. 


28.59. Применив правило Лопиталя дважды, получим 


28.60. По правилу Лопиталя 
х _ па 
Ш ^^ = Ши (а*—2^)' = ва (ша-а? —а2°_*) = ша-а° а“ = а*(ша-1). 
я>2а та т-?а ф-—?а 


28.61. Ответ: 2. Преобразуем отношение производных: 


1 
ЕЕ 1 1- с0822 1 
О Е НЕ НЕ 
1- созх с052х 1-с08х с052 
Последнее выражение стремится к 2 при х -> 0. 
28.62. Ответ: если а > 2 или а < —2, то одно; если а = +2, то два; если 


—2 <а<2, то три. 

Пусть {(2) = 23 — 32. Тогда }'(т) = 32? — 3. Поэтому }’(х) = 0 тогда и 
только тогда, когда х = +1. Если д < —1, то [(х) > 0; если —1 < <1, то 
[($) < 0; если х > 1, то }(х) > 0. Таким образом, при 5 < —1 функция { (2) 
возрастает, при —1 < 5 < 1 функция }(х) убывает, а при 5 > 1 функция }(х) 


возрастает. Остаётся заметить, что }(—1) =2и { (1) = —2. 
3 3 
28.63. Ответ: если а < 52, то одно; если а = 5 У2, то два; если 


3 
а> 5 9/2, то три. 
Ясно, что 5 = 0 не является решением данного уравнения, поэтому можно 


ыы 1 1 
перейти к эквивалентному уравнению 2? + — = а. Пусть {(2) = 2? +-. Тогда 
х х 


1 
1’ (2) = 2=—-—,. Поэтому }'(2) = 0 тогда и только тогда, когда х = Е Таким 
т 
1 
образом, при х < 0 функция }(х) убывает от +с0 до —с°; при 0 <х< —= 


$2 
функция }(х) убывает от +0 до } (55) — 595; прих > 58 функция }(х) 


Эа 
возрастает от } (55) в - $72 до +оо. 
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28.64. Ответ: при а < 0 одно; при 0 < а <е решений нет; при а =е 
одно; при а > 2 два. 

Рассмотрим функцию /{(5) = е* - ах. Ясно, что (5) = е* - а. Поэтому 
если а < 0, то }/ (1) < 0 для всех т. В этом случае функция }(х) убывает 
от —со до +с0, поэтому #}(х) = 0 ровно для одного значения х. При а = 0 
получаем уравнение е” = 0, которое не имеет решений. Пусть теперь а > 0. 
Тогда уравнение }'(2) = 0 имеет единственное решение ло = ша. При этом 
(хо) = а(1—Шш а); значит, {(хо) > 0 при а <е, }(т10) = 0 приа =еи { (10) < 0 
при а > е. Функция }(х) сначала монотонно убывает от со до }(х0), потом 
возрастает от }(50) до со. 


28.65. Ответ: при а > е!° решений нет; при 0 < а < 1илиа =е"!/° 
решение одно; при 1 <а < е!/° два решения. 

Рассмотрим функцию }(5) = а* — т. Ясно, что }'(2) = а’ша-1. Если 
0 < а< 1 то функция }(5) монотонно убывает от +со до —со. При а = 
= 1 решение единственно: д = 1. Если а > 1, то уравнение }'(5о) = 0 имеет 
единственный корень хо = — 105 (ша). При этом 


1 т ( 1 ) 
— ша бе \ па) 
Функция } (5) сначала монотонно убывает от со до {(х0), потом монотонно 


возрастает от }(5о) до + оо. 
Ясно, что {(х0) = 0 тогда и только тогда, когда а/\/ № = а196а (а) те, 


1 (0) = а"° — то 


1 1 1 
1/ та = —) = 
а = 1/ ша. Логарифмируя, получаем Е шШша=ш (==), т.е. ш (=) 


= 1. Таким образом, 1/ ша =е, т.е. а = е1/°. 

28.66. Ответ: при 0 < а <е ° три решения; при 1 <а < е!!/° два 
решения; при а = е!/° илие ° <а < 1 одно решение; при а > е!/° решений 
нет. 

Рассмотрим сначала случай а > 1. В этом случае 


а" >1=>2>108, д > а* > Ю5, т, 
<= 1<10 = а“ < Юб,т, 


а’ =2=2=105, 2 > а° =108. 2. 


ь ие 
Поэтому количество решений уравнения а” = 105, х равно количеству реше- 
ний уравнения а’ = х. Это уравнение исследовано в решении задачи 28.65. 
к РЕЯ ЕЯ 

Рассмотрим теперь случай, когда 0 < а < 1. Пусть {(5) = 108, — а. 
При изменении х от 0 до {со функция }(х) изменяется от со до —со. По- 
этому если {’(х) < 0 для всех х > 0, то рассматриваемое уравнение имеет 
единственное решение. 

Если х > 0, то знак числа, 
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совпадает со знаком числа 9(=) = (ша)?ха” — 1, поскольку ша < 0. Далее, 
9'(=) = (ша)? а” + (ша) та” = а* (ша)? + ша). 


Значит, 9'(х) обращается в нуль в точке хо = —1/ Ша. При этом 9(хо) = 


Ш 
аким образом, если — Ша < е, т.е. а > е` 


Е ‚ то 9(5) < 0 для 
всех х > 0, поэтому функция }(х) строго монотонна, и рассматриваемое 
уравнение имеет единственное решение. При а = е ° функция }(1) тоже 
монотонна. 

Остаётся рассмотреть случай, когда 0 < а <е °. Решение уравнения 

а’ = т всегда будет решением рассматриваемого уравнения. При 0 <а<1 

это уравнение имеет единственное решение х1!. Докажем, что 9(51) > 0, т.е. 
1 1 

(ша)?т1а?1 > 1. Поскольку а*1 =. иа = дит, получаем ша = —Шх: и 
1 

х1а”1 = 22. Таким образом, приходим к неравенству (шх1)? > 1. Поэтому 


достаточно доказать, что 51 < 1/е. 


е 


Рассмотрим вспомогательную функцию ф(х) = хМ®. Ясно, что ф(1) = 
= 2/1 = аи 9(1/е) =е*°. При 0 < # < Ше функция ф(2) возрастает, 
поскольку 

р ша 1 шх 
№ Е 0 
ное (5-1) 


Кроме того, 0 <а<е °, т.е. 0 < ф(х1) < ф(1/е). Значит, 21 < 1/е. 

При изменении г от 0 до хо = —1/ша функция 9(5) монотонно возрастает 
от —со до 9(50); затем она монотонно убывает до —со. Поэтому неравенство 
9(21) > 0 показывает, что 9(5) обращается в нуль в двух точках 22 и 13, 
причём 12 < т: < хз. Следовательно, }(52) < 0и { (хз) > 0. Учитывая то, что 
мы знаем о знаке }’(х), получаем, что {(2) обращается в нуль ровно в трёх 
точках: 11, 2. <т2и 23 > 13. 

28.67. Ответ: три. Легко угадываются корни 21! = 1/2 их2 = 1/4. Кроме 


1\2 р И 
того, есть корень уравнения х = (55) . А больше трёх корней это уравнение 
иметь не может согласно задаче 28.66. 


Замечание. Если попытаться решить это уравнение графически, то мо- 
жет показаться, что у него только один корень. Но в действительности 
из графики пересекаются не в одной точке, а в трёх. 


28.68. Прежде всего заметим, что многочлен }»„(х) не имеет кратных 
корней (задача 28.18). Предположим, что требуемое утверждение доказано 
для п = 0,1,..., 2К. (Мы начинаем с Ё = 0: для многочлена (5) = 1 
утверждение очевидно.) Докажем, что многочлен }2%+1(5) имеет ровно один 
вещественный корень. Степень этого многочлена нечётна, поэтому один ко- 
рень у него есть, а если бы у него было два корня, то между ними был бы 
корень производной }2,:1(2) = [2 (2), чего не может быть. 
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Докажем теперь, что многочлен ]2к-2(5) не имеет вещественных корней. 
Между любыми двумя корнями многочлена }2к+2(х) должен быть корень его 
производной }2,,2(5) = ]2.4+1(2), поэтому у многочлена }2к+2(2) не более 
двух корней. Степень многочлена [2к-2(5) чётна, поэтому у него не может 
быть ровно один корень. Итак, предположим, что у многочлена }2-+2(5%) есть 
ровно два корня 51 и 12. Между ними расположен корень хо многочлена 
Рь-+1(2). При этом 
26-2 аа? 

[2к+2(5о) = Л2к+1(5о) + 5! = Фь+2л 7 0 
Но хо — точка минимума функции ][2к+2(х). Поэтому ]2%+2(5) > 0 для всех 
х. Это противоречит тому, что у рк+2(х) есть два корня. 


28.69. Положим 9(2) = {(#-+Т), где Т — постоянное число. Тогда 9'(2) = 
= (#+Т)'}'(=+Т) = РГ(%+Т). Поэтому если }(%+Т) = { (2), то 9'(т) = } (2) 
и (1) = (=-Т). 

28.70. Предположим, что функция }(5) = зшх + зш ах периодическая. 
Тогда согласно задаче 28.69 функция }{'(2) = созх + асозах тоже периоди- 
ческая. Но согласно задаче 26.2 эта функция непериодическая. 

28.71. Пусть Р(х) == (1 — 1)... — 3%) = 
=" — ("аа в)” + (5) (а ....5.)5” 2 —.... Тогда 1 Ра) = 

1 " 2 2. т 2 2 о И т 
е п -— ул 2% п -— Ул = 
м = ое 2%)” ре Аа бп)” = 
другой стороны, -Р\2) = а" ' — ы ве жал, и" 


—1 =: —1 
те ебу» мы)" 3 —... Поэтому —. (ель...) 


а (п) зы, а). Но в = "—*("). 


у 


| 
ы 


. 0 


28.72. Применим индукцию по п. При п = 2 нужно доказать оче- 
1 +12 


видное неравенство > \/5112. Пусть теперь п > 3. Достаточно 


рассмотреть случай, когда 11 < 12 <... < 4». В этом случае у про- 
изводной многочлена (х - 21)...(х — х») есть п — 1 положительный ко- 
рень у < 12 <... < фм. Согласно задаче 28.71  Уь(х1,....2.) = 
= Ук (у1,... 1). Поэтому, применив к набору чисел у1,..., Уп-1 предполо- 
жение индукции, мы получим все требуемые неравенства, кроме неравенства 


"ИУ -1(51,....2) > Уж (т1,..., 20), т.е. 


Возведём обе части этого неравенства в степень п -— 1, а затем по- 
делим результат на 11...52». В результате перейдём к неравенству 
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1 1 1 1. 1 
— (= +... + =) > 1 —...—_, которое является неравенством между 
п \ 11 Ти т1 Тъ 

1 


средним арифметическим и средним геометрическим для чисел >. а 
1 т 

28.73. Применим индукцию по п. При п = 2 нужно доказать очевидное 
неравенство (5х1 +22)? 2 45112. Пусть теперь п > 3. Достаточно рассмотреть 
случай, когда х1 < 142 <... < т». В этом случае у производной многочлена, 
(1-21)... (2 — хп) есть п —1 корень у1 < 72 <... < ул_1. Согласно задал 
че 28.71 Уь(51,..., 2) = Ук (91,...,Уп-1). Поэтому, если К <п-2, то можно 
применить предположение индукции к набору чисел у1, ..., Ууп_—1 предполо- 
жение индукции и получить требуемое неравенство. 

Остаётся доказать, что 


2 
Уи_1(51,..., 20) > Ут-2(21,...,20)Ут(21,..., Яо). 
Здесь У(51,....Хп) = 21...2и. Поэтому можно считать, что 51...хи 2 0. 
Ясно, что 
1 1 1 
Уи -к(21, ... ‚5т) = Я (=. .) =) . 
11...Хь т1 Ти 


Поэтому мы переходим к неравенству 


2 1 1 1 1 
оз (=...) > 52 (=... : 
1 Ти 21 ХТ 


которое уже доказано, поскольку п > 3. 

28.74. Предположим, что Ро(х)зш”"х + Р(х)зш” 'т+...+Р, (<) = 0, 
причём Р(1) =0и п — наименьшее натуральное число, для которого имеет 
место тождество такого вида. Из минимальности п следует, что Р»(х) = 0. 
С другой стороны, если х = кп, где К — целое число, то зш х = 0, поэтому 
Р‚„(Кп) = 0 для всех целых №. Но многочлен Р, не может иметь бесконечно 
много корней. Получено противоречие. 

28.75. Первое решение. Предположим, что 

Ро(х)е”® + Ри(х)е "1? +... + Р, (2) = 0, (1) 

причём Ро(2) = аох" + ал 1+... ак, ао = 0. Рассмотрим функцию С(2) = 
1 ы 

= —— _(Р(ж)е"* + Р(т)е®` 1? +... + Р,(2)). С одной стороны, С(т) = 


тКетз 
в 1 Р; 
= 0 для всех 5х. С другой стороны, С(5) = ас + Е "= + — и 
1 Р ( ) х ея е? я 
т . . х 
+...+ И г. ‚ поэтому Ши @(5) = ао = 0, поскольку Шил-оо и 0. 


Получено противоречие. 

Второе решение. Предположим, что выполняется тождество (1), 
причём из всех тождеств такого вида выбрано то, для которого п мини- 
мально. Из минимальности п следует, что многочлен Р,„ (5) отличен от нуля. 
Поделив обе части тождества (1) на Р‚„(2), получим 


Юо(ж)е”* + В! (х)е"` 1? +... + В,_(т)е? +1=0, 
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где Ро(х),..., Ви-1(5) — рациональные функции, причём Во(х) = 0. Продиф- 
ференцировав это тождество и поделив обе части на е*, получим тождество 


(Во + пВо)е "1? + (В +п-18В)е "22 +... (В +В, 1) =0. (2) 


Из этого тождества, легко получить тождество для многочленов: достаточно 
умножить обе части на общий знаменатель рациональных функций. Поэтому 
из минимальности п следует, что Во + по =0,..., В, _1 +В, 1 = 0. Пусть 
Во = Р/О, где Ри О — взаимно простые многочлены (мы знаем, что Р # 0). 
Из равенства Ко + по = 0 следует, что Р’О — РО'+пРО = 0. Многочлены 
Р'О и РО делятся на О, поэтому РО’ делится на О, а значит, О’ делится 
на ©. Это возможно лишь в том случае, когда () — константа. Аналогично 
доказывается, что Р — константа. Поэтому Во = 0, а значит, Во = —Вб/п = 
= 0. Получено противоречие. 


28.76. а) Достаточно заметить, что 


2" = (а+(=— а))* = > (1) аи. 


6) Чтобы найти Ао, положим х = а. В результате получим }(а) = Ао. 
Продифференцировав выражение для }(х), получим 


[ (=) = А. +242(5 -а) +... +тА»(х — а)” 1. 
Положив т = а, получаем (а) = А!. Теперь дифференцируем выражение 
для (т): 
} (2) =1.2А5 +2.ЗАз(х —а)+...+ (в - ПпАв (2 — а)" *. 


Снова подставляя х = а, получаем }(а) =1.242. Продолжая эти рассужде- 


(а) 
ния дальше, будем получать Ак = т для К < п. 


28.77. Ясно, что Т(а) = Ка). Далее, 


т) = о а)", 


"" (а ”) (а _ 
Те) = "+ Миа... + : о (#-а)"?, 
ие) 
=: 
Поэтому Т'(а) = } (а), Т"(а) = }"(а), ..., Т® (а) = 1 (а) иТ® +0 (т) = 0. 
Рассмотрим вспомогательную функцию $(х) = {(т) — Т(т). Для неё 


ф(а) = ф’(а) =ф"(а) =... = (а) = диф” (5) = {+5 (5). Рассмотрим 
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=. ®-1 
а О . Для неё у(а) = 4'(а) = 
=” (а) =... =4 (а) =0иу0 (+) = 1. Более того, ни сама функция , 
ни её производные до (п-+1)-й включительно не обращаются в нуль в точках, 
отличных от а. 


ещё вспомогательную функцию 4(5) = 


Фиксируем точку 5 7 а. Из равенств ф(а) = Ф(а) = 0 следует, что У = 
т 
= ИО. Поэтому по теореме Коши (задача 28.44) сушествует точка 
4 (=) — $4) 
х1 между аи т, для которой АНИ о Из равенств ф’(а) = +'(а) = 


(2) Чт) 
(2) _ оф -Ф@ 
4" (=) (т) - 9 (а) 


точка 12 между а ит! (а значит, между а и х), для которой 


= 0 следует, что . Поэтому по теореме Коши существует 


Ф'(ть) _ 9" (+2) 
4'(21)  4"(22). 


Продолжая эти рассуждения, получаем 


(а) _ фа) _ Фа) _  _ Фата) 
(=) За) (2) О Фа)? 
где точка х»-+1 лежит между аих. 
Напомним, что ф"* (2) = {+10 (5) и 41 (5) = 1. Пусть 0 = хиа. 
(п-+1) 
Тогда ее = 1+0 (0), т.е. #(2) - Т(2) = ИО — а)"1'. 
28.78. Эти утверждения непосредственно следуют из формулы Тейлора 
для а = 0 и соответствующих функций }(х). 


Глава 29. 


Интеграл 


29.1. Неопределённый интеграл 


Функцию Р(5), для которой Е'(5) = }(х), называют первообразной 
или неопределённым ‘интегралом функции } (5). Для функции, опреде- 
лённой на отрезке (или на всей вещественной прямой), её первообраз- 
ная определена с точностью до прибавления некоторой константы (”. 
Действительно, если №1(5) и Е2(х) — первообразные функции }(1), а 
(=) = Е(2) — (5), то по условию ф'’(х) = 0. Поэтому согласно зада- 
че 28.38 функция (1) постоянна. 

Первообразную функции }(2) обозначают =. } (2) ат. 


29.1. Докажите, что | ИЕ ты и Фй 


22 —а2 29а тфа 


29.2. Пусть Е(х) — первообразная функции (1) на отрезке 
[а, 6], +(у) — дифференцируемая функция на отрезке [р,4|], причём 
а < $(ч) < В для всех у из отрезка [р, 9]. Докажите, что тогда ЁР($(у)) 
— первообразная функции {(ф(у))ф'(у). 

Результат задачи 29.2 можно сформулировать следующим образом: 
если | / (2) 4х = Е(+) + С, то [1 (ф(у))ф’(у) ау = Е(ф(у)) + С. Удобно 
ввести обозначение ф’(у) _ = 42(у). 


Г е?ах . Г со; х ах 


29.3. Вычислите —>_ —_. 
Л 1422’ 7 1+ з12 5 


(1 о 2) 
29.4. Вычислите | 48хах. 
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29.5. Докажите, что | ]/(5) 4х можно вычислить следующим обра- 
зом. Пусть х = $(у) — дифференцируемая функция, имеющая обрат- 
ную функцию у = 4(2). Вычислим | {(ф(у))ф’(у) ау = Е(у) и положим 
у = (т). Тогда Е(4(т)) — искомый интеграл. 


29.6. Вычислите | \/1 - 2245. 


29.7. Вычислите и м1 - #2ах. 
ах 
1+ Уз’ 


29.9. Докажите, что 


] 9 (в) аз = (2) — ] 1 (2) 9(#) аз 


(формула интегрирования по частям). 


29.8. Вычислите у 


29.10. Вычислите с помощью интегрирования по частям: а) 
[23 142; 6) агсёв тат; в) | тсозтах; г) | хе?ат. 
1 
29.11. Вычислите | таг. 
29.12. Вычислите а) | е“? зиз 6х 45; 6) | е“? сов 6 ах. 


29.13. Докажите, что 
Две ` 19°) ть. ото к ов а 


а 


29.14. Пусть Р(х) — многочлен. Вычислите: а) | Р(т)е“* аз; 6) 
[Р(х) зтах ах; в) | Р(2) созах 4х. 


29.2. Определённый интеграл 


Пусть на отрезке [а, 6] задана функция { (7). Разобьём этот отрезок 
на части точками 50 =а < 11 < 12<... < 1,1 <ф= 40. На каждом 
отрезке [хь, хь+1| выберем произвольную точку &, и рассмотрим так 
называемую интегральную сумму т. Н&) (скл — ть). Оказывается, 
что если функция }(15) непрерывна и если наибольшая длина отрезка 
разбиения стремится к нулю, то интегральные суммы имеют конечный 
предел, который не зависит от выбора разбиения и от выбора точек &х. 
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Этот предел называют определённым интегралом от функции }(1) по 
отрезку [а,5] и обозначают |. 1 (2) ат. 

Функцию {(5) называют интегрируемой на отрезке [а, 6], если для 
неё существует указанный предел интегральных сумм. Интегрируемы- 
ми могут быть не только непрерывные функции, но нас в основном 
будут интересовать непрерывные функции. 

Чтобы доказать интегрируемость непрерывных функций, введём 
следующие вспомогательные понятия. Пусть на отрезке [а, 6] задана не- 
прерывная функция }(1) и задано некоторое разбиение этого отрезка. 
Для каждого отрезка [ть, хк-+1| рассмотрим Мь и т, — наибольшее и 
наименьшее значения функции /(х) на этот отрезке. Суммы 


п—1 п—1 
у. Мь(хь фк) и У` ть (ть — 2ь) 
&=0 Е=0 


назовём верхней и нижней интегральными суммами; они уже зависят 
только от разбиения и не зависят от выбора точек &,. Ясно, что каждая 
интегральная сумму заключена между верхней и нижней интегральны- 
ми суммами для того же самого разбиения. 


29.15. Докажите, что при добавлении новых точек разбиения ниж- 
няя интегральная сумма не уменьшается, а верхняя не увеличивается. 

29.16. Докажите, что любая нижняя интегральная сумма не больше 
любой верхней интегральной суммы. 


29.17. Пусть Г — точная верхняя грань нижних интегральных сумм, 
© — произвольная интегральная сумма, $5 и 5 — нижняя и верхняя 
интегральные суммы, соответствующие тому же разбиению, что и д. 
Докажите, что 

@-|<5-5. 


29.18. Докажите, что любая непрерывная функция /(х) на отрезке 
[а, 6] интегрируема. 

29.19. Пусть }(5) — непрерывная функция на отрезке [а, 6]. Дока- 
жите, что на отрезке [а, 6] существует точка &, для которой т (=) ах = 
= (8) 6 -а.. 

29.20. Докажите, что если непрерывная функция }(1) неотрица- 
тельна на отрезке [а,6], то у 1 (2) ах > 0. Более того, если /(хо) > 0 


для некоторой точки хо отрезка [а, 6], то р } (=) ах > 0. 
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. бывает удобно рассматривать ое интегралы 
№ 1(+) ах для а < 6. А именно, мы полагаем ^ /(1) 4 = — |? 1 (2) аз 
При —ы соглашениях остаются верными о замены перемен- 
ных и соотношение 


[лов + [`подаь = [пода 


29.21. Пусть /(15) — непрерывная функция на отрезке [а, 6] и Е(5) = 
= /\ /(0 4 Докажите, что Е’(т) = /[(2), т.е. Е(2) — первообразная 
функции }(т). 


29.22. Пусть /(5) — непрерывная функция на отрезке [а, 6]. Дока 
жите, что 


] 1(2) аз = Р®) — Р@), 


где Р(1) — первообразная функции ](5) (формула Ньютона- 
Лейбница). 
Для Е(5) — Е(а) мы будем использовать обозначение Ё(х)|°. 


29.3. Вычисление интегралов 


29.23. Пусть И» = ["/ соз” 2 4. 
(п-1)!! 


п _‚ аесли п чётно, 
п.. 


а) Докажите, что если п нечётно, то И» = 


п-т 
( . ) 5 где т! обозначает произведение всех натуральных 
т! 


чисел, не превосходящих п и имеющих с п одинаковую чётность. 


2 
и 
6) Докажите, что п = Ши -оо = (ет) (формула Валлиса). 


то И = 


29.24. Докажите, что уе 121(ят — — .. 112. 
29.25. —_ (=) = [| аз, Ь(а - | Лл( ах, ..., (2) = 


ыы. №1—1(® ах. = что 


в—1 
(=) т || 1) Эа - 2)". 
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29.4. Вычисление площадей 


Пусть функция }(5) на отрезке [а,6] неотрицательна. Член 
Н&) (к-т — ть) интегральной суммы заключён между П(ть-1 — 2) и 
М (5—1 — жь), где т и М — наибольшее и наименьшее значения функ- 
ции } (5) на отрезке [5%, ть+1|. Таким образом, этот член заключён меж- 
ду площадью прямоугольника, содержащегося в фигуре под графиком 
функции у = /[(х), и площадью прямоугольника, содержащего часть 
этой фигуры, расположенную над отрезком [5ь, ть+1|. Поэтому опре- 
делённый интеграл ты (=) 4х — это площадь фигуры, ограниченной 
графиком у = }(1) и прямыми у = 0, х =аих = 6. 


29.26. Вычислите площадь круга радиуса 1 с помощью определён- 
ного интеграла. 


29.27. Вычислите площадь под графиком функции у = зшх на от- 
резке от 0 дол. 


29.5. Вычисление объёмов 


Пусть тело расположено в пространстве с прямоугольными коорди- 
натами Охух, причём проекция этого тела на ось Ох — это отрезок 
[а, 6]. Предположим, что плоскость, проходящая через точку х отрезка, 
[а, 5] перпендикулярно оси Ох, высекает на этом теле фигуру площади 


5(2). Тогда объём этого тела определяется как И 5 (2) ах. 


29.28. Вычислите с помощью определённого интеграла объём У ко- 
нуса с радиусом И высотой Й. 


29.29. Вычислите с помощью определённого интеграла объём У ша- 
ра радиуса В. 


29.30. Найдите объём фигуры, образованной при пересечении двух 
прямых круговых цилиндров радиуса А, оси которых перпендикулярны 
и пересекаются. 


29.31. Найдите объём фигуры, отсекаемой от цилиндра плоскостью, 
проходящей через диаметр его основания. Известны радиус цилиндра 
В и высота полученной фигуры В. 
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29.6. Длина кривой 


Рассмотрим кривую у = /[(х), где /(т) — непрерывная функция на 


отрезке [а, 6]. Пусть хо =а < 11 <... < 111 <= хи — точки на 
этом отрезке. Рассмотрим ломаную с вершинами Ах = (хь, (ть), К = 
=0,1,..., п. Если длина этой ломаной стремится к конечному пределу 


|, когда длина наибольшего звена ломаной стремится к нулю, то это 
число [ называют длиной кривой. 


29.32. Докажите, что если функция }(х) на отрезке [а,6] име- 
ет непрерывную производную, то кривая у = #(1) имеет длину 


р. \/1 + 1"? (2) ах. 


29.33. Вычислите с помощью определённого интеграла длину 
окружности радиуса, В. 


2 


29.34. Вычислите длину дуги параболы 2у = х* от точки (0,0) до 


20 
точки | то, — |. 
р 


29.35. Вычислите длину дуги кривой у = сх, заключённой между 
точками (521,91) и (12, 12). 

29.36. Пусть график функции у = {(х) на отрезке [а, 6] параметри- 
зован параметром $, т.е. задана монотонно возрастающая функция (8), 
причём а = 2(ю) ив =х(Н), и мы полагаем у(® = }(х(®)). Докажите, 
что длина этого графика равна у Ух”? + у’ ав, где х' = —- иу' = — 

29.37. Вычислите длину астроиды, заданной уравнением #2/3 + 
+ 92/3 = а2/3. 

29.38. Вычислите длину ветви циклоиды 

х=а(1—-зш®, у=а(1- с0з$), где О<Е< м. 


29.7. Площадь поверхности 


Пусть /(5) — непрерывная положительная функция на отрезке [а, 6], 
20 =а< 21 <... < 11п_1 < [= хи — некоторые точки на отрезке [а, 6]. 
Будем вращать кривую у = {(х) вокруг оси От. Ломаная с вершинами 
Ак = (хь, 1(хк)) заметает при этом некоторую поверхность, состоя- 
шую из усечённых конусов. Если сумма площадей боковых поверхно- 
стей этих конусов имеет предел, когда длина наибольшего из отрезков 
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АкАн1 стремится к нулю, то этот предел называют площадью поверх- 


нос 
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ти вращения, заметаемой кривой у = ](т). 


29.39. Докажите, что если положительная функция }(х) на отрезке 
[а, 6] имеет непрерывную производную, то площадь поверхности вра- 


шения, заметаемой кривой у = { (1), равна 


[2 
2 | Еее 


29.40. Докажите, что площадь поверхности шара радиуса В, за- 
ключённой между двумя параллельными плоскостями (пересекающими 


шар), равна 2” ВЙ, где й — расстояние между этими плоскостями. 


= 


— 


29.8. Неравенства 


29.41. Пустьё > 0. 


в а т 
а) Докажите, что & — -- 9 <фи1-— т < 608 < 1-5 + 5. 
6) Докажите, что 
#3 ры ПЗ . #3 т п1 
р 
ЕВЕ У а ТВ ЕТ 
Р и п? Р Е п 
а о О а 
т И О т 


: Е 
29.42. Докажите, что если 0 < {< л/2, то (7"") > 034. 
1 
29.43. Докажите, что если 0 < #< л/2, то Е < я +1- — 
эт 
29.44. Докажите, что 3 ;ш$ < 2$- $#с03$ для любого $ > 0. 
29.45. Пусть # > —1. Докажите, что 


2 ва #2т #2 ви пы 
а о а т 
29.46. Докажите, что для любого $ 72 0 

вви Ит—1 взвви ит 
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29.47. а) Докажите, что если 0 < #< а, то 
р 3 п 2 3 п—1 п 
$ $ $ $ $ $ 
1++5 С Е а Ее) 
т 213! п — 

б) и что если 0 2$ > а, то при нечётном п имеют место 
такие же неравенства, а при чётном п знаки неравенств заменяются на 
обратные. 


29.48. Функция {(х) дифференцируема на отрезке [а, $], длина кото- 
рого равна п. Докажите, что на отрезке [а, 6] есть точка х, для которой 


1(=) - (12)? <1. 


29.9. Вычисление пределов 


п 
29.49. Вычислите предел шииоо > я Е 
29.50. Вычислите предел а тЫ - ры 


29.51. Вычислите шило __ ю +. 


29.52. Вычислите шило Е. =: 
Е: 


См. также задачу 25.42. 


29.10. Тождества 


29.53. Докажите следующее тождество для биномиальных коэффи- 
циентов: 


С 


29.54. а) Вычислите | (22 — 1) 4х, где п — натуральное число, с 
помощью формулы из задачи 29.13. 
6) Докажите, что 


п п п п (п —1)722п (п)? 
(т) (3) 5+. +С 5 („) Ренн 


См. также задачу 14.14. 
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29.11. Примеры и конструкции 


29.55. Докажите, что для любого натурального п > 3 существует 
многочлен } (1) степени п с вещественными коэффициентами и корнями 
а1 < а 2<... < ав, для которого 


т |1 ()| 4х = _ аа» =...= ТВ |) аг. 


а1 а2 п 


29.12. Несобственные интегралы 


Интеграл | }(=) 4х называют несобственным в двух случаях: 

(1) если функция }(2) определена лишь на интервале (а, 6), но не на 
всём отрезке [а, 6]; 

(2) если а = —с0 и/или 6 = ©. 

Несобственный интеграл понимается как предел интеграла 
|, 1() аз, когда и — а-+ (соответственно, и — —ос0) их —> 5— 
(соответственно, & —* +00). Имеется в виду, что и и и стремятся к 
указанным пределам независимо друг от друга. 


29.56. Вычислите несобственный интеграл у 1‘4т, где -1<а< 0. 


29.57. Докажите, что = х'е-® = К! для любого целого неотрица- 
тельного #. 


Решения 
29.1. Ясно, что (ы=—@). = (ш(5 -а) - ш(а +а))' = Е 
- т-+а т-а т-+а 
— 24а 
> 12 —-а2` 


29.2. Формула для производной композиции функций (задача 28.4) пока- 
зывает, что (Е(ф(и)))' = Е'(ф(у))ф' (у). Остаётся заметить, что Е'(ф(у)) = 
= /(Ф(у)). 
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29.3. Согласно задаче 29.2 
= агсёе у + С = агсешх + С; 


ах — авт _ 
(1+ Ш? 2)  ] 1+ш2х — 
е? ах Ае? 
Г [тв = Г = агсёр у + С = агсёр е" + С; 
созхах азшх | 
Туз? — 1-12 х У = шоу + С = агавы о + С. 


29.4. Согласно задаче 29.2 
Гага = р = — Ш с0з& + С. 
со5 т 


29.5. Согласно задаче 29.2 | }(ф(у))ф’(и) аи = | 1(ф(ч)) ар(ч) = ] (хз) аз. 
29.6. Положим т = зш у. Тогда, согласно задаче 29.5 
1 ” 1 
ТА — д?ах = Г соз? у = ) ау = 5+ 1 [052 4(зу) = 
У + эт 2у об: агсяш т г тУ1- 12 +С. 
2 4 2 Р. 
29.7. Положим х = зВу. Тогда, согласно задаче 29.5 
1 В2 1 
[м + х2ах = Г сыги= ] ау = 5+ $ | & 24) = 
Ь2 АтзВ 1. 2 
8 с = - ВУ ее во- 


=2+ 


1 М1 2 
= 5 ш(т + У1+ =?) + С 
29.8. Положим х = у?. Тогда, согласно задаче 29.5 


р [8-1] т) 


1+ у 1-+у 
= 2у — 2щ(1 + у) +С =2\/я -— 2щ(1+ 4%) + С. 


29.9. Требуется доказать, что 


1(+)9 (=) = = (1(а)9(2))' — 1 (=)9(). 


Это немедленно следует из формулы для производной произведения двух 


функций. 
А 4 А 
29.10. а) [23шг4г = [шага (=) = Шу. р Г (12) = 
2“ 2“ 1 2“ 2“ 
о те обр Ш 
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а. 1 
6) | агсёв 2 4х = хагсёвх — о = хагсех — 5 №1(1 + =°) + С. 


1+х 
в) | 2с0зх ах = [ 24(зтх) = сзшх — | зшх 4х = хзшх + созх + С. 
г) / хе?ах = [| с4(е®) = зе?" — | е*4х = те? — е* +С. 
29.11. Применим формулу интегрирования по частям для {(х) = 9(т) = 
= ш х. В результате получим 


шота = (ша) — [ тшеае. 
т 2 


Первообразная определена с точностью до константы, поэтому это равенство 
шх 
нужно понимать так: 1 = (шг)? — (1+0), где Г = | “ах. Таким образом, 
у т 
_ @па)? 


1 
[ баш = РБ: АЕ С (константа С' здесь другая). 
$ Хх 


29.12. а) Интегрируя по частям, получаем 


: 1 
= эш 6х ах = ее созх + $ ] еп" соз 6х 4х = 


2 


1 а : а 
= Е созх + ре“ эт 6х — г. | е“" созьх ах. 


Для Г = ] е“? зт 6х 45 мы получили соотношение 


еп? а 


2 
Т= 4 (-6<08 65 + аз 65) — у (Г +С). 
Следовательно, 
Е 629 - 
]е эш 6х ах = (ив — 6с0з 6х) + С. 


6) Аналогично получаем 


ат 


—* (ас0з6з + 631 65) + С. 
му 


а? - 


рая соз 6х 4х = 


29.13. Воспользуемся формулой из задачи 29.9, заменив в ней д на 9”): 


До = 19) = [гал 


Аналогично получаем 


Я 
риа, 


Дива = 9 - | у 
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Из этих формул легко следует требуемое. 
29.14. а) Воспользуемся формулой из задачи 29.13. Если 9+) = е@®, то 


(1) _ 2" Е 
9" т = 5, ... Поэтому 
Р р Р" 
6) веко" = ушавстоа = — 999 О рее, д("-2) = ба, 
а а 
...Поэтому 
р : Р’ Р”" Р Р” 
| розтатат = пах ( 5 г +.. . созах (= и ) + С. 
а а а а 
в) Аналогично решению задачи 6) получаем 
и Р Р” Р’ Р”"' 
| (о) освал 4 = зпах (= Е -...) + созах (5 а +.) + С. 
а а а а 


29.15. Достаточно рассмотреть случай, когда добавляется одна точка 
деления. Пусть на отрезке [с, 4] взята точка у и наибольшие значения функции 
1(<) на отрезках [с, 4], [с, у] и [у, 4] равны М, М! и М2. Требуется доказать, 
что 

Мку - с) + М»(а - у) < М(а- с). 
Ясно, что М! < М и М? < М. Поэтому 
Мик - с) + М2(4а- уч) < М(у-с) + М(а- чз) = М(а- с). 
Для нижних интегральных сумм доказательство аналогично. 


29.16. Пусть 31 — нижняя интегральная сумма для одного разбиения, 
52 — верхняя интегральная сумма, для другого разбиения. Разобьём отрезок 
всеми точками, входящими в эти разбиения. Пусть зи 5 — нижняя и верх- 
няя интегральная суммы для полученного разбиения. Согласно задаче 29.15 
81 <зи5 < 52. Остаётся заметить, что з < 5. 


29.17. Прежде всего заметим, что точная верхняя грань нижних инте- 
гральных сумм существует, поскольку согласно задаче 29.16 любая нижняя 
интегральная сумма 3 не превосходит некоторой фиксированной интеграль- 
ной суммы 50. Из неравенства, з < 5% следует, что Г < 5%. Это неравенство 
выполняется для произвольной верхней интегральной суммы 50. Таким обра- 
зом, з < Т<Х 50. Ясно также, что $ < о < 50. Из этих двух неравенств следует 
требуемое неравенство. 


29.18. Согласно задаче 29.17 достаточно доказать, что если наибольшая 
длина отрезка разбиения стремится к нулю, то разность 5 — $ стремится к 
нулю. 

Функция /(х) равномерно непрерывна на отрезке [а,6] (задача, 26.24), по- 
этому для любого = > 0 можно выбрать д > 0 так, что если расстояние между 
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точками 2’ и т” отрезка [а,6] меньше д, то |{(х') — }(х")| < в. Поэтому если 
наибольшая длина отрезка разбиения меньше д, то Мь — ть < Е, а значит, 


п—1 п—1 
5 —-в= У (М ИВ т) (Хе ть) > У (ть —5 ть) = Е(Ь — а). 
&=0 Е=0 


Таким образом, если наименьшая длина отрезка разбиения стремится к нулю, 
то разность 5 — 3 стремится к нулю. 


29.19. Пусть М и т — наибольшее и наименьшее значения функции } (5) 
на отрезке [а, 6]. Тогда каждая интегральная сумма заключена между т(5—а) 
и М(Ъ -а). Поэтому и 1 (2) ах = с(® — а), где число с заключено между ти 
М. Непрерывная функция на отрезке принимает все значения между ти М, 
поэтому с = }(&) для некоторой точки & отрезка [а,6]. 

29.20. Если }(1) > 0 для всех точек отрезка [а,6], то все интегральные 
суммы неотрицательны, поэтому их предел тоже неотрицателен. 

Предположим теперь, что }(50) = с > 0. Можно считать, что хо — 
внутренняя точка отрезка [а,6]. Выберем д > 0 так, что }(х) > с/2 при 
[5 — 10| < 9. Можно считать, что 0 +4 < 20 <6-—д. Тогда 


ъ 10-6 то-5 ъ 
] Лада = | Леда | Педаг+ | }(х) ах. 
а а 0—6 20-5 
Два крайних интеграла неотрицательны, а средний интеграл больше 24. 5 = 
= 56 > 0. 


29.21. Пусть точки хи + Ах лежат на отрезке [а,6]. Тогда Е(х + 
+ Ах) — Е(х) = м 1(Р) 4. Согласно задаче 29.19 этот интеграл ра- 


вен }(&)Ах, где & — некоторая точка между х и х + Ах. Следовательно, 
. Е(х + Аз) -Е(т) 
Пт —0 Е }(х), поскольку & > х при Ах -— 0. 

29.22. Рассмотрим функцию $(т) = | КИ4. Ясно, что $(5) = 


= 1 1(«) аз. Кроме того, согласно задаче 29.21 $Ф’() = {(х). Поэтому Ф(х) 
тоже первообразная, а значит, Ф(х) = Р(5) + С, где С — некоторая констан- 
та. Заметим, что Ф(а) = 0. Поэтому Е(а) = —С. Следовательно, 


И { (=) 4 = $(5) = Е®/+С- Е) Е(а). 


29.23. а) Ясно, что (Йо = 5 и 0, = № д"? = 1. Пусть теперь п > 1. 
Тогда, интегрируя по частям, получаем 


п/2 . й . п/2 С 
и. =] с0з"`` хазшх = 9ш 5605” |"! -/ эт д 4с05” 2. 
о 0 
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Первый член равен нулю, поэтому 
п/2 п/2 
О, =(п- 1 ] с03"—? хэш? дах = (п-1) ] с05"—? #(1 — с057 ) 4х, 
0 0 


п-1 


т.е. О» = (п-1)(0О,-2-—0»). Таким образом, И» = 


п-3 
— я. Ол и т.д. Последовательно применяя эту формулу, получаем требу- 


емде. 
6) Если 0 < х<л/2, то 


$272 


О „2. Значит, Ок_—2 = 


2%-1 


2 
со х < с03 д < 003" я, 


поэтому И2и+2 < И2ж-1 < 022. Используя формулы из задачи а), получаем 


(2% + 1!!х (2)! (2% —- Их 
(2п +2)! 2 ^ (ти (21)! 2 
Следовательно, 
2т-+1 "< ( (2п)и ) 1. да 
21+2 2 (2% -ПИ/ ж+Ет 2. 
2-1 п 


1 
о =1и Ни ь. —— = -, получаем требуемое. 
2-2 Е ре 


29.24. Первое решение. Напомним, что 
п. 2 . (п-1л уп 


Эш эт ... Эт — 
2 2 2% 2т-1 


Учитывая, что Ши оо 


1 
п-1 =®- Пю2+ шп 


ы 
У| 
в 
92] 
в 
| 
| 
а 


шо, 
п 2 


1 
поскольку — шп > 0 (задача 25.17 6). Но указанная сумма — это интеграль- 
Ул 


ная сумма для разбиения отрезка [0,л/?2] на п равных отрезков. 
Второе решение. Заметим, что 


п/2 п/2 п/2 ь 
] 11 (зш х)ах = ] 11 (созх)ах = 5] Ш (= =) ат, 
0 0 2/0 2 


поскольку ш(зш х) + ш(созх) = (зщ 5 с085) = Ш ( 


п/2 ; п/2 
] Ш (==) ат = ] 11 (т 25)4х — П ш2, 
0 2 0 2 


п/2 п а п/2 
] 1 (зщ 2х)ах = ] 1 (т у) = ] 11 (зщ у)ау. 
0 0 - 0 
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В а 
Таким образом, для а = 1 11 (3т х)4х получаем соотношение а = 5 = й 12, 
п 
откудаа = 5 1 2. 


29.25. Согласно задаче 29.13 
= | лол = 


п (=) 1 


ЕЯ х —1 
в ф— т)” 
а 
а. 
(— 2)" 1 
(п—1)! 
последнего, обращаются в нуль при $ = а, поскольку №к(а) = 0, и при = т. 
Поэтому остаётся только последний член, и мы получаем требуемое. 


(п-1) 
мы здесь воспользовались тем, что ( ) = 1. Все члены, кроме 


29.26. Площадь круга в 2 раза больше площади полукруга, ограниченного 
графиком у = \1 - 1? и прямой у = 0. Далее, площадь полукруга, равна, 


Г Е атсешх |1 и Ут - 12 
= 


8 —1 р 


1 


—1 


(см. задачу 29.6). Второе слагаемое обращается в нуль, а первое слагаемое 
п 


авно —. 
_ 2 


29.27. Искомая площадь равна у эт 2 4 = — с082|б = 2. 


1 
29.28. Ответ: эт”. Выберем в качестве оси Ох ось конуса и поместим 


2 
к 1 
начало координат в вершину конуса. Тогда У = т п (=) ах = з7Е?^. 


4 з 
29.29. Ответ: з7А. Плоскость, удалённая от центра шара на расстоя- 


ние х, высекает на шаре круг радиуса \/ Е? — 22. Площадь этого круга равна 
п(Е? — 22), поэтому 


ы Ня 2183 _ 4183 
У п(В? — =?)аз = т 83 — т Е Е, 
и те 3 3 


1 23 
29.30. Ответ: 18. Введём систему координат, направив оси Ох и Оу 


по осям цилиндров. Пересечение цилиндров задаётся неравенствами д? + 
+2? < Виу’-+=7 < В. Его сечение плоскостью 2 = 20 задаётся неравенствами 
20 < В? —виш < В? — 2. Таким образом, сечение — квадрат со стороной 
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2\/ Е? — 22. Его площадь равна 4(Е? — 20). Поэтому объём рассматриваемой 
фигуры равен 


в 38 
|. А ВНЕ" | НОА 
_в 329 3 3 


2 2 
29.31. Ответ: ЗАВ. Рассматриваемая фигура задаётся неравенствами 
ь 
т? Ну? < В и0<а< в? Сечение этой фигуры плоскостью у = — предста- 


вляет собой прямоугольный треугольник с катетами \/ В? — уд и — = / Е? — 40. 


2 


1А ь 
Его площадь равна -— (А? — у). Поэтому объём рассматриваемой фигуры 


равен 2 
в УЗ в 
11 
Е и) = 55 (2 = 


29.32. Ясно, что Ак Ака = / (ть, — к)? + (1 (ть, ) — 1(ть))". По теореме 
Лагранжа 


1(ы, ) — 1(жь) = Г (к) (ты — ь) 


для некоторой точки &ь отрезка [ть, гк+1|. Поэтому длина ломаной равна 


У + Ле — вн), 
Е=0 


т.е. она равна интегральной сумме для непрерывной функции \/1+ }?(х). 
Остаётся заметить, что длина отрезка [ть, ть+1| не превосходит Ак Ак1, по- 
этому длина наибольшего отрезка, разбиения стремится к нулю, когда стре- 
мится к нулю наибольшая длина, звена ломаной. 


29.33. Длина окружности равна удвоенной длине полуокружности у = 


= УЕ? - 12. Ясно, что у’ = 


=, Поэтому длина полуокружности равна 


РАЗУ — 5? 
В—› В—= 
: Вах Е-в 
Пи У1-+ у”? ах = Ша = Ши Вагсзш = =л 
#720. —ИА-е — Ве = УЕ =—0 В! -в+е 


29.34. Длина рассматриваемой дуги параболы равна, 


х 1+х 
|. ИУ | п а " ь + 7 (го + 1+2) 


(см. задачу 29.7). 


29.35. Ясно, что у’ = зв ши \/1 + (у/)? = сп х. Поэтому длина рассматри- 
ваемой дуги равна Ра сх 4х = В х2 — з№х: (предполагается, что х1 < 12). 
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29.36. По формуле замены переменных 


[2] а 2 +1 у? ; #1 
] 1+ (2) &= | ги = | Ут”? + у? 
а ю я 0 


при записи последнего равенства мы воспользовались тем, что т’ > 0. 


29.37. Ответ: ба. Астроиду можно задать параметрически: х = азт3 Ь 
3) = ас033 +. Достаточно вычислить длину четверти астроиды, для которой 
х и у неотрицательны. Ясно, что д’ = Засозё т? фи у’ = —Зазт сов? $. 
Поэтому \/ т”? + у’? = Зазш +созЪ а значит, длина четверти астроиды равна 


п/2 3 п/2 3 
за | зш фсоз 4 = Аш? а 
0 2 0 


и 


Длина всей астроиды равна, ба. 
29.38. Ответ: 8а. Ясно, что 


М"? + у”? =а\/ (1 -— созЁ)2 + эт? = 2азш 5. 


Поэтому длина ветви циклоиды равна 


2п 


2п + + 
2а | зш —@4 = —4а со$ — = 8а. 
о 2 210 


29.39. Мы предполагаем известным из стереометрии, что площадь 6б0- 
ковой поверхности усечённого конуса равна произведению образующей на 
длину среднего сечения. Площадь боковой поверхности конуса, образованно- 
го вращением звена А, Ак+1, равна, 


п (Л (ть) + (ака) (еьчь — к)? + (Д(ьча) — 1(хь))". 
По формуле Лагранжа 
Я(жьча) — 1(жь) = Л ( (ть — хь) 


для некоторой точки &к отрезка, [хь, хк+1|. Поэтому сумма площадей боковых 
поверхностей конусов равна, 


п—1 


пу ` (1 (ль) + (ть) ИТ (ть — =). 


Е=0 


Нужно сравнить эту сумму с интегральной суммой 


У КЕТЬ Каьчь — а). 
к=0 


Это сравнение несложно получить, основываясь на равномерной непрерыв- 
ности функции { (5) и ограниченности функции \/1 + (}’(х))?. 
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29.40. Мы рассматриваем поверхность шара как фигуру, образованную 


при вращении кривой у = УВ? — 12. Ясно, что у’ = = и МТ+у? = 
—2 
в 
ит =—. Поэтому рассматриваемая площадь равна 
—х 


2х [| М Е? — 1-х = дв |" ах = 2п ВВ. 


т 


29.41. Из очевидного неравенства с0зх < 1 следует, что 


+ $ - 
у сотах < | 14х, т.е. зшф < ® Из полученного неравенства следует, 
2 2 
+. + 1 [й 
что Л эт тах < о 24 =. т.е. 1 — соз < Ро Затем из неравенства, 


р 3 
1- м < с0$ $ аналогично получаем # — в З шфит.д. 


3 : п 
29.42. Воспользуемся неравенствами $ — г < зшфи с03 < 1- — + — 


(задача 29.41). Из первого неравенства следует, что 


в (-=) к 
Г 6 2 17 216 


в в в в 
Поэтому достаточно доказать, что 1 1 . Это нера- 
уд д } «2 - 12 216 р 2 ь 24 р 
$ 1 
венство эквивалентно неравенству т: > 0, т.е. 12 <9. При 0 <Е<л/2 
это неравенство выполняется. 
1 1 п 4 
29.43. Рассмотрим функцию }(Ё) = —- —. Ясно, что (=) =1-——-. 
р функц (и 512: Р р 1 2 2 


Кроме того, 


р 2 2051 2 эт #3 
я =-—- = —_ (=^) — с08# |. 
ТВ в эт эт ( р 


Поэтому согласно задаче 29.42 }(Р) > 0, т.е. на рассматриваемом ин- 


тервале функция }(Ё) монотонно возрастает. Значит, }(#) < 1(5), т.е. 
1 1 4 


эт? РВ“ 22 
29.44. Согласно задаче 29.41 


ь аа 
ЗзшЁ < 3#-— Е 
РН 
2 +с08Ё > З- + —- —. 
о 2124 720 
в и [о 
Поэтому если — — — > ‚ т.е. Ё < 12, то требуемое неравенство вы- 


24 720 40 
полняется. С другой стороны, требуемое неравенство очевидным образом 


выполняется, если 24 > 3, т.е. > 3/2. 


354 Глава 29. Интеграл 


29.45. Если х > —1, то 


нЕ 1 
в <1 6х1? фа... фл”. 


2 3 
1-т+т +... ПЕ 


Действительно, 
(1+ 43+... - 2" Эа ЕТ-ЯОЗЬ 
(еее. ата 
Кроме того, 1 + > 0 при х > —1. Требуемые неравенства следуют из того, 


В 
что И и =ш(1+Ии 5 ‘ах = =. 


р 
29.46. Мы воспользуемся тем, что т 


т 
= агсёе$. Для т имеем 
х 
неравенства 


1422 — 


т? 1 2 4 6 4п 
Е. т +т +... '. 


Интегрируя эти неравенства, получаем требуемое. 


Трал фа +. 


29.47. а) Так каке > 1, то 1 < е* < е* при 0 < х < Е Поэтому 


| 145 < Й. е*ах < |. е‘4х, т.е. < е'—1 < е14. Из неравенства 1+ < е* < 1+ 
р р 

+ "2 аналогично получаем 1 ++ -_ <е её < 1+ Е+ е?-— ит.д. 

2 


е® а 


6) Е В, аналогично. При 0 2 подучаем 1> 2 ег. 
Поэтому [214 > |Ре?4з > | е‘ах, т.е. 21-е> ее. | Последнее 


неравенство переписывается в виде # < е! —1 < е44. Из неравенства 1 + 

Р р 
{т <е < 1+ е*2 аналогично получаем 1 ++ = 2 е' > 1+ и 
т.д. 


29.48. Предположим, что если а < х < Вто }(х) - (1(=))* > 1, те. 


/ 
==. > 1. Рассмотрим функцию Е(1) = агсёв(}(2)). Тогда Е'(т) = 
1+ (1(=)) 

1(2) ‚ 

= ^_^ > 1, поскольку (агсёе у)" = 

+ (1@))* р. 
= т, т.е. Р(5)-Е(а) > т. Но арктангенс принимает лишь значения, заключён- 
ные между —п/2 и п/2, поэтому Е(5) — Е(а) < т. Получено противоречие. 


т 
$ 


Значит, |. Е’(х) 4х >26-а= 


11 1 
29.49. Рассматриваемую сумму можно записать в виде У ` 
р ую сумму д &=0 пт (п)? 
При п -+ со эта сумма стремится к Г. К 
р у р 70 1442 4 
29.50. Рассматриваемую сумму можно — записать в виде 


2 
11 Е 
о С 1- (=) . При п -+ со эта сумма стремится к й М1 - 1? ах = _ 


29.51. Ответ: ш 2. Заметим, что рассматриваемая сумма равна 


ее [есть 
п 141/00 1+2% ‘Тот 1 1+2 
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Замечание. Другое доказательство можно найти в решении зада- 
чи 30.8 а). 


29.52. Ответ: л/2. Рассматриваемую сумму можно записать в виде 
11 | . Эта сумма стремится к Г а атсяш 216 = в 
оп у &/п) 0 дя и 


29.53. Запишем тождество 1-+а+42?+...+а” "= Т дляа=т-ЬВ 
—4 


— -а-+ 
результате получим тождество У №0 (1—#)* = ЕЕ Требуемое тожде- 
ство получается интегрированием этого тождества от 0 до 1. Действительно, 


1 к о 1 


‘1-(-0” - п п п-1[П\ п-т 
реа =] (1) (++) а= 
п\ 1 п) 1 п1( ПТ 
ЕСО р 


29.54. а) Запишем подынтегральную функцию в виде Р(х)(х + 1)”, где 
Р(х) = (х- 1)". Воспользовавшись формулой из задачи 29.13, получим 


— [м 1)" ах Ев (< 1)” (т + ыы п(х 1)" (т + те 


5 +1 ОО * 
2т-1 1 
3 Е ИЕ 
(п+1)(п-+2)... (2% +1) 
При х = -1 все члены обращаются в нуль, а при х = 1 обрашаются в нуль 
все члены, кроме последнего. Поэтому 
1 2%-1 по2т-1(11\2 
2 —1)"2 | 
Де? паз = сад Е: 
а (п+1(п-+2)... 2+1) (2 +1)! 
6) Заметим, что (=2—1)" =” — ев ое .. и проинтегри- 


руем это выражение почленно. Остаётся приравнять полученное выражение 
выражению из задачи а). 


29.55. У многочлена {(х) нет кратных корней, поэтому эквивалентное 
условие таково: |,? {(2) 4х = — [1.3 (2) аз =... =]. Из) аз =... Пусть 
}(=) = Е’(х) для некоторого многочлена Р. Тогда получим следующее усло- 
вие: Р(а2) — Е(а1) = Е(а2) — Е(аз) = Е(а4) — Е(аз) = Е(а4) — Е(а5) = ..., т.е. 
Е(ал) = Р(аз) = Р(аз) =... и Р(аз) = Е(а4) = Р(ав) = 
Покажем, что если (2) = Ть-1(2) — многочлен Чебышёва, то Е обладает 
требуемым свойством. Из равенства Т»+1(с08ф) = со$(п + 1)ф следует, что 
— шт ФГ, | 1(созф) = —(п + 1 ящ(п + Ш. Поэтому если Т,/1(с0зф) = 0, то 
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зт(п + 1рф = 0, а значит, Т»+1(с08ф) = с0з(п + Т)ф = +1. Ясно также, что 
при прохождении через корень Р(х) меняет знак. 


1 
и . Еслиа > —1, тоа-+1 > 0. Поэтому 


0 
1 
а-+{1 


29.56. Ясно, что р х‘ах = а 
ь а 


функция х°*! обращается в нуль при х = 0. Таким образом, И т‘ах = 
при —1<а< 0. 
29.57. Интегрируя по частям, получаем 


Е к ыы ЕЕ 
ет" +8 [= е “ах. 
0 о 0 


обращается в нуль как при х = 0, так и при х = ©. По- 
* получаем рекуррентное соотношение Л, = К.Ль_1. 


о 


Функция 5“е` 
этому для к = О. 2®е- 
А 9 „—х —а | © 
Остаётся заметить, что |’е ® = —е ю = 1. 


Глава 30. 


Ряды 


Пусть {аи} — некоторая последовательность, 6 = @1 + а2 +... + 
+ а„. Если последовательность {5„} имеет предел, то говорят, что 
ряд У`” а» сходится (в противном случае — растодится). Число 
Пипл —оо 6» называют при этом суммой ряда. 


30.1. Вычисление бесконечных сумм 


1 1 1 1 
30.1. Докажите, что 1.2 + 53 + 34 + 4.5 +... =1. 


30.2. Вычислите сумму ряда >. . 


г п... @+Ю для каждого 


натурального (. 


п—1 


30.3. Пусть || < 1. Вычислите сумму ряда >`^ пх 


30.4. Вычислите сумму ряда >, Ш пт. 
30.2. Вычисление бесконечных произведе- 
ний 


30.5. Пусть а1 = Тиа„ = п(аи_1 +1) при п > 2. Докажите, что 


со 1 
|: (1 + =.) = е. 
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30.3. Гармонический ряд 


1 З 
Ряд „ называют гармонически. Этот ряд расходящийся (за- 


дача, 30.6). Мы будем использовать обозначение 


1 1 1 1 
Ни =1+5 +; +4+-.--+х. 


30.6. Докажите, что для любого натурального п 


шп! < Н, <1+№Шп. 


1 1 1 
30.7. Докажите, что ряд 1 + 3 +=+ 7 +... расходится. 


5 
1 1 1 . 
30.8. а) Пусть ап р иг : т Вычислите предел Шиаи— со ап. 
6) Пусть в, =1 Е т: Докажите, что Ш +оо В, = 2. 
30.9. а) Докажите, что 
К. = ш2 
1.2 3.4 65.6 а Ия ° 
6) Докажите, что 
1 И 1 
та Ее: =1- 12. 
30.10. Докажите, что 
1 1 1 1 1 1 1 
аа 
И, : а ев Докажите 
Е 
что Ши оо @в = 512. 
30.12. Докажите, что 
а а ШО 
1.2.3 5.6.7 9.10.1 *''4 : 
30.13. Докажите, что 
Е Е ВЕ о 
1.2.3 3.4.5 5.6.7 *°— 2 
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30.14. Докажите, что 


30.15. Пусть р: =2, р2 =3,...— последовательные простые числа. 
а) Докажите, что 


1-1 1-1 1\ <“! 
а =. (1-52) >>: 


6) Докажите, что 1+5". == > пря. 
5 


30.16. Докажите, что существует предел 


а (1+5+... 1-0»). 
п-—>со 2 п 


Предел 7 = 0, 5772157... из задачи 30.16 называют постоянной Э4- 
лера. 


©о 1/п 
30.17. Докажите, что П ы Е е7, где у — постоянная Эйлера. 
П—=1 1 + п 


30.4. Ряд для логарифма 


30.18. Докажите, что если —1 < х< 1, то 


2 З 4 5 


(1+2) =2-5- 


+ 
©2| 8 
| 


30.19. Докажите, что если —1 < х< 1, то 


3 5 т. 
Е (2+8 +++...) 


30.20. а) Докажите, что для любого натурального п 


о 
И Эт +1" 3+1 ' 51+1}5 '``°]` 
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6) Докажите, что 


2 1 1 1 


30.21. а) Докажите, что 


1 1 1 
па и 
ы Пи ь > ы Е 
тие” а 
6) Докажите, что последовательность ам = ——г имеет (конечный) 
п" +2 


предел а. 
НЕС 
в) Докажите, что п! = ап"*5е "+Т2п для некоторого 9 между 0 и 


1. 
30.22. Докажите, что число а из задачи 30.21 равно У2л, т.е. 


ъ ъ 
2тп (=) < т < у2тп (=) е!/12т 


(формула Стирлинга). 


30.5. Ряды для числа п 
Е и 
30.23. Пусть аи =1 тн +... +( 1) И 


а) Докажите, что Шило @и = п /4. 


п 1 


А = — > 
6) Докажите, что 5+1 “4 Ч < ду ут. 


30.24. Докажите, что 


30.25. а) Докажите, что 
2 
(а +а2+... +)? < 5 (@ + 22 +...+п2а2). 
6) Докажите, что 
(и а +... Нав)“ < л?(@ +4 +... +а2) (а +2?4+...+т?а2) 


(неравенство Карлсона). 
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30.6. Экспонента в комплексной области 


Для любого комплексного числа 2 можно определить е* как сумму 


3 
& 
а 


30.26. Докажите, что этот ряд сходится для любого 2. 


ряда 1+2+ 57+ 


30.27. Докажите, что е?е" = е?+"® для любых комплексных & и 1. 


30.28. Докажите, что если 1 — вешественное число, то е® = созд + 
+ азшх (Эйлер). 


30.29. Докажите, что е”й = —1 и е2”® = 1. 


Замечание. В вещественной области функция ](х) = е? при разных 
х принимает разные значения. В комплексной области это свойство 
уже не выполняется. Например, }(0) = 1 = }(2*%. 


30.7. Доказательства неравенств 


30.30. Докажите, что при 0 < т < т/4 выполняется неравенство 
(2) < (0082) °08 8 


30.8. Сходящиеся и расходящиеся ряды 


30.31. а) Пусть ал, а2, аз, ...— возрастающая последовательность 
натуральных чисел, в десятичной записи которых не встречается ци- 
фра 1. Докажите, что ряд У\7°_| 1/а» сходится. 

6) Пусть а1, а2, аз, ...— возрастающая последовательность нату- 
ральных чисел, в десятичной записи которых не встречается подряд 
сто единиц. Докажите, что ряд У 1/а» сходится. 


30.32. а) Пусть ал, а2, аз, ...— возрастающая последовательность 
натуральных чисел, причём ряд >”, 1/а» расходится. Докажите, что 
число 0, а1а2аз... иррационально. 

6) Докажите, что число 0, 12357111317... (подряд записываются по- 
следовательные простые числа) иррационально. 
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30.9. Сходимость бесконечных произве- 
дений 


Пусть а1,а2,... — действительные числа, отличные от —1. Беско- 
нечное произведение |],° (1 + ак) называют стодящимся, если суше- 
ствует (конечный) предел Шип [#_1(1 + а%), причём этот предел 
отличен от нуля. 

30.33. Докажите, что если ар > 0, то бесконечное произведение 
ПО + ак) сходится тогда и только тогда, когда сходится бесконечный 
ряд У ‘ак. 

30.34. Докажите, что если 0 < 64 < 1, то бесконечное произведение 
ПО - 8+.) сходится тогда и только тогда, когда сходится бесконечный 
ряд У 6%. 

Бесконечное произведение [|(1 + ак) называют абсолютно стодя- 
щимся, если бесконечное произведение []|(1 + |ак|) сходится. Зада- 
ча 30.33 показывает, что произведение | |(1 + ак) абсолютно сходится 
тогда и только тогда, когда сходится ряд > ` (ак |. 


30.35. Докажите, что абсолютно сходящееся бесконечное произве- 
дение сходится. 


Решения 
° 1 1 1 
30.1. Воспользуйтесь тем, что к =-- : 
пп +1) п п+! 
30.2. Ответ: т Легко проверить, что 


А нок! 
пп-+|...п-+Ю) — К \пп-и...+Е-Ю (п+10@+2...@+Ю/` 
Поэтому 


и И 1 
м и «(в - А) (тии ив)- 


1 
30.3. Ответ: ——. Согласно задаче 9.6 
(1 2)? 
т -1 
(т + 1)2т 2 — (т-+2)дт т +1 
>. п” = 
(1—2)? 


Ясно также, что НИ х” = 0. 
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п-т т 
30.4. Ответ: 0 при х = 2Али + [> 
Г 

При замене х на х + 2Ёл рассматриваемая сумма и предполагаемый ответ 

не изменяются. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда 0 < х < 2м. 


Напомним, что 


п в остальных случаях. 


(21 + 1)х 
ВИА 
1 
с08 х + с05 2х + соз3Зх +... + созвпх = 2 а 
эш — 2 
2 
(задача 11.28). Поэтому функция 
жт-1 
р 1. 1. со 2 х т 
№(1) = зах + зщ +... + - маи ++ 
2 й (2% + 1) я р. 2 
дифференцируема на интервале (0,2л) и 
т 2% +1 
; со 5 со 2 х 
1. (т) = 0. 


(4пт + 2) эт? 5 


Применим теорему Лагранжа к функции /»(у) на отрезке между т ит. В 
результате получим },(5) — 1 (=) = Ле — п). При п — со это равенство 


принимает вид >. | т т пт +5 т 5 = 0. 

30.5. Из равенства ата = о + 1) (а, + 1) следует, что а, +1 = Е 
Поэтому Ри = ПЕ (1 + =) = ее т = то, Значит, Ри1 = 
:а рат АЕ ых Ри и Поэтому Рх = (Ру — Ри_1) + 
= а 

30.6. Согласно задаче 28.48 6) и < Ш(Е+1) — ША < ; для любого 
натурального №. Складывая такие неравенства для К =1,2,..., п, получаем 


Ни -1<Ш(п-+1 < Н,. 


1 1 
1 > 2, показывает, что если бы сходился ряд - зв 


4 
т Не ., то сходился бы и ряд — 5 (1+5 += +3 +. в) Но согласно задаче о 
этот ряд расходится. 


30.7. Неравенство 


30.8. а) Согласно задаче 28.48 6) Ш г Е Ш т. Сло- 
жим такие неравенства для К = п, п +1, ..., 2. В результате получим 


2 1 2 
Ш В <а < Ш о 
ЕЕ 


т Значит, Шило ап = Ш2. 
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Замечание. Другое доказательство можно найти в решении задачи 29.51. 


6) Согласно задаче 13.4 6, = ам. 

вв 
пп+1 ^ п ПЕ 
чи 30.8 6) равна сумме рассматриваемого ряда. 

6) Непосредственно следует из задачи 30.1 и задачи а). 


30.9. а) Заметим, что . Поэтому сумма ряда из зада- 


30.10. Достаточно доказать, что сумма первых Зп членов стремится к 


т 
5 12. Эта сумма равна 


1 1. 1 1 1 1 
35 2-1 2 4 6 4 


1 В 
= Нж—1 5Н» 5Н2" = 5(Нж-1 — Нж) + = 5(Нь»- 1 Нь). 


Согласно задаче 30.8 Нэ„_! — Н» —+ Ш2 при п - со. Ясно также, что 
Ни—1 — Нж —> 0. 


30.11. Легко проверить, что 


1 
ап = Нат—1 Нэ2 5(Нэи—1 Н»). 


Согласно задаче 30.8 Наи—1 -— Нж — ши Нэж-1- Н, — №ш2. 


30.12. Легко проверить, что члены ряда имеют вид 


1 ( 1 1 1 ) —12 
ЕЕ ТРЕ ИНН 
1 1 1 
Поэтому сумма первых п членов ряда равна + + +... -+ 


21 +1 21 2 21 +3 


+ ЕЕ Остаётся воспользоваться результатом задачи 30.11. 
30.13. Заметим, что 
И 1 И 1 т 
ЕТ а) п’ 
1. 1 1 1/1 у. 1 
Далее, сумма членов 5 (1+5) к. 5 (===) к р 


: ( 1 + т ) 1 а 
— — — н 
2 \жт-—1 2% +1 2% р 


1 
-5+Нь,_ а + Н» Н». 


Остаётся заметить, что Н_1 — Н» — Ш2 (задача 30.8). 


30.14. Положим /{ (1) = Ук, ы _ — ее). Ясно, что }(1) = Н, 


Поэтому достаточно доказать, что }’(5) = 0 для всех т. Ясно, что [(х) = 


и У () (#—1)" 1. Пусть 9(2) = №, (,) — 1)*-*. Тогда 


( 
) (2—1) 
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в 
(1 — 1)9(#) +1 = (#-1+10)", поэтому 9(5) = — ТИ Ур.” 1, что и 
требовалось. 
а ее 
30.15. а) Ясно, что |1-- =1+-+5+—+.... Поэтому рассма- 
р р р р 


триваемое произведения является суммой чисел -—, где п делится по крайней 
ул 


1 
мере на одно из чисел 2, 3,..., рт (или п = 1). Все числа —, где 1 <п < рт, 
в эту сумму входят. . 


1 1 
6) Согласно задаче 28.48 6) Ш (1 + =) < —. Поэтому 
ул у 
—: 
ль 1 Ре 
ной в (1+ =) < ое < ри (1-5) = не = 
= вн = Е 
1 1 
= Пе, (1 + = .). Ясно также, что УТ", Ш (1 + =) = 
2" (шп + 1 - шп) = Ш + 1. Поэтому ши + 
1 1 1 1 т 
+01<5"” - < о, Далее, = 
<= —1 1 рр 1 д к-т р (%-ПРь 
1 1 
Поэтому У, Е у 65 + Е ЕЕ ЗН .. Остаётся заметить, 
Е -1 — 
1 г 
что > + —-+ Е +... = ы, согласно задаче 30.1. 
30.16. Рассмотрим последовательность 
1 1 Е 1 
шт = | (=- =) 
т т о ‘т т? 
Ясно, что если 0 << 1, то 
0< 1 1 ее 1 = Ч. | 
т т+Е тт-+9 `т? 
поэтому 0 < чт < 1/т?. Следовательно, ряд Же п сходИТСЯ. Но 
> 1 1 
р = ++... -Ши+0=1+5 +. „т -Шшичы ( - ). 
= 2 п +1 
Остаётся заметить, что шило Ш ( г ) =0 
+1 
30.17. Произведение первых п членов равно 
1+1 4 
ет т е1+3+3 ++ -ш”п. 
+1 п-+1 
Остаётся заметить, что Пти оо Е = 1. 
+1 


| РИ 1 з 
Пти оо (1 + 5 + г +... --№Ш п) = уи е* — непрерывная функция. 
п 
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30.18. Согласно задаче 29.45 достаточно доказать, что если |х| < 1, то 
: т° ||” 1 
[11— оо — = 0. Но это очевидно, поскольку —— < -. 
ул ул 


ул 
30.19. Вычитая почленно из ряда 
2? 23 24 25 
х Е: а. .. = Ш(1+5) 
о 2 3 А 5 
Ия кя Ия Кя 
получаем требуемое. 
1 
30.20. а) Рассмотрим ряд из задачи 30.19 для х = . Поскольку 


21 +1 
1-х т-1 
Е, получаем требуемое. 


6) Непосредственно следует из а) при п = 1, поскольку ш 1 = 0. 


30.21. а) Формулу из задачи 30.20 а) можно переписать в виде 


(+) (1+) =14 от + т. 


Остаётся заметить, что сумма этого ряда меньше 


Ее о Ее 
3 \(2п+1)2 (20414 7] 7 12(п + 1)` 


6) ив) Неравенство из задачи а) можно переписать в виде 


1 
т а+= 1 в 
е< (1+-} *<е "теж. (1) 
п 
А так как 
172 
чт 1+- 
а _ тиеп (Та _ ( +=) 
ата п" (п+1!е+1 ^ е ' 


то из неравенств (1) получаем 


ап ПЕНА: РЕН 
1<— < е 12% (п 1) з 
@п-1 


1 те = 
Таким образом, аие 1% < а,1е 21) иа, > ап1. Поэтому последо- 
вательность {а»е 12 } возрастает, а последовательность {а»„ } убывает. При 
еее 
этом @ше 12п < ав, поэтому обе последовательности имеют предел. Посколь- 


аа 
куе 12п — 0, эти пределы равны одному и тому же числу а. Ясно, что 
А ЕЛЬ 
@апе 1т «а < ам, т.е. а = апе 12п для некоторого 9 между 0 и 1. Таким 
т!е" 9 
в. 


образом, а = 12 


т 
п" З 
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30.22. Формулу Валлиса (задача 29.23) можно переписать следующим 


| м 1 (п)! 
образом: Ут = Шило Ув Пи" Далее, 
(2)! _ 2.4...  _ (2:4....:2т)? _ (в)227т 
(2п- ПН” 1.3.....(®-1 о (2п)! бо 


1 1 
1 _ а — 

Выразим п! и (2%)! как а.п”"2е-” и а. (2%)?"1"2е-?" и подставим эти вы- 

ражения в формулу Валлиса: 

т а2 п? 1 е— 222% 


п— со \/п 2п+1 —2т02т+ 3 п—со аж у2’ 
9% е 


В результате получим а = у2л. 
30.23. Ясно, что шии-›со(@2к—1 — а2к) = 0, поэтому достаточно решить 
Е 


задачу 6). Из тождества ее = 1-Р+И-Ю+...-#* 2 следует, что 


1 1 АЕ 1 АК 
п 1 1-—$ $ 
тает = || тев@= / и+ | 1.2% = 


1+2 
1 
= РЕ. Рав, = 
0 


1 1 1 1 
а ыы 
1 Е 1 Ч Е и 
где Кь = 1 112% Но 5% < т.е < ЕЁ’ при 0 < Е < 1, поэтому 
1 
< <. 
2(4к +1) В < 


1 у 
30.24. Согласно задаче 11.1 сё?а < — < —_ для 0 <а < 1/2. 
а 817 а 


п 2п пт 
21-41’ жт+1'°°? ЖЕ 
пользовавшись после этого результатом задачи 23.7, получим 


Е а, О 


Просуммируем такие неравенства для а« = Вос- 


3 3 | 
т.е 
ОО не, итп +1) 
3(2% + 1)2 22 т? 3(2% + 1)? 
те ь 21 —1 а 2 1 1. 
Остаётся заметить, что Шииьоо ый = Шило РН] =-. 
(2т + 1)? (21 +1)? 2 


30.25. а) Согласно неравенству Коши (задача 1.9) 
1 1\2 
(а +аз+... ав) = («+255 +...+та„ >) < 


1 1 
< (1+5 +...+55) (@1 +2248 +... +п2ая). 
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1 1 п? 
Кроме того, 1 + Е г (задача, 30.24). 
п 
6) Пусть х — произвольное положительное число. Снова восполь- 
зуемся неравенством Коши, но только теперь представим ак в виде 


К? 1 
+ ак: ПЕ В результате получим 
Г 


(а наз. < (+ яч. <) х 
1 2 ыы @пв & пе 22 д? р РЕ 


1. 
х (рай +а +... +01) + (ал + 2’аз +... +т’ат Й 
+...+—^ < 1. Выберем теперь 
1+22 22442 ‘12442 `2' р ь 
2.2 2 2+ 92.2 202 5 
х так, что 5(а1 +а5+... На») = -—(а1 + 2“а> +... + п”ав) и возведём обе 
части полученного неравенства в квадрат. 


Согласно задаче 11.35 -Ь 


р р 
РА 7. 
30.26. Пусть 8. = Уж тит < п. Ясно, что |8» — 8т| < Ут ит. 
22 23 
Ряд1-+{х+ т + а +..., где х = |2|, сходится. Поэтому, воспользовавшись 


критерием Коши, получаем, что исходный ряд тоже сходится. 


® 
30.27. Пусть (2) = ко — Равенство 


Е 


1 1 т 
в 


Е-Ы=т Е-Ы=т 
показывает, что выражение для }»(2)»(ш) содержит все слагаемые из вы- 
ражения для }»(2 + 4) и ещё некоторые слагаемые из выражения для 


(е* — 1» (=)) (е® — № ()). Поэтому 

(=) Риш) — Рац) < (© |2) (ем — (и). 
Выражение в правой части стремится к нулю при п -> со, поэтому е*е® = 
= Широ (2) № (1) = Шиь-ьоо 1» (2 + ш) = е^ 1%. 


30.28. По определению 


1 22 023 2 025 26 а .. 
Е а 
< (1 52 2“ 26 } 23 245 2 В 
а Е аа 


= с03х + 13ш Хх. 


30.29. Непосредственно следует из задачи 30.28. 


30.30. Нетривиальность доказательства этого неравенства связана, с тем, 
что функция }(#) = Ё не монотонна на интервале (0, 1); она имеет минимум 
в точке фо = 1/е = 0, 367879. 
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: 1 
Положим и = зш? д иш = с03? х. Тогда и + =1и0<и< << 1. 


1 1 
Требуется доказать, что (\/и)\* < (\/0)\°, те. 5Учши < 5Уо Шо (лога- 
рифмы здесь отрицательны). Воспользуемся разложением логарифма в ряд 
и тем, что и + о = 1. В результате получим 
2 


92 93 
ши = Ш (1-5) = (>+ 5 + 5 +...) 


Таким образом, переходим к неравенству 
2 3 2 3 
Ув (+++...) Ув (ич ++...) 
НЫ: РЫИЕ 
После сокращения на \/о получаем неравенство 
® 12 КТ и2 
уе (1+1+5 +...) >= (1+1+5+...). 
т 9-8 
Это неравенство очевидно, поскольку % > и > 0. 


Замечание. Более общее неравенство доказано в задаче 28.56. 


30.31. а) Если ак < 10* — 1, то < %*-1, поскольку на данных № ме- 
стах могут стоять любые из девяти цифр, причём все цифры не могут быть 
одновременно нулями. Значит, если п 2 9*, то ат > 10* —-1Тиа > 10". 

1 _ 91—98 


&+1 
Поэтом В < 
у Утка ак“ 10* 


9 Е 
=8 (5) . Итак, рассматриваемая сумма 


9 Е 
не превосходит 8 о (5) < о. 
6) Получить нужные оценки можно такими же рассуждениями, как при 
решении задачи 21.29. 


30.32. а) Те же самые рассуждения, что и при решении задачи 30.31 6), 
показывают, что любая последовательность цифр встречается в одном из 
чисел а„ (доказательство нужно слегка изменить для последовательности из 
одних нулей, но мы можем обойтись и без этой последовательности). Из этого 
легко выводится, что рассматриваемая десятичная дробь непериодична. 

6) Согласно задаче 30.15 ряд >17”, 1/р», где р1, р2, ...— последователь- 
ные простые числа, расходится. 

ее т 
30.33. Последовательность р» = []+_,(1+ а») неубывающая, поэтому она 


сходится либо к конечному положительному числу, либо к +со. Несложно 
доказать, что 


и +... На» < (1+ал1)... 1+ а») < ет. (1) 


Первое неравенство доказывается раскрытием скобок, а второе неравенство 
следует из того, что 1 +а < е* при а > 0. Неравенство (1) показывает, что 
ПО + а») = +со тогда и только тогда, когда У`ак = +0. 
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С. т 

30.34. Последовательность р» = []+_1(1-— 6) невозрастающая, поэтому 

она сходится либо к положительному числу, любо к нулю. Легко проверить, 
что если 0 < <1, то1-6<е*. Поэтому 


(1-61)... (1-6) < ей --—%. 


Это означает, что если ряд »\6ь расходится, то ии оо рп = 0. 
Предположим теперь, что ряд »`6, сходится. Тогда существует такое 
натуральное число №, что У \ бк < 1/2. Если а, а2 > 0, то 


(1 —@1:) (1 — а2) 21-—о1 - а2. 
Пользуясь этим неравенством, индукцией по т легко показать, то если 
о1,....@т 2 0, то 
(1-а!)... (1 - ат) 21-@-... — ат. 
'Таким образом, если п > М, то 
1 
о ева ЗЫ бы 
Рм-1 2 


Эти неравенства показывают, что последовательность р» невозрастающая и 
рп = рм-1/2 > 0. Поэтому предел Ши». со р» существует и не равен нулю. 


30.35. Пусть р» = Пе. (1 + ав) и Р, = Пь_1 (1+ |@*|). Тогда 


т т 
[р — 1 = [ал | П [1 Чак| < [а Па + [а%|) — Рь в и: 
Е=1 Е=1 
По условию существует предел Ши» Р», поэтому ряд >`(Р, — Р‚_1) схо- 
дится. Но в таком случае должен сходиться и ряд >`(рь — ри-1), поэто- 
му существует предел Ши„_.х р». Нужно лишь проверить, что этот пре- 


ак 
дел отличен от нуля. Рассмотрим для этого ряд › | Он сходится, 
ак 
поскольку сходится ряд >У`|ак| и последовательность 1 + ак имеет предел, 
ы ак 
равный 1. Следовательно, бесконечное произведение П (1 ее ) схо- 
ак 


дится абсолютно, поэтому, как только что было доказано, последователь- 


т 
а ь в 
ность дп = П (1 ее: = ) имеет конечный предел. Но 4» = р»", поэтому 
р 
&=1 
Шт —со Ри 5 0. 


Глава 31. 


Элементы теории чисел 


31.1. Малая теорема Ферма 


31.1. Докажите, что если р — простое число и а не делится на р, то 
а" Е1 (тоа р) (малая теорема Ферма). 


31.2. Пусть р = 4 +3 — простое число. Докажите, что если а? + 2 
делится на р, то оба числа а и 6 делятся на р. 


31.3. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел 
вида 4к - 1. 


31.4. а) Пусть р — простое число. Докажите, что если 4 — простой 
делитель числа 2? — 1, то а — 1 делится на, р. 

6) Приведите пример простого числа р, для которого число 2Р — 1 
не простое. 


31.2. Псевдопростые числа 


Согласно малой теореме Ферма для любого простого р число 2Р —2 
делится на р. Натуральное число п > 1 называют псевдопростььм, если 
2" — 2 делится на п. 


31.5. Докажите, что число 341 = 11. 31 является псевдопростым. 


31.6. Докажите, что если п — псевдопростое число, то число 2" —1 
тоже псевдопростое. 
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Замечание. Существуют и чётные псевдопростые числа. Например, 
число 161038 псевдопростое. 


31.3. Функция Эйлера 


Функция Эйлера ф(п) равна количеству тех из чисел 1,2,..., п- 1, 
которые взаимно просты с п. Например, если р — простое число, то 
Ф(р) =р-1. 

31.7. а) Докажите, что если р — простое число, то ф(р”) = р"—р”- 1. 

6) Докажите, что если числа т и п взаимно простые, то ф(тт) = 
= ф(т)ф(п). 

31.8. Докажите, что если число а взаимно просто с п, то а?®) =1 
(шо п) (теорема Эйлера). 

31.9. Числа а и п взаимно простые. Докажите, что для некоторого 
натурального числа т число а” — 1 делится на п. 

31.10. Докажите, что п = У`\ф(а), где суммирование ведётся по 
всем числам 4, делящим п. 

31.11. а) Найдите остаток от деления 171217 на 52. 

6) Найдите остаток от деления 1261029 на 138. 


31.12. Пусть а и т — взаимно простые числа, К — наименьшее 
натуральное число, для которого а^ =1 (то4 т). Докажите, что ф(т) 
делится на К. 

31.13. Пусть а 2 2 и п — натуральные числа. Докажите, что 
ф(а” — 1) делится на п. 

Пусть п = р1'р>?...рь’ — разложение натурального числа п на 


простые множители. Назовём обобщённой функцией Эйлера функцию 
Г(п), которая равна 1 при п =1и НОК(р* '(рь —1),... 9 Крь- 1)) 
при п > 1. 


31.14. Докажите, что если числа х и п взаимно простые, то 2^(") = 1 
(шо4 п). 


31.4. Теорема Вильсона 


31.15. а) Докажите, что (р — 1)! 1 делится на р тогда и только 
тогда, когда число р простое (теорема Вильсона). 


Глава 31. Элементы теории чисел 373 


6) Докажите, что 


(2-1) = 


О (шо4р), если р составное; 
1 (тоар), если р простое. 


31.16. Пусть а(п) и (п) — остатки от деления чисел ((п — 1)* и 


(п — 1)! + 1)? на п. Докажите, что }(п) = па(п) + 28(п) — простое 
число, причём любое простое число можно представить в таком виде. 


31.5. Задачи о сравнениях 


31.17. Докажите, что если а = 6 (то4 п1), ..., а =6 (то4 п»), то 
а = (то п), где п = НОК(пи,..., тт). 

31.18. Пусть р — простое число, п и а — натуральные числа, не 
делящиеся на р. Докажите, что если сравнение 5” = а (шоа р) име- 
ет решение, то сравнение 1” = а (шо4 р") имеет решение для любого 
натурального г. 


31.19. Докажите, что если а = 6 (то4 р"), где р — простое число, 
то ар =? (шоа р"\'). 

31.20. Пустьа 22 ип — натуральные числа. Докажите, что а^ = 1 
(по а” — 1) тогда и только тогда, когда Ё делится на п. 


жж * * 


31.21. Пусть р — простое число, ](х1,..., 2.) — многочлен с целы- 
ми коэффициентами, степень которого по каждой переменной мень- 
ше р. Докажите, что если для всех целых 11, ..., Хи выполняется 
сравнение }(71,...,5.) = 0 (то4 р), то все коэффициенты многочле- 
на }(71,...,5и) делятся на р. 


31.22. Пусть р — простое число, ](51,..., 7.) — многочлен с целы- 
ми коэффициентами, для которого }(11,...,2.) = 0 (по4 р) для всех 
целых 11, ..., Хи. Заменим в каждом мономе этого многочлена х"”, где 
т > р, на 1', где г — остаток от деления т на р. Докажите, что в 
результате получится тождественное сравнение 0 = 0 (шо4 р). 


31.23. Пусть /(51,..., 2п) — многочлен с целыми коэффициентами 
и со свободным членом, равным нулю. Докажите, что если степень это- 
го многочлена меньше п, то сравнение }(51,...,2.) = 0 (то4 р), где р 
— простое число, имеет решение, отличное от (0,0,...,0). (Шевалле) 
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31.24. Пусть а, 8, с — целые числа. Докажите, что сравнение ат? + 
+ 9/2 + с:? = 0 (то4 р) имеет решение (х,у,2) 2 (0,0,0) для любого 
простого числа р. 


31.6. Функция ок(п). Делители 


Пусть 41, 42, ...— различные делители числа п, включая 1 и п. 
Функция ок (п) определяется как сумма 4 +4 +.... В частности, оо(п) 
— количество делителей числа п, 01(п) — сумма делителей числа п. 
Обычно используется обозначение о(п) = о! (п). 

31.25. а) Докажите, что если р — простое число, то ок(р°) = 1+ 
т И Е 

6) Докажите, что если числа т и п взаимно простые, то ок (тп) = 
= ок (ток (п). 

Число п называют совершенным, если 0(п) = 2п, т.е. сумма всех 
делителей числа п, отличных от п, равна самому числу п. 

31.26. а) Докажите, что если число 2Р — 1 простое, то число 
22Р-1(2Р — 1) совершенное (Евклид). 

6) Докажите, что если и — чётное совершенное число, то существу- 
ет простое число вида 2Р — 1, для которого п = 2Р-1(2Р — 1) (Эйлер). 

31.27. Докажите, что если п — нечётное число, у которого есть 
ровно два разных простых делителя, то о(п) < 2п. 

31.28. Докажите, что натуральное число п можно выбрать так, что 
отношение о(п)/п будет сколь угодно велико. 

31.29. а) Приведите пример чисел т = п, для которых ф(п) = Ф(т). 

6) Докажите, что если т = п, то пф(п) = тф(т. 

в) Приведите пример чисел т 7 п, для которых по(п) = та(т). 


31.30. Докажите, что 
2% п р. 
у 
Хоф -> [| = 
и=1 &=1 
Функция Мёбиуса определяется следующим образом: 


1 при п = 1; 
и(п) = { (-1)* прип=ри...рь; 
0 при п = рт. 
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31.31. Докажите, что если Р(п) = У`\ } (4), то 


ап 
(п) = У иаЕ(т/а) = У`ии/а)Е(а), 
ат ат 


где сумма берётся по всем делителям 4 числа п (Мёбиус). 
31.32. Докажите, что если Р(п) = [| (а), то 


ат 
(о) = Пеама»® = вади. 
ат ап 


31.7. Квадратичные вычеты 


31.33. Пусть р — простое число, }(2) = 17 +а11" 1+... + а» — 
многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что существует не 
более п различных целых чисел 1;, для которых 0 < 4; <р-Ти ](1:) 
делится на р (Лагранж). 

Целое число а квадратичным квадратичным вычетом по модулю р, 
если а = $? (то4 р) для некоторого целого числа 6. В противном случае 
число а называют квадрапичны невычетом. 


31.34. Пусть р > 2 — простое число. Докажите, что среди чисел 1, 
2,..., р- 1 ровно половина квадратичных вычетов и ровно половина 
квадратичных невычетов по модулю р. 


31.35. Пусть 1 <а<р- 1, гдер > 2 — простое число. Докажи- 
те, что число а является квадратичным вычетом по модулю р тогда и 
только тогда, когда а 1)/? =1 (под р) (Эйлер). 


31.36. Пусть р > 2 — простое число. Докажите, что число —1 явля- 
ется квадратичным вычетом по модулю р тогда и только тогда, когда 
р=1 (то4 4). 


31.37. Пусть г — это 2 или нечётное число, р1,..., р, — различные 

простые числа вида 4 - 1. Предположим, что >. = —1 для всех 
3 

1 2 1. Докажите, что уравнение 1? — 4у? = —1, где а = ри...р», имеет 


решение в целых числах. 
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31.8. Квадратичный закон взаимности 


а 
Для простого числа р символ Лежандра (=) определяется следу- 
ющим образом: 


0, если а делится на р; 
(=) =$1 если а — квадратичный вычет; 
—1, если а — квадратичный невычет. 
Символ Лежандра мы иногда будем обозначать (а/р). 


Согласно задаче 31.35, если р — нечётное простое число, то 
(а/р) = аР-®/? (шоа р). Следовательно, (а6/р) = (а/р)(Ь/р) и 


—1\ _ 1 при р = 4+ 1; 
я = при р = 4К -+ 3. 

Квадратичный закон взаимности заключается в следующем. Пусть 
риа -— различные нечётные простые числа. Тогда 


(2) (бк. 


в 2 
Кроме того, если р — нечётное простое число, то (2) = (—1) 2-51. 


Впервые квадратичный закон взаимности был доказан Гауссом. 
Сейчас известно много разных доказательств квадратичного закона 
взаимности. Как правило, они используют какие-то интерпретации 
символа Лежандра. Мы приведём две такие интерпретации, принад- 
лежащие Гауссу (задача 31.38) и Золотарёву (задача 31.39). 


31.38. Пусть р — нечётное простое число, а 4 — натуральное число, 
р-1 
2 


не делящееся на р. Для каждого натурального числа, [ от 1 до за- 


=: 
пишем [9 = +7 (то4 р), где 1 < я < =— 


. Пусть д — количество всех 
встречающихся здесь минусов. Докажите, что (1) = (—1)" (Гаусс). 


31.39. Пусть р — нечётное простое число, а — число, взаимно про- 
стое с р, и пар :& => а (шо4 р) — перестановка остатков от деления 
на р. Докажите, что тогда зрплар = (а/р), где зеп = 1 для чётной 
перестановки и 351 = —1 для нечётной перестановки. (Золотарёв) 

31.40. Докажите квадратичный закон взаимности с помощью лем- 
мы Гаусса (задача 31.38) и тождества из задачи 5.28. 
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31.41. а) Докажите квадратичный закон взаимности с помощью зал 
дачи 31.39. 
6) Пусть т — нечётное простое число. Докажите, что 


(=) = (107 -5^. 


т 


31.42. Докажите квадратичный закон взаимности с помошью лем- 
мы Гаусса и тождества из задачи 11.31 (Эйзениитейн). 


жж * * 


31.43. Пусть р — простое число. Докажите, что (#) = 1 для р = 


= 12 1и (#) =-1 для р = 12 +5. 
31.44. Пусть р — простое число. Докажите, что (=) = 1 для 


р=бА-+1и (=) = —1 для р = 6К - 1. 


31.45. Докажите, что сушествует бесконечно много простых чисел 
вида 6 - 1. 


31.46. а) Пусть р = 2—1 — простое число, причём р > 3. Докажите, 


что (#) =-—1. 
Р 


6) Пусть р = 2" + 1 — простое число, причём р > 3. Докажите, что 
у 


е- 


31.47. Докажите, что 3" — 1 не делится на 2" — 1 при п > 1. 


31.9. Гауссовы суммы 


Пусть р — нечётное простое число, = = е?"ИР. Для каждого целого 


1 (Е 
числа а можно рассмотреть гауссову сумму 9 = У\ 1 р Е, где 
Е 
— | — символ Лежандра. Ясно, что да зависит только от остатка от 
Р 


деление а на р (и от самого числа р). 
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31.48. Докажите, что 90 = 0. 


31.49. Докажите, что 9? = (=) р. 


31.50. Докажите, что 


2 саит = 

5 В. 

. 2т . 4т . бл У7 
о а. 


31.51. Докажите, что УР? (1+5) =, 

31.52. Для каждого натурального п < р- 2 пара (п, п + 1) имеет 
один из четырёх видов: (В, В), (№, №), (№, В), (В, №), где В означает 
вычет, а М — невычет. Пусть КА, ММ, МЕ, КЕМ — количества, всех 
пар соответствующего вида. 

а) Докажите, что ВВ + ММ — ВМ - МЕ=1. 

6) Пусть = = (-1)®-0/. Докажите, что 


ВЕ+ЕМ=5ф-2-5), ВЕ+УН=5ф-П-Ь 
МЕ+ММ = 5ф-2+2), ВМ+ММ=5Ф-1. 
в) Докажите, что 
ве, ЕЕ _Р_Е — ве 
ВЕ=Ё +", МЕРЕ ММЕМЕ=Е Не. 


31.10. Суммы двух квадратов 


Здесь мы доказываем, что любое простое число р = 4К + 1 мож- 
но представить в виде суммы квадратов двух целых чисел. Различные 
подходы приведены в задачах 31.53-31.55. Другие доказательства этого 
утверждения можно найти в решении задачи 36.19 а) и на с. 507. 

Представление простого числа р = 4К + 1 в виде суммы двух ква- 
дратов единственно (задача 31.56). 

Напомним, что простое число р = 4Ё - 3 нельзя представить в виде 
суммы двух квадратов (задача 4.45 а). Кроме того, произведение двух 
чисел, представимых в виде суммы двух квадратов, само представимо 
в виде суммы двух квадратов (задача 5.11). 
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31.53. Пусть р = 4К + 1 — простое число. 

а) Докажите, что существует целое число 1, для которого 12 +1 
делится на р. 

6) Докажите, что можно выбрать целые числа 0 < 11,12 < „ри 
0 < 3, 52 < \/р так, что числа 115 + 81 и Тох + 82 будут давать одина- 
ковые остатки при делении на р. 

в) Докажите, что р = (71 — 72)? + (81 — 82). 

31.54. Докажите, что любое простое число р = 4 + 1 можно пред- 
ставить в виде суммы квадратов двух пелых чисел, воспользовавшись 
задачей 17.12. 


31.55. Пусть р = 4 + 1 — простое число. 

а) Докажите, что уравнение 1? + у? = тр имеет решение в нату- 
ральных числах 1, у, т. 

6) Докажите, что если т > 1, то можно построить решение с мень- 
шим т. 


31.56. Докажите, что представление простого числа р = 4+1 в 
виде суммы двух квадратов целых чисел единственно. (Мы не различа- 
ем представления р = 1? + 92, отличающиеся только перестановкой 1 и 
3) или заменами знака хи у.) 


31.11. Суммы четырёх квадратов 


31.57. Докажите, что если каждое из чисел а и 6 является суммой 
четырёх квадратов целых чисел, то их произведение аб тоже является 
суммой четырёх квадратов целых чисел. 


31.58. Пусть р — нечётное простое число. Докажите, что суще- 
ствуют пелые числа х, уи т, для которых 1 +22 + у? = тр, причём 
О<мхр. 


31.59. Пусть р — нечётное простое число. 

а) Докажите, что можно выбрать натуральное число т < р и целые 
числа 21, 12, тз и та так, что 22 + 12 +12 +12 = тр. 

6) Докажите, что наименьшее такое т нечётно. 

в) Докажите, что наименьшее такое т равно 1. 


31.60. Докажите, что любое натуральное число можно представить 
в виде суммы четырёх квадратов целых чисел (Лагранж). 
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31.12. Первообразные корни по простому 
модулю 


Пусть р — простое число, х — натуральное число, не превосходя- 
щее р 1. Тогда согласно малой теореме Ферма 22-1 =1 (то4 р). Наи- 
меньшее натуральное число 4, для которого #4 =1 (то4 р), называют 
показателем, которому принадлежит 5 по модулю р. 

Число х называют первообразным корнем по модулю р, если его 
показатель равен р—1. Эквивалентное условие состоит в том, что числа 
т, 12,..., ЯР! дают разные остатки при делении на р. Первообразные 
корни существуют для любого простого числа р (задача 31.63). 


31.61. Докажите, что показатель 4 делит число р — 1. 


31.62. Докажите, что если 1" = 1 (шо4 р), то показатель 4 делит 
число т. 


31.63. а) Докажите, что к каждому показателю 4 принадлежит не 
более ф(4) остатков от деления на р. 

6) Докажите, что к каждому показателю 4, делящему число р - 1, 
принадлежит ровно ф(4) остатков от деления на р. 

в) Докажите, что для любого простого числа р существует ровно 
ф(р — 1) первообразных корней. 


31.64. а) Дано натуральное число п > 2. Докажите, что натуральное 
число 4, для которого 1+! = д (шо п) для всех целых х, существует 
тогда и только тогда, когда п = р:...Рь, где ру, ..., Рь — попарно 
различные простые числа. 

6) Пусть п =ри...рь, где р1, ..., рк — попарно различные простые 
числа. Докажите, что наименьшее натуральное число 4, для которого 
4+1 = х (шо4 п) для всех целых х, равно НОК(р, -— 1,....рк-1). 


31.65. Пусть р — нечётное простое число. 

а) Докажите, что нечётные простые делители числа а? — 1 делят 
а — 1 или имеют вид 2рх + 1. 

6) Докажите, что нечётные простые делители числа а? +1 делят 
а 1 или имеют вид 2рх + 1. 


31.66. Пусть р — нечётное простое число. Докажите, что сушеству- 
ет бесконечно много простых чисел вида 2рт - 1. 


31.67. Докажите, что все простые делители числа 22" +1 имеют вид 
Та + 1. 
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31.68. Докажите, что 3 является первообразным корнем по модулю 
простого числа р = 27 + 1, где п > 1. 


31.69. Пусть р — простое число и 5 = П+т+... + (р- 1)". 
Докажите, что 


5= —1 (пор), если п делится нар - 1, 
— |0 (подр), если п не делится нар- 1. 


31.13. Первообразные корни по составно- 
му модулю 


Первообразные корни можно рассмотреть и для составного модуля 
т. Будем называть число т первообразным корнем по модулю т, если 
числа т, 12,..., 1?(Т) — это все различные остатки, взаимно простые с 
т. В серии задач 31.71-31.77 доказывается, что первообразный корень 
по модулю т существует тогда и только тогда, когда т = 2, 4, р° или 
2р“, где р — нечётное простое число. 


31.70. Докажите, что (1+ &т)"" "=1 (шо4 т®) для любого т. 


31.71. Пусть р — простое число. Докажите, что первообразный ко- 
рень по модулю р‘ является также первообразным корнем по модулю 
р. 

31.72. Пусть х — первообразный корень по простому модулю р. 
Предположим, что 12” "Ф-Ю 1 (тоа р“), где а > 2. Докажите, что 
тогда х — первообразный корень по модулю р“. 


31.73. Пусть х — первообразный корень по нечётному простому 
модулю р. Докажите, что по крайней мере одно из чисел ти т+р 
является первообразным корнем по модулю р?. 


31.74. Докажите, что если х — первообразный корень по модулю 
р?, где р — нечётное простое число, то х — первообразный корень по 
модулю р” для любого а > 2. 


31.75. Пусть р — нечётное простое число. Докажите, что для любо- 
го натурального а существует первообразный корень по модулю 219. 


31.76. Докажите, что первообразный корень по модулю 2” суще- 
ствует тогда и только тогда, когда п < 2. 
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31.77. Докажите, что если 11 — это не число вида 2, 4, р® или 20°, 
где р — нечётное простое число, то первообразных корней по модулю 
т не существует. 


31.14. Теорема Чебышева о простых чи- 
слах 


Пусть п(п) — количество простых чисел, не превосходящих п. 


31.78. Докажите, что Ши -х л(п)/п = 0 (Эйлер). 


31.79. Докажите, что а < л(п) при п > 200. 


31.80. Докажите, что п(п) < ЗШ 2 при п > 55. 


Замечание. Чебьшеёв доказал, что для достаточно больших п вы- 
полняются более точные неравенства 


0, 92129" <л(п) < 1.10555". 
шя ши 


Решения 


31.1. Первое решение. Согласно задаче 4.62 набор остатков от деле- 
ния на р чисел а, 2а,..., (р- Па совпадает с набором 1,2,..., р-1. Значит, 
аР-1.1.2...(р-1) =1.2...(р-1) (тоа р). Число 6 = 1.2... (р-—1) не делится 
на р, поэтому а =1 (шо р). Чтобы доказать это, нужно умножить обе 
части равенства на число $, для которого 66 =1 (шо4 р). 

Второе решение. Покажем, что для любого натурального п число 
п? — п делится на р. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение 
очевидно. Предположим, что п? — п делится на р. Тогда число (п + 1)? — (п+ 

р —1 р —2 р 
+0 = (121+ (5)? +...+ М 
числа, т где 1 < Е <р- 1, делятся на р (задача 14.27). 


" тоже делится на р, поскольку все 


Если число п не делится на р, то из того, что п? —п = п(п?-" — 1) делится 
на р, следует, что п?! — 1 делится на р. 


31.2. Предположим, что одно из чисел а и 6 не делится на р. Тогда другое 
число тоже не делится на р. Поэтому согласно малой теореме Ферма а? ' = 1 
(шоа р) и? * =1 (шоа р). Значит, а? 1-92-11 =2 (шо4 р). С другой сторо- 
ны, число а? ОРТ = ай? 4 2 — (а2)2®+1 + (2)2®+1 делится на а? + 2, 
поэтому оно делится на р. 
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31.3. Предположим, что р1, ..., р. — все различные простые числа ви- 
да 4К + 1. Рассмотрим число (201...р»)? + 1. Оно нечётно, поэтому все его 
простые делители имеют вид 4К + 1. Согласно задаче 31.2 у этого числа не 
может быть простых делителей вида 4% — 1. Остаётся заметить, что рассма- 
триваемое число не делится на ру, ..., рь. 


31.4. а) Предположим, что 2? =1 (то4 4), где 4 — простое число. Ясно, 
что д 2 2. Если 9—1 не делится на р, то наибольший общий делитель чисел 4—1 
и р равен 1, поэтому существуют целые числа а иф, для которых ар-+6(а—1) = 
= 1 (см. с. 43). Согласно малой теореме Ферма 29`' = 1 (шо4 4). Поэтому 
2 = 242+ (9—1) = (22) (29-1) = 1 (шо4 а). Приходим к противоречию. 

6) Ответ: 2" —1=23. 89. 


31.5. Число 2841 —2 = 2(2340 —2) = 2((210)34 —1) делится на 21° —1 = 1023. 
Далее, 1023 =3. 341. 


31.6. По условию 2" — 2 = па для некоторого натурального а. Поэтому 
259 (2 а 1) = 2(27° — 1). Это число делится на 2” — 1. 


31.7. а) Среди чисел 1,2,...,р”—1нар делятся р"` 1 — 1 чисел, а именно, 
числа р, 2р,..., р(р”* — 1). Поэтому ф(р”) = р" —1- (р) = р-р” и. 

6) Числа т и п взаимно простые, поэтому сушествуют целые числа и и 
%, для которых ит + эп = 1 (эти числа можно найти с помощью алгорит- 
ма Евклида). Пусть а и $ — некоторые остатки от деления на т и п, т.е. 
О<а<т-Т1и0 < 6 < п- 1. Сопоставим паре (а,6) число с, которое 
является остатком от деления числа ап - бит на тп. Ясно, что с = ап = а 
(по т) ис = бит =Ь (то4 п). Поэтому, в частности, разным парам (а,6) 
сопоставляются разные числа с. Мы получили взаимно однозначное отобра- 
жение остатков от деления на т и п на остатки от деления на тп. При этом 
НОД(с, т) = НОД(а, т) и НОД(с, п) = НОД(Ь, п). Поэтому числа с и тл вза- 
имно простые тогда и только тогда, когда числа а и т взаимно простые и 
числа 6 и п тоже взаимно простые. 


Замечание. Используя задачи а) и 6), легко получить формулу для ф(п), 
гдеп=р1"...рь’. Другое доказательство этой формулы приведено в реше- 
нии задачи 14.393. 


31.8. Пусть а1, а2,..., ар(п) — все числа от 1 до п — 1, которые взаимно 
просты с п. Сопоставим числу а; остаток от деления числа аа; на п. Число 
аа; взаимно просто с п, поэтому мы снова получим одно из чисел а1, а2, ..., 
а» (п). При этом число а(а — ау) при { = ] не может делиться на п. Значит, 
мы получаем некоторую перестановку чисел а1, 42, ..., ар(п). Поэтому 


а и.. арт) = @1...@р(п) (шо4 п). (1) 
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Умножение на число 6 = а1...ар(») тоже задаёт некоторую перестановку 
чисел а1, а2,..., @р(»). Поэтому 66 =1 (то4 п) для некоторого числа 6 = а. 
Умножив обе части сравнения (1) на 6, получим требуемое. 


31.9. Согласно теореме Эйлера (задача 31.8) можно положить т = ф(п). 
3 


12 
31.10. Первое решение. Рассмотрим дроби —, —, —,..., Иа их ко- 
п пп п 


личество равно п. Заменим каждую из этих дробей на соответствующую 
несократимую дробь. При этом получатся дроби, знаменателями которых 
являются делители числа п, причём количество дробей со знаменателем 4 
равно (4). 

Второе решение. Запишем разложение числа п на простые множите- 
ли: п =р11р2?...рь“. Любой делитель 4 числа п имеет вид а = ртр? ея „рее, 
где 0 < 2; <а;,1=1..., К. Поэтому в силу свойства мультипликативности 
функции Эйлера (задача 31.7 6) 


У (а) = А+ фр) +...++(@1"))... (1+ ф(рь) +... + 9(0%*)). 


Действительно, в правой части после раскрытия скобок мы получаем сумму 


всех слагаемых вида ф(р'!)... ф(р%®) = ф(рй!.. „ре"). Остаётся заметить, что 


1+ () +... + 9(р”) =1+ф-П+(р-р+...+( 


& _ р°—") = р“. 

31.11. а) Числа 171 и 52 взаимно простые, поэтому 17152) =1 (шоа 52). 
Далее, (52) = $(4)$(13) = 24. Поэтому 1712147 = 152894 = 
(шо 52). 

6) Числа 126 и 138 не взаимно простые: НОД(126, 138) = 6. Мы воспользу- 
емся тем, что еслиа = 6 (то4 23), то ба = 66 (то4 138). Пусть а = 21.1261020. 
Тогда а = 21. 1122'46+7 = 2.117 =9 (шод 23). Поэтому ба = 54 (шо4 138). 

31.12. Согласно теореме Эйлера а”) = 1 (шо4 т). Поделим ф(т) на Ё 
с остатком: ф(т) = а + т, где 0 <г < &. Тогда 1 = а?” = (а^)4а" = а" 
(по т). Следовательно, г = 0, поскольку иначе мы получили бы противоре- 
чие с минимальностью числа К. 


31.13. Числа а и а” — 1 взаимно простые. Поэтому согласно теореме Эй- 
лера а?" =1 (шо4 а” —1). Из этого следует, что число ф(а” —1) делится 
на п (см. задачу 31.20). 


Е : Е 
31.14. Согласно теореме Эйлера 2” 0 =1 (шо ре’). Возведём обе 


(п 
части этого равенства в степень ее к (это число пелое, поскольку 
2 (-П 
а; —1 (п) — (С 
Г(п) делится на р; (р. — 1)). В результате получим 2"®) = 1 (шоа р”). 
(22 
Следовательно, число 5“) —1 делится на ра ,... ®, поэтому оно делится 
2 1? ЕЕ ? 


на п. 


31.15. а) Предположим, что число р простое ир > 2 (дляр = 2 требуемое 
утверждение очевидно). Пусть а — одно из чисел 1, 2, 3,..., р-1. Для него 
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сушествует единственное число а, 1 За <р-1, для которого аа =1 (тоа р) 
(см. решение задачи 4.63). Если а = а, то а? — 1 = (а-1)(а + 1) делится на 
р, поэтому а = 1 или р - 1. Таким образом, числа 2, 3,.... р-2 разбиваются 
на пары, произведения которых дают остаток 1 при делении на р. Значит, 
(р- 1! =р-1=-1 (шоар). 

Предположим теперь, что р = 4г, где 1 <г,4а <р. Тогда (р — 1)! делится 
на 4, поэтому (р- 1)! = -—1 (шо4 р). 

6) Предположим, что р = аг, где 1 <г<а<р. Тогда (р -— 1)! делится 
на 4" = р. Остаётся рассмотреть случай, когда р = 42, где 4 — простое 
число. Если 4 = 2, то 4? =4и (3!)? = 36 делится на 4. Если же а > 2, то 
(р-—1)! делится на 4 и на 24, поэтому даже само число (р — 1)!, а не только 
его квадрат, делится на 4? = р. 


31.16. Если число п простое, то согласно теореме Вильсона (зада- 
ча 31.15 а) а(п) = Ти в(п) = 0, поэтому {(п) = п. Если же число п со- 
ставное, то, как следует из решения задачи 31.15 6), ((п— 1)!)? ЕО (шоа п) 
и 2(п — 1)! =0 (шо п). Поэтому а(п) =0и В (п) = 1, значит, /(п) = 2. 

31.17. Число а — 6 делится на п1, 12, ..., Пк, поэтому оно делится и на 
наименьшее общее кратное этих чисел. 


31.18. Применим индукцию по г. Предположим, что д" = а-+ тр". Бу- 
дем искать целое число $ так, чтобы для числа т,+1 = т, + Ф" выполнялось 
сравнение 27, =а (тод р"*'). Ясно, что 


п(п — 1) тр?" 


деи = (2, +") = ар па "ат +... 


=а-+ тр” + па? Ч" +... 


Здесь многоточием обозначены члены, делящиеся на р’"'. Таким образом, 
нужно выбрать # так, чтобы число тр” + пд” Ир" делилось на р’+1, т.е. 
число т + пл” делилось на р. По условию числа п и а не делятся на р. 
Поэтому число пх”-' тоже не делится на р. В таком случае для любого числа 
т можно выбрать число # так, что пд”? = —т (шоа р). 


31.19. По условию а = 6 -+ тр”, где т — целое число. Поэтому 


ы —1 ие 
аг = + рб пр" + Бр 2(тр”)? +... 


—1 
Все слагаемые рбР` "тр", ртр"), ... делятся на р". 


31.20. Запишем К в виде К = рп +{т, где 0 < г < п. Ясно, что 
а” = 1 (шо4 а” - 1), поэтому а = а” (шо а” - 1). Но если г > 0, то 
а За" < а”! < а” — 1. Поэтому а" 


а 
= 1 (104 а" — 1) тогда и только то- 
гда, когда г = 0, т.е. число К делится на п. 
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31.21. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение верно. Дей- 
ствительно, если не все коэффициенты многочлена }(т) делятся на р, то 
с(х) = 1" тах" "+... + ат (шо4р) для некоторого целого числа с; 
здесь т < р. Поэтому согласно теореме Лагранжа (задача 31.33) сравне- 
ние с} (5) =0 (шо р) имеет место не более чем для т различных по модулю 
р значений т. Поскольку т < р, найдётся т, для которого }(х) = 0 (шо р). 

Предположим, что требуемое утверждение доказано для некоторого п. 
Рассмотрим тождественное сравнение }(х1,..., хи, хи-+1) = 0 (шо р), у ко- 
торого степень по каждой переменной меньше р. Запишем {(х1,..., и, Хи) 
в виде 


9т (1... бо) тина + 9т-1(51,... ет +... + 90(51,..., 5). 


Фиксируем 11, ..., и; пусть ат = 9т(51,...,2п), ..., 90 = 90(41,...,Хп). 
Сравнение атти, +...+а0 = 0 (шо4 р) выполняется для всех целых хи-ри, по- 
этому % =... Е аж =0 (шо4р). Таким образом, 9:(51,...,2ъ) = 0 (шо р) 
для всех целых 41, ..., 2». Поэтому по предположению индукции все коэф- 
фициенты многочлена 9:(11,..., т») делятся на р. 


31.22. Согласно малой теореме Ферма 1? = ах; (шо4р), поэтому 
д" = т, (штор). Значит, после указанных замен мы получим многочлен 
9(т1,..., Ти), степень которого по каждой переменной строго меньше р, при- 
чём 9(51,....2%) = 0 (шо4 р) для все целых 11,..., 2». Согласно задаче 31.21 


все коэффициенты многочлена 9(х1,...,Х») делятся на р. 


31.23. Предположим, что сравнение {(11,...,2.) = 0 (шо4 р) имеет толь- 
ко решение (0,...,0). Тогда сравнение 


1 (1(21,...,5”))Р "= (1-27 1)...(1-22-') (шоа р) (1) 


выполняется тождественно. При (11,...,2) = (0,...,0) это очевидно, а при 
(т1,.... 10) (0,...,0) это следует из малой теоремы Ферма. 

Применим к обеим частям сравнения (1) замены, описанные в условии за- 
дачи 31.22. С одной стороны, согласно этой задаче в результате мы должны 
получить тождественное сравнение. С другой стороны, в правой части во- 
обше никаких замен не делается, поэтому в правой части после замен стоит 
многочлен, моном высшей степени которого равен +5" -1...1Р-1, В левой же 
части первоначально стоит многочлен степени меньше п(р-— 1); после указан- 


ных замен его степень может только уменьшиться. Получено противоречие. 


31.24. Это утверждение очевидным образом следует из теоремы Шевал- 
ле (задача 31.23), поскольку степень рассматриваемого многочлена строго 
меньше числа его переменных. 


31.25. а) Делителями числа р” являются числа 1, р, р?,..., р“. 

6) Пусть 4 и 4’— делители чисел т и п. Тогда 44’ — делитель числа 
ти. Для взаимно простых чисел т и п верно и обратное: любой делитель 
числа ти однозначно представляется в виде произведения делителей чисел 
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т и п. Поэтому если ок(т) = УЛай и вь(п) = У}, то вк (тт) = Хай = 
= (4+) (028) = вь(т)ак(п). 

31.26. а) Числа 22 и (27 — 1) взаимно простые, поэтому согласно зада- 
че 31.25 6) в (221 (22 —1)) =0(2Р`)в(2Р — 1). Далее, согласно задаче 31.25 а) 
в(2Р-") =1+2+4+... +271 = 2 —1и0(22Р — 1) =1+2%-1=22. 

6) Пусть п = 2Р-'т, где т нечётно, — чётное совершенное число. Тогда 
2Рт = 21 = в(п) = 0(2Р\)в (т) = (2Р —1)а(т). Поэтому т делится на 2? —1. 
Пусть т = (22? — Пт. Тогда 22(2? — 1)т' = 2Рт = в(п) = 2Ро(т), поэтому 
(т) = 2Рт'. Из равенства т = (2? — пу следует, что т + т’ = 22т’ = 
=о(т). С другой стороны, оба, числа т и т’ являются делителями числа т. 
Поэтому равенство 1 + т’ = о(т) может выполняться лишь в том случае, 
когда число т простое и т’ = 1. 


31.27. Пусть п = р1'р5?, где р: и р2 — простые числа, причём р1 23Зи 
р2 > 5. Тогда из неравенства 


а2-+1 _ 1 а1-1 а2-1 
2 


Е РЕНА НЕЕ, ОЕ 
1-1 2-1 р1-1 12-1 рт 12-1 
следует, что 
о(п 5 15 
= = —^ <2. 


В а 
п 1-1 2-12 4 8 


31.28. Число о(п)/п является суммой всех чисел вида 4/п, где 4 — де- 
литель числа п. Но 4/п = 4’, где 4’ — некоторый делитель числа п, причём 
когда 4 пробегает все делители числа п, 4’ тоже пробегает все делители чи- 
сла п. Значит, о(п)/п = >`\ „1/4, где сумма берётся по всем делителям числа 
п. 

Положим п = М!. Тогда 


в(п) 


1 1 1 1 
>1 и 
ов 


поскольку числа 1, 2, 3,..., М являются делителями числа п. Остаётся заме- 
тить, что гармонический ряд расходится (задача 30.6). 


31.29. а) Ответ: 5 и ё8. 

6) Пусть п = р1'!...р* ир: > 12 > ... > рь. Тогда пф(п) = 
= ПП, (р: (р. -1)) и наибольшее простое число, на которое делится 
пф(п) равно р1. При этом максимальная степень числа р1, на которую де- 
лится пф(п), равна 2а1 — 1. Таким образом, если известно число пф(п), то 

пф(п) 


известны числа, р1 и а1. Пусть п = р1'п2. Тогда п2ф(п2) = тр: 1) 
ро - 


2 


поэтому известны числа р2 и а2 и т.д. 
в) Ответ: 12 и 14. 
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2 2 2 
31.30. Ясно, что и и [5 = 0, если числа 2-1 и 2п- 2 не делятся 


на А. В противном случае эта разность равна 1. Следовательно, 


ее | "| =о о(2% + 1) + 0о(21 + 2) + 1. 


Е=1 Е=1 


Поэтому если }(п) = а 1 в0(®) — УЖ Е то (п +1) - Кп) = 1. Ясно 
также, что }(1) =1. 


31.31. Прежде всего проверим, что при всех п > 1 выполняется соотно- 


шение >` и(а) = 0. Пусть п =р1!....-рь’. Тогда 
ат 
Уыа= У) иа=1- (1) +(1)+..-+1*=а-1*= 
ат А|р1..-Рь 
Ясно, что 
У кащь = >. Кан =» ` | (а) >` мб) 
а6=т 41426=п а1 п а26—т / ал 


Пусть п/41 = т. Тогда 
1 прип=а1; 
У мо=У. (в) = | 
РЕНИ п 0 прип=а:1. 
Поэтому 
У. [а >», в®| =. 
ат а26=т /а1 


31.32. Непосредственно сводится к задаче 31.31 с помощью логарифми- 
рования. 


31.33. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение очевидно. Пусть 
(21) и }(2) делятся нар (5 — целое число). Тогда }(х) — }(51) =" — 2+ 


+ а1(271 — 271) + а,_1(5 — 21) = (5 - 21)9(2) делится на р. При этом 
9(2) = "1+ ых"? +... +, _1 — многочлен с целыми коэффициентами, 
зависящими только от а1,..., ап их. Если 0 < х<р-Тит? 11, тот - 11 


не делится на р. Поэтому на р должно делиться число 9(х), и мы можем 
воспользоваться предположением индукции. 


31.34. Сопоставим каждому целому числу т, где 1 < х <р- 1, остаток от 
деления на р числа 52. Числам х и р — х сопоставляется одно и то же число, 
причём х = р- т. Кроме того, согласно теореме Лагранжа (задача, 31.33) 
сравнение 1? = с (шо4 р) не может иметь больше двух решений. Поэтому 
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образ рассматриваемого отображения состоит из (р- 1)/2 элементов. А этот 
образ как раз и состоит из квадратичных вычетов. 


31.35. Если а = Р? (шо4р), то согласно малой теореме Ферма (зада- 
ча 31.1) аР-1/? = 1 = 1 (шо4 р). Поэтому любой квадратичный вычет 
является решением уравнения х(Р-1)/? = 1 (шо р). Согласно теореме Ла- 
гранжа (задача 31.33) количество решений этого сравнения не превосходит 
(р — 1)/2, а согласно задаче 31.34 количество квадратичных вычетов равно 
(р-1)/2. Поэтому квадратичные вычеты — это в точности решения сравне- 
ния т 1/2 =1 (шоа р). 

Если а — квадратичный невычет, то а 1)/? = —1 (шо4 р). Действитель- 
но, сравнение 5? =1 (шо4 р) имеет только два решения: х = 1 (шо р). 


31.36. Воспользуемся критерием Эйлера (задача 31.35). Если р = 4 +1, 
10-05 (1) = аеслир= 4+3. ло (- ПО, 
31.37. Предположим, что уравнение 2? — 4? = —1 не имеет решений 

в целых числах. Пусть (&,1) — фундаментальное решение уравнения Пелля 
д? — 4у? = 1. Число 4 тоже имеет вид 4Ё + 1, поэтому &? = (72 +1) (шод 4). 
Квадрат нечётного числа при делении на 4 даёт остаток 1, поэтому & нечётно, 
ЕЕОЕТИ _ 
44 4 
числа) можно представить в виде произведения двух квадратов целых чисел: 


2 _ Эр +9 
2а1 242 
числа и и % взаимно простые, потому что НОД(ё —1,& +1) =2. Кроме того, 


и 7 0, поскольку & = 1. Далее, 
1 1 
40? — и? = (ЕО -5Е-П=Ь 


Предположим, что 41 = Ти 42 * 1. По условию г = 2 или нечётно, поэтому 
41 или 42 — произведение нечётного числа простых чисел. 


а 7 чётно. Равенство показывает, что 12 /4 (квадрат целого 


‚ где 41 и 42 — делители числа 4. Натуральные 


Случай 1. 41 — произведение нечётного числа простых чисел. 
Пусть р — произвольный простой делитель числа 42. Тогда 


В) -си-- 


Но это противоречит тому, что 41? = —1 (шо4 р), поскольку —1 является 
квадратичным вычетом по модулю р. 


5 :: 
Случай 2. 42 — произведение нечётного числа простых чисел. 


42 
Снова для произвольного простого делителя р числа 41 получаем (1 = 
Р 


= —1. Но это противоречит тому, что 42%? =1 (шо4 р). 
Полученные противоречия показывают, что либо 41 = Ти 42 = 4, либо 
41 =4и 42 = 1. 
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Случай 1. {4 = 1 и 4> = 4, т.е. 4? — и? =1. 


Это противоречит предположению о том, что уравнение д? — 4/? = —1 не 
имеет решений. 


Случай 2. {4 = 4 и 42 =1, т.е. 9 — 4? =1. 


Таким образом, (и, и) — решение уравнения Пелля 1? — фу? = 1. С другой 
2 


2—1 
стороны, и? = = = о поэтому их = 7, а значит, и < 1. Но это 


противоречит тому, что выбрано фундаментальное решение. 


31.38. Прежде всего заметим, что если [и К — различные натуральные 


числа от 1 до Е 


‚ ТО т = ть. Действительно, если 71 = гь, то (1-)4 делится 


на р, поэтому [+ К делится на р. Но 1+ | <р- 1. 


Таким образом, набор чисел 71, 72, ..., Т(р_1)/2 совпадает с набором 
р-1 
О: аа т Поэтому, перемножив сравнения 4 = +: (шо4ар), ..., 
рт _ 
—5 Ч= т фр-1)/2 (шо р), получим 


(РА) = (—1)“ ть... Гра = (-1)^ (2)! (шо р). 


р-1 р-1 
Следовательно, 4 2 = (-1)" (шоар). Нюа 2 = (=) (шо р) (зада- 
р 
ча 31.35). 
31.39. Рассмотрим многочлен А(21,...,7р) = [1 <:<;<р(&—2;). Под дей- 


ствием чётной подстановки многочлен А не изменяется, а под действием не- 
чётной подстановки он изменяет знак. Поэтому знак любой подстановки с 


равен отношению А(5.(1),...,То(р)) к А(21,...,2ь). Положим 21 =1,..., р = 
= р. Тогда 
= Па,р() — Па.р(7) _ ма) _ 
ЗП Лор = П == П == 
1<1<7<р ь пеь "Я 
= П а=а” №! (шоар). 
1<5<]$р 


Учитывая, что а? =а (шо р), получаем зеп лав = а 1/2 = (а/р) (шо р). 
—1 
31.40. Пусть 4 = =ит (шо4 р), где а = +Ти1 < п < И Дока- 


жем, что =, = (—1)9/2], Действительно, =, = 1 тогда и только тогда, когда 
{14/р} < 1/2. С другой стороны, для любого положительного а число [2а] = 
= [2[а + 2{а} | = 2[а] + [2{а чётно тогда и только тогда, когда {с} < 1/2. 
Полагая а = {14 /р}, получаем, что число [241/р] чётно тогда и только тогда, 
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когда {14/р} < 1/2. Итак, лемму Гаусса можно записать следующим образом: 


(=) = (-1)", где т = ЭТО о/р, 


Для любого нечётного числа а число а + р чётно, поэтому 


20-®)-) (=) (ев). в 


(р-1)/2 (ору (р-1)/2 я (р-1)/2 
Ея 


1=1 1=1 


(в-1)/2 

1 р 
= Е Е. 
р 


где 


2 
В частности, при а = 1 получаем (=) = ере-0 Подставив это выраже- 
р 


1 
ние в (1), после сокрашения получим (=) = (-1М, где М = а" та Е 
р р 
Пусть ри 4 — различные нечётные простые числа. Тогда 


(°) (=) - 17 в: [а + ея = 


Остаётся заметить, что 


у” я - ОИ Е Ча 
1=1 р 1=1 Ч - 7 2 


согласно задаче 5.28. 


31.41. а) Пусть Р = {0, 1.....р4-ПиР= { (а,6) |0 <а<р,0<ь<4}. 
Согласно китайской теореме об остатках отображение с => & = (с (шоа р), с 
(шо 4)) является взаимно однозначным отображением Р на Р. 

Рассмотрим отображения р,и : Р -+ Р, заданные формулами и(а,5) = 
= а+ р и к(а, 6) = да-+ 6. Ясно, что (а, о = (а а- рб (то4 4)), поэтому 
отображение + переставляет элементы вида (ао, 6), где ао фиксировано. Сле- 


довательно, и — перестановка множества Р и зп и = (2) = (2). Анало- 


Ч 
гично 591 и = м 


Рассмотрим теперь на множестве Р перестановку и 'и : да + ++ а+ 
+ р. Знак этой перестановки равен (—1)*, где Е — количество пар элементов 
множества Р, для которых выполняются неравенства да +6 > аа’ + иа+ 
+ р < а’ + рб’. По условию |6 —-В'| < ди [|а-а'| < р, поэтому приходим к 
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следующим неравенствам: а > а’ и < ©. Таким образом, Ё = — | = 


—1 —1 
— = .Т--. В итоге получаем 


1 а—1 
(2) (+) = 321 изепи = зепи ‘и = а. 


6) При т = 3 требуемое равенство легко проверяется. Предположим, что 
т > 3 — нечётное натуральное число, для которого выполняется требуемое 
равенство. Тогда 


2 ВЫ т-1 т-—1. т 2 
а а Е 
т-2 т-2 т-2 т 
тат и 2 т т? —1 (т-Е2)2 1 
= о (= С = 
т 
—1 
31.42. Пусть 4 = вил (шоар), где ва = +1 и 1 < тп < = Тогда 
‚2 Ри —1 
эт Ч = Е1ЗШ РРР, Перемножим такие равенства для { = 1,2,..., =. При 
р р 
доказательстве леммы Гаусса было показано, что набор чисел 71,...,(р—1)/2 
—1 
совпадает с набором 1, 2,..., = Поэтому после сокращения получаем 
Ч . 2194 . 2щ 
— | = 61...@(р-—1)/2 = ш — вш —. 
(=) (в-0/ П р р 


1<1<(р-1)/2 


2 
Воспользуемся тождеством из задачи 11.31 для 2К +1 =4иф = эт ыы В 
р 


результате получим 


= 2 2 
(=) = |] 94°” | (вы т. =) = 
2’ за<еой Е ь 


1<т< (а-1)/2 


= (д е-оа-я П (вы же зт2 2") : 
ра р а 


Аналогично 


в) _ (р-п(а-0/4 228 2 а) 
— | = (—4 эш” —— — зш” — |. 
(=) 9 П ( Ч Р 


'Таким образом, чтобы получить из выражения для (2) выражение для (=) р 
Ч р 


Р-Та-1 


нужно поменять знак у каждого из сомножителей. Следовательно, 


(2) = (-0Ф-е-0А (=). 
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31.43. Согласно квадратичному закону взаимности (#) (=) = 
р 


= (ЕВеы, Ясно также, что (=) = +1. Поэтому для р = 12К- 1 получаем 
) = +1, а для р = 12 + 5 получаем = (:) = 1. 


31.44. Ясно, что (=) = (=) (#) = (-1)Ф-072 (#). Далее, 
р р р р 


(—1)®-0/2 = 1 дляр = 12 +1ир = 124+5, (-1)Ф-1/2 = —1 дляр = 12 —1и 
р = 12К-—5. Воспользовавшись результатом задачи 31.43, получим требуемое. 


Н 
Ш 
ТТХ 
53 |2 


31.45. Предположим, что существует лишь конечное число простых чисел 
вида 6+1. Пусть № — их произведение, а р — простой делитель числа 4№2 + 
+3. Число р нечётно ир > 3, так как М не делится на 3. Поскольку (2№)? = —3 


—3 
(по4 3), то (=) = —1. Согласно задаче 31.44 число р имеет вид 6А +1. Нов 
р 


таком случае число № должно делиться на р. Итак, числа № и 4№? +3 делятся 
на р. Следовательно, 3 делится на р, т.е. р = 3. Приходим к противоречию. 


31.46. а) Ясно, что р = -—1 (шо4 4). Кроме того, р = 1 (шоа 3). Дей- 
ствительно, п нечётно, поскольку число 22т _ | делится 2" —1, а потому не 
может быть простым при % > 1. А так как 2? =1 (шо 3), то 2" -1=1 
(по 3) для любого нечётного п. В результате получаем, чтор =7 (шо4 12). 
Остаётся воспользоваться результатом задачи 31.43. 


6) Ясно, что р = 1 (шо4 4). Кроме того, р = —1 (шо4 3). Действитель- 
но, п чётно, поскольку иначе число 2” {+1 делится 2+1 = 3. А так как 
22 =1 (шоа 3), то 2" +1 = -—1 (шо4 3) для любого нечётного п. В резуль- 


тате получаем, что р = 5 (то4 12). Остаётся воспользоваться результатом 
задачи 31.43. 


31.47. Если п = т, то 2” — 1 делится на 2? — 1 = 3. Но число 3" —1 
не делится на 3. Поэтому остаётся рассмотреть случай, когда п = 2т + 1. 
Поскольку 2“ = 2? (шо 12), то 2?” = 4 (шо4 12), а значит, 2" -1=7 
(шо4 12). Любое простое число р > 3 при делении на 12 даёт остаток +1 или 
5. У числа 2” —1 должен быть простой делитель р > 3, дающий при делении 
на 12 остаток +5. 


Предположим, что 3” — 1 делится на 2” — 1. Тогда, в частности, 3" — 1 
делится на р. Следовательно, 32+ = 3"+1 = 3 (шо4 р). Таким образом, 


3 
(: = 1. Но это противоречит квадратичному закону взаимности (см. за- 
р 


дачу 31.43). 


31.48. Ясно, что 90 = р (=). Половина чисел от 1 дор - 1 являются 


квадратичными вычетами, а остальные — невычетами. 
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31.49. Ясно, что 
р-1 р-1 
2 К Г\ кн К) ск 
кл Р р кл Р 


При фиксированном [ отображение К „+ Ё[ является перестановкой остатков 
от деления на р, поэтому 


мерин) 


РИ 1 РИ 


о 


- (=) Вы у (=). 
р АВ 


поскольку при фиксированном = —1 остатки от деления чисел КЁ - 1) на 
р образуют набор 1, 2,.... р-ТиЕ+Е?+... + ЕР" = —1. Ясно также, что 


ит 


р р 


—1 
31.50. Запишем тождество 91 = (=) р дляр=бит. Дляр = 5 получим 
р 


91 = \6, а для р = 7 получим 91 = 2/7. Легко видеть, что это и есть 
требуемые тождества с точностью до знака. Знак в обоих случаях легко 
выясняется. 


31.51. Для каждого натурального числа п < р- 1 сушествует единствен- 
ное натуральное число п < р- 1, для которого пп = 1 (шо4 р). При этом 
р-1=р- 1. Поэтому когда п пробегает числа от 1 дор- 2, п тоже пробе- 
гает числа от 1 дор-2 (в другом порядке). Ясно также, что п? (1 -+й) = п? + 
4+п=п(п-+1) (шоар), поэтому 


с 


0=1 п=1 п=1 


поскольку до = 0 (задача 31.48). 


п +1 


31.52. а) Ясно, что (=) ( Е 
М№Ви ВМ это произведение равно —1. Следовательно, ВВ М№М-ВМ- МА = 


) = 1 в случаях ВК и №№, а в случаях 


= пп 1 г 
= =: ("°5). Остаётся воспользоваться результатом задачи 31.51. 
р 


6) Количество вычетов среди чисел 2, 3,.... р-1 равно ВВ + МВ, а 
количество невычетов равно ВМ - ММ. Среди чисел 1, 2, 3,..., р-1 вычетов 
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1 
и невычетов поровну. Кроме того, 1 — вычет. Поэтому ВМ -+ ММ = 5 -1 


и КВ МВ = 5-01. 


Количество вычетов среди чисел 1,2,..., р- 2 равно АВ - ВМ, а количе- 
—1 —1 

ство невычетов равно МЕ-- ММ. Кроме того, (2) = (=) = =. Поэтому 
р р 


1 1 
ВВ+ ВМ = 5@-2-ви МЕ+ММ = 5 =(р-2+2). 
в) Сложим равенства ВК + ММ — ВМ - МВ = 1, ВЕ+ ВМ = - 5@Ф- 2—=)и 
МЕ+ММ = 5 2-+ =). В о получим КЕ+ММ = 5@- э). Вычитая 


из равенства АК-+ ВМ = 5@Ф- 2—=) равенство ВМ ММ = 5@Ф- 1), о 


1 4 а: 
ВВ -— ММ = 58 +1. а ВЕ = я и ММ Е а ы 
—2 
После этого легко находим АМ = я — : и МЕ = я + - и 


Замечание. Равенства из задачи 6) не являются независимыми: сумма ра- 
венств с = равна ВЕ+ ММ + ЕМ-+ МЕ =р- 2; сумма равенств без = та же 
самая. 


31.53. а) Непосредственно следует из задачи 31.36. 

6) Если целое число г удовлетворяет неравенствам 0 < г < р, тот может 
принимать больше \/р различных значений (поскольку г может принимать 
значение 0). Таким образом, количество различных допустимых пар (г, 3) 
больше ‚/р. /р = р. Следовательно, для каких-то двух пар числа гх + з дают 
одинаковые остатки при делении на р. 

в) Пусть 115 + 31 = т2х + 32 (шо4 р), т.е. (г1 — г2)х = (32 — 81) (шо@ р). 
Положим и = |1 —г2| их = |381 — 32|. По построению числа \ и не могут быть 
одновременно равны нулю; кроме того, и, < \/р. Так как их = + (шо4 р), 
то из” = = У (под р). Но 2? +1=0 (мод р), поэтому 0 = и? (2? +1) = и? д? + 
+ и? = 92 + чи? (шод р). С другой стороны, и? + 9? < (\/Р)? + (/Р» = 2р, 


поэтому и? + о? = р. 


31.54. Согласно задаче 31.36 можно выбрать натуральное число 4 так, 
что 4? = —1 (шо4 р). Рассмотрим число а = а/р. Пусть С = Ур. Согласно 
задаче 17.12 можно выбрать натуральное число х < С = \/ф и целое число 


т 
у так, что ха — 9| < 1/С, т.е. = _у . Положим г = 14 — ур. Тогда 
УР 
и = х1 -, < — - ‚ поэтому |"| < \/р. Следовательно, 0 < 21° + т” < 2р. 
р р УР’, 


2 —= 202 = 


С другой стороны, 2 + г 2? +124 22(1+ 492) =0 (шо р). Поэтому 


2? + т? =р 
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31.55. а) Согласно задаче 31.36 можно выбрать натуральное число х так, 
что 4? =-1 (шо4 р), т.е. 2+1 = ф. Таким образом, мы нашли требуемое 
решение, даже с дополнительным условием у = 1. 

6) Пусть то — наименьшее натуральное число, для которого имеет место 
равенство 

2? + у’ = тор. (1) 
К ти у можно добавлять кратные р, поэтому можно считать, что |х| < р/2 
и у <р/2. Следовательно, 2? + у? < р? /2, а значит, то < р/2. 

Пусть то > 1. Предположим, что то делит т. Тогда то не делит у, по- 
12+?” тор _ р 

5 = = целое число, а это противоречит тому, 

то Ш] то 
что 1 < то <р/2. 

Выберем целые числа с и 4 так, чтобы числа 51 = х — сто и у1 = у- 4то 
удовлетворяли неравенствам |51| < 71°/2 и |у1| < пю/2. Как только что было 
доказано, числа 51 и у! не могут быть равны нулю одновременно. Таким 


скольку иначе 


образом, 0 < 2+9? < 27 — 7’ то ии = а чу =0 (по то). 
Следовательно, 

21 + = тоти, (2) 
где 0 < т! < то/2. Перемножим равенства (1) и (2). В результате получим 
тотир = (2 + У’) (21 +1) = (вал + уул)* + (291 — уз1). 

При этом 
хх1 + уу: = 5(5 — сто) + у(у — ато) = 
=? + у? — то(сх + ау) = 
= то(р — сх — 49), 


ту! — ух1 = 2(у — 4то) — у(2 — сто) = 
= то (су — ах). 
Таким образом, татар = та(Х? + У?), где Х =р- сх — дуиУ = су - 41. 
Сокращая на тё, получаем Х? + У? = пир, причём 0 < пи < то /2. 

31.56. Предположим, что р = 12 +92 = а? +. Сравнение 22 = —1 
(по р) имеет ровно два решения: 2 = ЕВ (то4 р). Поэтому х = ру (шо4 р) 
иа = +15 (шоар). У чисел 5 и а можно поменять знаки, поэтому будем 
считать, что д = Ву (шоа р) иа = 16 (што р). Тогда 6 = уа (шоа р). 

Ясно, что 


р’ = (т Чу) (а +) = (та + 56)? + (26 — уа)". (1) 
Но 16 — уа = 0 (то4 р), поэтому (ха + у6)? делится на р?. Итак, обе части 
равенства (1) можно сократить на р”. В результате получим представление 
числа 1 в виде суммы двух квадратов целых чисел. Такое представление един- 
ственно, поэтому либо ха -+ у6 = 0, либо 16 — уа = 0. Числа х и у взаимно 
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простые, числа а и 6 тоже взаимно простые. Поэтому если 16 = уа, то либо 
д =аиу = 6, либо д = -аиу = -6. Если же ха = —у6, то либо х =фи 
у = —а, либо х = -фиу=а. 


31.57. Пусть а = 2? + 22 + 28 + и = фу + 3 + ца. Несложно 
проверить, что аб = #2 + 23 + 23 + 22, где 
21 = 41/1 + 122 + хзуз + 1414, 
#2 = 411]2 — 1291 + Хзу4д — 244, 
2з = 213 — 2391 + 142 — 1294, 


24 = 1194 — $491 + 123 — 23у2. 


—1 
31.58. Числа 22, где х — целое число и 0 <х < = дают разные осталт- 


ки при делении на р. Действительно, если 41 = 42 (шо@ р), то ж1 + 22 = 0 


(по4 р). Но в рассматриваемой ситуации 0 < т: + 12 < р. Аналогично числа 


= 9/2, где 0 <у< —-, дают разные остатки при делении на р. Количе- 
ство чисел в обеих группах равно р + 1, поэтому какие-то два числа дают 
одинаковые остатки при делении на р. Эти числа должны быть из разных 
групп. Таким образом, 5? = —1-— у? (шо4 р), т.е. 1+ <? + у? = тр, причём 

2 92 Р-1\? Р\? 2 2 р\? 2 
и < (7) < (5) . Следовательно, 1 + 5” + у“ < 1+2 (5) < р’, а 
значит, 0 <т<р. 

31.59. а) Непосредственно следует из задачи 31.58: можно положить 51 = 
= 1, 12 = Хх, 43 =уи 14 = 0. 

6) Предположим, что число 21 + 12 + 22 + 2 чётно. Тогда количество 
нечётных чисел среди 11, 12, хз и ха чётно. Поэтому можно считать, что 
числа х1 и 12 одной чётности и числа тз и х4 тоже одной чётности. Тогда 
тождество 


21 - 22\2 21 + 22\2 хз — 24 \? д3+14\? _ т 
( 2 + 2 ) +( 2 )+( 2 Е 
показывает, что чётное число т можно заменить на меньшее число т/2. 

в) Предположим, что то — наименьшее из рассматриваемых чисел т, 
причём то 72 1. Согласно задаче 6) число то нечётно. Поэтому каждое число 
х; можно представить в виде 1; = тоб; + у, где || < то/2. Действительно, 
если г; — остаток от деления т; на то, то одно из чисел г; или То —г; меньше 
то. 

Числа 51, 12, хз и ха не могут все делиться на то, поскольку иначе тор = 
= 2х? + 22 + 22 + 2 делится на то, а значит, р делится на то. Но 1 < то хр. 
Следовательно, хотя бы одно из чисел у1, у2, уз и уд отлично от нуля. Таким 
образом, 


1 2 
охичичичи <4 (5т) = то. (1) 
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Кроме того, у; = х; (шо то), поэтому 
1 +2 +3 +14 = 21 +22 +23 +44 = тор=0 (шо то). (2) 


Из (1) и (2) получаем, что у? + уз + уз + у = пюта, где 0 < пи < то. 

Умножим число 2? + 22 + 22 + 22 = Тор на ИИ + 2 + ИЕ + ИЯ = Тот и 
воспользуемся тождеством из решения задачи 31.57. В результате получим 
равенство вида = + 22 + 23 + 22 = тапир. Несложно проверить, что каждое 
Из ЧИСел 21, 22, 23, 24 делится на то. Действительно, 


21 = У` 2: (14 — Ыто) = У`=: = тор =0 (шо4 то), 


22 = 41(52 — 62то) — 22(21 — 11) + хз(24 — ато) — 24(хз — зто) = 


= то(—х162 + 2261 — хзба + 2463) =0 (по то). 


Для 23 и 24 доказательство аналогично. 
Положим В = 2; /то. Тогда И +В ВЫ = пир, где 0 < ти < то. Это 
противоречит предположению о том, что число то наименьшее. 


31.60. Согласно задаче 31.59 любое нечётное простое число можно пред- 
ставить в виде суммы четырёх квадратов целых чисел. Число 2 можно пред- 
ставить так: 2 = 1? +1? +0? + 02. Остаётся воспользоваться результатом 
задачи 31.57. 


31.61. Пустьр —1 = 44 +, где 0 <г < 4. Тогда 1 = 42! = 499+" = д" 
шо4 р). Но 4 — это наименьшее натуральное число, для которого 44 = 1 
( р Ур ‚д р 
(шо4 р). Следовательно, г = 0. 


31.62. Решение аналогично решению задачи 31.61. 


31.63. а) Пусть остаток х принадлежит показателю 4. Тогда 4 остатков 
1, х, 12, 23,..., 29 1 различны и все они удовлетворяют уравнению Х“ = 1 
(шо4 р). Поэтому никаких других остатков, удовлетворяющих этому урав- 
нению степени 4, нет (задача 31.33). Любой остаток у, принадлежащий по- 
казателю 4, удовлетворяет уравнению у“ = 1 (шо4 р). Следовательно, у — 
это один из остатков 1, х, 22, 23,.... 2“ 1". Но 2" принадлежит показателю 
4 тогда и только тогда, когда числа 4 и К взаимно просты. Действительно, 
остатки 2*, д*,..., 29 ПА не равны 1 тогда и только тогда, когда числа К, 
2%,..., (4-— ТК не делятся на 4. 

Мы доказали, что если к показателю 4 принадлежит хотя бы один оста- 
ток, то ему принадлежит ровно ф(4) остатков. 

6) Каждый остаток х принадлежит некоторому показателю 4, делящему 
р-1. Согласно задаче а) показателю 4 принадлежит не более ф(4) остатков. 
Поэтому р - 1 < У `\Ф(а), где суммирование ведётся по всем числам 4, де- 
лящим р — 1. При этом если хотя бы одному показателю 4, делящему р - 1, 
принадлежит менее (4) остатков, то неравенство строгое: р — 1 < У\ф(а). 
С другой стороны, согласно задаче 31.10 р-— 1 = У` (а). Поэтому каждому 


показателю 4, делящему р — 1, принадлежит ровно ф(а) остатков. 
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в) Непосредственно следует из задачи 6): достаточно положить 4 =р- 1. 


31.64. а) Предположим сначала, что п = р?4. Пусть х = ра. Тогда х = 0 
(шо4 п), но 2+1 =0 (шо4 п) для любого натурального числа 4. 

Предположим теперь, что п = р1...рь, где р1, ..., рк — попарно раз- 
личные простые числа. Тогда, если число х*1 — х делится нар1,..., рь, то 
оно делится и на п. Если число р простое, то согласно малой теореме Ферма 
РТ =1 (шоа р), поэтому «Ф-0”7+1 = д (шод р). Значит, 24+! = 5 (шо р) 
для любого числа 4, делящегося на р — 1. Таким образом, в качестве 4 можно 
взять НОК(р! —1,....рь-1). 

6) В решении задачи а) уже доказано, что если 4 = НОК(р: —1,...,рь-1), 
то 2"! = х (тод п) для всех 2. Остаётся доказать, что если 211 = 5 
(шо п) для всех целых х, то 4 делится на НОК(р1 —1,...,рь —1). Для этого 
достаточно доказать, что 4 делится на каждое из чисел р: —1,..., рь - 1. 

Если 2+1 = (шо4 п), то 2+1 = д (шоа р.). Пусть <: — первообразный 
корень по модулю р.. В таком случае 2" =1 (шо4 р;) тогда и только тогда, 
когда г делится на, р; — 1. Если Е = 2; (шоа р.), то 


2 


ЧР: —1 О 2) = =2? 1 =1 (шоар)). 


„. ъбё- 
Т.Я, $ 


Поэтому 4 делится на р; - 1. 


31.65. а) Пусть 4 — нечётный простой делитель числа а’ —1. Тогда а? = 1 
(по4 9). Поэтому согласно задаче 31.62 показатель 4 числа а по модулю 4 
является делителем числа р, т.е. 4 = 1 или 4 = р. Если 4 =1, тоа=1 (194 4), 
поэтому 4 — делитель числа а — 1. Если 4 = р, то согласно задаче 31.61 р — 
делитель числа 4 — 1. Учитывая, что число 4 — 1 чётно, получаем 4—1 = 2рх. 

6) Пусть 4 — нечётный простой делитель числа а? + 1. Тогда а? = —1 
(то 4). Поэтому а?? = 1 (тоа а). Следовательно, показатель 4 числа а по 
модулю 4 является делителем числа 2р. Ясно, что а = 1 (шо а) иа? = 1 
(шо 4), поэтому 4 = 2 или 4 = 9р. Если а? =1 (шо4 4), то а = —1 (шоа а), 
т.е. 4 — делитель числа а + 1. Если 4 = 2р, то 2р — делитель числа 4 - 1. 
Поэтому а-—1= 2рх. 


31.66. Прежде всего заметим, что такие простые числа есть: согласно 
задаче 31.65 а) все простые делители числа 2? — 1 имеют такой вид. Пред- 
положим, что существует лишь конечное число простых чисел вида 2рх + 1, 
а именно, числа р1,..., р». Рассмотрим число (р1...р»)? — 1. Согласно зада- 
че 31.65 а) это число имеет простой делитель вида 2рх - 1. Ясно также, что 
число (р1...р»)? — 1 взаимно просто с р1, ..., р». Мы получили простое число 
вида 2рх + 1, отличное от ру, ..., р», что противоречит предположению. 


31.67. Пусть 4 — простой делитель числа 2?” +1. Тогда 22” = —1 (поа 4), 


ъ-1 
поэтому 22 = 1 (тоа 9). Согласно задаче 31.62 показатель 4 числа 2 по 
модулю 4 является делителем числа 2”\"!. Следовательно, 4 = 2"1", поскольку 
22” 1 (то4 4). Таким образом, число 2"! является делителем числа 4 — 1. 
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31.68. При п > 1 числа 3 и р взаимно простые. Согласно задаче 31.46 6) 
3 ®— 
(#) = —1, поэтому 32 а (шо4 2” + 1). Показатель числа 3 по модулю 
р 
27 + 1 является делителем числа 2”, причём он больше 2"`'. Следовательно, 
показатель числа 3 по модулю 2" + 1 равен 2”. 


31.69. Если п делится нар — 1, то а” =1 (шо4 р) для любого а, взаимно 
простого с р. Значит, 5 =р-1=-1 (шоар). 

Предположим теперь, что п не делится нар-—1. Пусть х — первообразный 
корень по модулю р. Тогда согласно задаче 31.62 5” = 1 (шо р). Число х 
взаимно просто с р, поэтому набор остатков при делении на р чисел х, 2х, 
Зх,..., (р- 1): совпадает с набором 1, 2,..., р-1. Следовательно, 5 = х”5 
(шо4 р). Учитывая, что 5” ==1 (шо р), получаем 5 =0 (шоа р). 

31.70. Докажем сначала, что если г > 1, то (1+ т”)" =1 (шо т"). 
Действительно, (1+Ёт”)”" =1+ (кт + (5 ЕР" +... В этой сумме сла- 


т а 
гаемое ( й кт” = Ёт"\1" делится на т’\"!. Последующие слагаемые делятся 


на т?”, поэтому они тоже делятся на т’"!. Таким образом, (1+ Ёт’)” = 1+ 
те, (1+ кт”)? = (1+ А1т2)”" = 1+ Е2т8 и т.д. 

31.71. Если х — первообразный корень по модулю р“, то не существует 
натурального числа з < р° "(р - 1), для которого д° = 1 (шо4 р°). Пред- 
положим, что 2* = 1 (шо р) для некоторого натурального # < р- 1. Тогда 


© —1 
согласно задаче 31.70 =? =1 (то4 р”). Получено противоречие, поэтому 
х — первообразный корень по модулю р. 


31.72. Пусть К — наименьшее натуральное число, для которого ж#=1 
(шо4 р“). Тогда р?’`"(р — 1) делится на К (задача 31.12). Ясно, что 2 = 1 
(шо4 р), поэтому Ё делится на р — 1. Таким образом, Е = рё(р — 1), где 
0 < В < а-1. Предположим, что В < а—2. Тогда, возведя обе части сравнения 
д’ ФП = 1 (шоа р“) в степень р“-2-#, получим 27° ФП 1 (шоа р“), 
что противоречит условию. Следовательно, 8 = р — 1, т.е. Ё = р°`'(р-1) = 
= Ф(р). 

31.73. Предположим, что числа х и х + р не являются первообразны- 
ми корнями по модулю р?. Оба эти числа являются первообразными корня- 
ми по модулю р, поэтому согласно задаче 31.72 &Р-' = 1 (шоа р?) и (+ 
+р)Р-! = 1 (шоа р?). Следовательно, число (х-+ р)? —2Р-1 = (р- 1) Р-р + 


—1 22 зе 
+ йе ь = 3р? +... делится на р^, а значит, р(р— 1)=Р-? делится на р”, т.е. 
(р 1)=Р-? делится на р. Но это противоречит тому, что р — 1 и < взаимно 
просты с р. 


31.74. Числа х и р взаимно простые, поэтому согласно малой теореме 


Ферма #2! =1 (шо р), т.е. 12-' = 1+ рЁ Наименьшее натуральное К, для 


которого х^ =1 (шо р?), равно р(р — 1), поэтому # не делится на р. 
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Возведём равенство д?—' = 1+ рёв степень п = р®`?, где а > 2. В 
результате получим 


в“ (р-0 _ п _ п 2,2 П\ пл 
х = (1+7 =1+12# + (5) р РИ 
Согласно задаче 14.30 (^) делится на р” приз > 2. С другой стороны, 
5 


прЕ = р“ не делится на р”. Поэтому др” 0 1 + прЕ = 1 (шо р”). 
Значит, согласно задаче 31.72 х — первообразный корень по модулю р”. 

31.75. Ясно, что $(2р”) = ф(р“). Пусть х — первообразный корень по 
модулю р”. Заменив при необходимости х на х + р°, можно считаль, что т 
нечётно. Достаточно доказать, что х” = 1 (шо4 р“) тогда и только тогда, 
когда д" =1 (шод 2р°). Если 2* =1 (шо р°) и х* =1 (шоа 2), то &* =1 
(шо 2р®). Утверждение в обратную сторону очевидно. 

31.76. Числа 1 и 3 являются первообразными корнями по модулям 2 и 4. 
Остаётся доказать, что если п > 3, то примитивного корня по модулю 2” не 
существует. 

Поскольку ф(2”) = 2"`", достаточно доказать, что ие (шоа 2”) 
при п > 3 для любого нечётного х. Пусть х = 1+2. Тогда <? = 1+41+1) =1 
(по4 8). При п = 3 требуемое утверждение доказано. Предположим теперь, 
что 22" ° = 1+2” где п > 3. Тогда а" "= (14278)? = 142714 +2"Р =1 
(шо 271). 

31.77. Предположим, что х — число, взаимно простое с т. Согласно за- 
даче 31.14 27” =1 (по т), где Г(т) — обобщённая функция Эйлера. По- 
этому достаточно доказалтъ, что если число т не имеет указанного в условии 
задачи вида, то Г(т) < Ф(т). 

Если число т имеет два различных нечётных простых делителя р: и р2, 
то числа р1 —Ти р2 — 1 имеют нетривиальный общий делитель. Поэтому 
НОК(р: — 1, р2 — 1) < (р: -1(р2 - 1) а значит, Г(т) < (т). 

Если т = 2°р8, гдеа 2 2, В 2 1ир — нечётное простое число, то ф(т) = 
= 2° 18 (р-1) иГ(т) = НОК(2° 1, р8-Кр-1)). Числа 2°\ ир-1 имеют 
общий делитель 2, поэтому Ё(т) < Ф(т). 

31.78. Для каждого натурального числа п можно выбрать натуральное 
число Ё так, что 22-2 «п < 22. Тогда 


п(п)/п < п(22*) [п < п(2*") /22*-? = 4 (22*) 22%. 


Поэтому достаточно доказать, что Шик п(22*) /22* = 0. 
Каждое простое число р, удовлетворяющее неравенствам 2-1 хрх2т, 


2т ) = (2т! 


2т-1] — ((2т-1)!)2° 


2т 2” т-1)л(2”")-я(2т-1) 
“> (д.)> По взетуеонет 


2т—1<рх2т 


является делителем биномиального коэффициента, ( по- 


этому 
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Следовательно, 

п(2") — п(2"1) < 2” /(т- 1). (1) 
Просуммируем неравенства (1) для т = +1 А-+2,..., 2К и воспользуемся 
тем, что в этом случае т—1Т >? К, т.е. 2” /(т — 1) < 2" /Е. В результате 
получим 
2+1 4+ 2+2 +... + 228 з 22-1 


Е ОВ 


п(2") — п(2"-1) < 


Ясно также, что п(2*) < 2^. Поэтому 
п(22*) ОЕ 2-1 1 о 


22Е $ рэ + 228 та. 


31.79. Согласно задаче 14.31, если р” делит (, 


ул 
И = Е -. р” < п"), Запишем такие неравенства для всех биномиальных 
коэффициентов с фиксированным п и сложим их. В результате получим 


Е=0 


| то р" < п. Поэтому 


пш2—Ш(п-+ 1 


т.е. (п) > ТЕ 


. Поэтому достаточно доказать, что если п > 201, 


топш2 — ш(п +1) > т, т.е. ш2 -3 > Ши 


ш1(%-+1 
функции е+Ы отрицательна, поэтому указанное неравенство достаточ- 


. При х > 2 производная 
Ул 


но проверить для п = 201. Это делается непосредственными вычислениями: 
2 ш 202 
ш2 550, 02648 и п = 0, 02641. 


31.80. Каждое число р, удовлетворяющее неравенствам п < р < 2т, явля- 


2 
ется делителем биномиального коэффициента ( ‚ поэтому 
п 


п(2п) п (п) < с 2%, 2% 
п < П р< ( а 
п<р<2% 


Прологарифмировав это неравенство, получаем 


п(2п) —п(п) < м. (1) 


Предположим, что для некоторого п уже доказано неравенство 
п 

п(п) < 312 — . Тогда из неравенства (1) следует, что 
пп 


п(2т) < ша +22 =5Ш2—. 
шп ши шп 
2 
Мы хотим доказать неравенство л(2п) < 2 ол. Для этого достаточно 
0\2п 
доказать неравенство 


2 а 5 6 
ш(2п) ““ 


502“ <3ш2 
шп 
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Последнее неравенство переписывается в виде шп > 5 ш2. Оно выполняется 
при п > 95. 

Чтобы можно было применить индукцию, нужно ещё доказать неравен- 
ство 


21-1 


Заметим, что из неравенства (1) и очевидного неравенства л(2%-+1) < л(2п)-+ 
+ 1 следует, что 


2п 12 Зпш2 2п 12 
р 
шп шп шп 
Таким образом, достаточно доказать неравенство 
п 2% +1 
Ш2— +1 Ш2—__ 
Е 
те 1 2в+1 1 
пп 7, пп 
ЗЕ > п Ш(2т-+1’ 


2% {1 


Ясно, что 3 > 6, поэтому достаточно доказать неравенство 


шп шп 


^. пш2 ь ш(21 +1) 


Если п > 55, то выражение в правой части больше 5, 1053, а выражение в 
левой части меньше 5, 1052. 

Чтобы завершить доказательство, нужно непосредственно проверить, 
что утверждение верно для всех п от 55 до 109. После этого можно восполь- 
зоваться тем, что если утверждение верно для некоторого п, то оно верно 
для 2пи 2п + 1. 


Глава 32. 


Многочлены ЦП 


Основная теорема алгебры заключается в том, что любой много- 
член имеет по крайней мере один (комплексный) корень. Из этого с 
помощью теоремы Безу (задача 10.2) легко выводится, что многочлен 
степени п имеет ровно й корней с учётом их кратностей. 

У основной теоремы алгебры есть много разных доказательств. Од- 
но из возможных использует следующую теорему Руше, которая имеет 
и самостоятельный интерес. 


32.1. Пусть фи 9 — многочлены и // — замкнутая несамопересека- 
ющаяся кривая на комплексной плоскости. Докажите, что если 


[У (=) — 9(2)| < |7) + |9) (0 
при всех х Е 7, то внутри кривой ^/ расположено одинаковое количество 
корней многочленов ] и д с учётом их кратностей (Руше). 


32.2. Пусть /(2) = 2" +а12"`1+...+ап, где а; — комплексные числа. 
Докажите, что тогда внутри круга |2| = 1+ тах |а;| расположено ровно 
3 


п, корней многочлена, } (с учётом их кратностей). 


32.1. Разделение корней 


Здесь мы обсудим различные утверждения, позволяющие вычислить 
или хотя бы оценить сверху количество вещественных корней многочле- 
на, расположенных на интервале (а, 5). Формулировки таких теорем ча- 
сто используют понятие числа перемен знака в последовательности ав, 
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а1,...,@п, где @@и = 0. Это число определяется следующим образом. 
Все нулевые члены рассматриваемой последовательности исключают- 
ся, а для оставшихся ненулевых членов вычисляется количество пар 
соседних членов разного знака. 


32.3. Пусть №5) — число перемен знака в последовательности 
1(х), 1'(+),..., 1 (т), где } — многочлен степени п. Докажите, что то- 
гда число корней многочлена ] (с учётом их кратности), заключённых 
между аи 6, где (а) = 0, }(5) = Оиа < 6, не превосходит №(а) — №(5), 
причём число корней может отличаться от №(а) — №(5) лишь на чётное 
число (Фурье-Бюдам). 


32.4. Докажите, что количество положительных корней многочлена 
1(х) = аох" + ах” +... + ав не превосходит числа перемен знака в 
последовательности ао, а1,..., ап (правило Декарта). 


32.5. Докажите, что если в многочлене отсутствуют 2т последовал 
тельных членов (т.е. коэффициенты при этих членах равны нулю), то 
у этого многочлена не менее 2т мнимых корней, а если отсутствуют 
2т + 1 последовательных членов, то в случае, когда их заключают чле- 
ны разного знака, многочлен имеет не менее 2т мнимых корней, а в 
случае, когда их заключают члены одного знака, многочлен имеет не 
менее 271 + 2 мнимых корней (де Гуа). 

Рассмотрим многочлены }(1) и (1) = }’(+). Будем искать наи- 
больший общий делитель многочленов } и А по алгоритму Евклида: 


Л=@л- Л, 
Л =ФЬ - Ъ, 
[и-—2 = Чип и1 —— №» 
1 — Ф. 
Последовательность }, 1,..., м1, п называют последовательностью 


Штурма многочлена {. 


32.6. Пусть (5) — число перемен знака в последовательности } (5), 
1 (1),..., (2). Докажите, что количество корней многочлена ] (без 
учёта их кратности), заключённых между а и 6, где (а) 2 0, 1 (5) #0 
иа < 5, в точности равно (а) — %(5) (Штурм). 


32.7. Докажите, что корни производной многочлена Р принадлежат 
выпуклой оболочке корней самого многочлена, Р (Гаусс-Люка). 
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32.8. Пусть Р(2) = (2—11)-....(2—тп), гдехт <... < хи. Докажите, 
что если некоторый корень 1; заменяется на 1, Е (5х; х1), то все корни 
производной многочлена, Р увеличиваются. 


32.2. Неприводимые многочлены 


Иногда возникает потребность рассматривать многочлены не толь- 
ко с действительными или целыми коэффициентами, но и с коэффи- 
циентами в произвольном поле или коммутативном кольце. Кольца и 
поля — это множества, в которых есть операции сложения и умноже- 
ния. В кольцах, в отличие от полей, нет операции деления. Например, 
действительные или рациональные числа образуют поле, а целые числа, 
— только кольцо, потому что отношение двух целых чисел не всегда, 
является целым числом. 

Точные определения таковы. Кольцо К’ — это множество, в котором 
для любых двух элементов х и у определены их сумма х + у и произве- 
дение ху (они тоже являются элементами К’). Эти операции обладают 
следующими свойствами: 


® Т+-у=у-х (коммутативность сложения); 
® (фу += (у-+ 2) (ассоциативность); 


® в К существует нулевой элемент 0, для которого т + 0 = т для 
любого х из К; 


® для любого элемента х из К существует противоположный эле- 
мент —т, для которого х + (—х) = 0; 


® (у 2) Е ХУ али (фу); = 12 + уз (дистрибутивность умно- 
жения относительно сложения). 


Кольцо К называют коммутативныеи, если умножение в нём ком- 
мутативно, т.е. у = уф для любых элементов 1 иу из К. 

Кольцо КА называют ассоциативные, если умножение в нём ассоци- 
ативно, т.е. (19): = 5(у2) для любых 1, уиз из К. 

Элемент 1 кольца К называют единицей, если 1х = 11 = х для 
любого элемента х кольца К. 

Говоря о кольцах, мы всегда будем подразумевать коммутативные 
ассоциативные кольца с единицей. 
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Полем называют коммутативное ассоциативное кольцо с единицей, 
в котором для каждого элемента 5 = 0 сушествует обратный элемент 
х |, для которого 1х1 = 1. 

Поле К называют подполем поля К (обозначение: Е С К; К при 
этом называют расиирением поля К), если каждый элемент поля Ё од- 
новременно является элементом поля К, причём операции сложения и 
умножения для элементов Ё будут теми же самыми, если мы рассмо- 
трим их как элементы А; нулевой элемент и единица в К те же самые, 
чтоив К. Например, поле рациональных чисел является подполем поля 
действительных чисел. 


Пусть фи д — многочлены с коэффициентами из поля К. Говорят, 
что многочлен } делится на многочлен д, если } = 91, где № — неко- 
торый многочлен (с коэффициентами из поля К). 

Многочлен 4 называют общим делителем многочленов } и 9, если 
Ги 9 делятся на 4. Общий делитель 4 многочленов } и д называют 
наибольшим общим делителем многочленов } и 49, если он делится на 
любой общий делитель многочленов } и д. Ясно, что наибольший общий 
делитель определён однозначно с точностью до умножения на ненулевой 
элемент поля К. 

Наибольший общий делитель 4 = (],9) многочленов } и 9 можно 
найти с помощью следующего алгоритма Евклида. Для определённо- 
сти будем считаль, что дер } > 4ед д. Пусть т1 — остаток от деления 
{ на д, г2 — остаток от деления 9 нат, ..., тыр: — остаток от деле- 
ния Г;_1 на гу. Степени многочленов г; строго убывают, поэтому для 
некоторого п получим Ги 1 = 0, т.е. г„_1 делится на г». При этом фид 


делятся на т», так как на г„ делятся многочлены Г„_1,Ти_2,... Кроме 
того, если } и д делятся на некоторый многочлен Й, то т, делится на Й, 
так как на й делятся многочлены 11,72,... Таким образом, ги = (19). 


Непосредственно из алгоритма Евклида вытекают важные след- 
ствия, которые мы сформулируем отдельно. 

а) Если 4 — наибольший общий делитель многочленов } и 9, то 
найдутся такие многочлены а и 6, что 4 =а} + 69. 

6) Пусть { и 9 многочлены над полем К С К. Тогда если у много- 
членов } и десть нетривиальный общий делитель над полем К, то у 
них есть нетривиальный общий делитель и над полем К. 

Многочлен } с коэффициентами из кольца К называют приводимым 
над К, если } = 91, где ди А — многочлены положительной степени с 
коэффициентами из кольца К. В противном случае многочлен } назы- 
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вают неприводимым над К. 

Пусть = Д..... Л, — некоторое разложение многочлена } над по- 
лем К на множители }1,..., /», являющиеся многочленами над полем К. 
От разложения на множители с произвольными коэффициентами мож- 
но перейти к разложению со старшим коэффициентом 1. В самом деле, 


если }:(2) = а:2й +... — многочлен над полем &, то 9; = а} — то- 
же многочлен над полем к, причём его старший коэффициент равен 1. 
Поэтому разложение } =} -.... › можно заменить на разложение } = 
= а91 -...: 9, гдеа = а1.....а,. Мы не будем различаль два разложения 


такого вида, отличающиеся лишь порядком множителей. 


32.9. Докажите, что если многочлен 4г делится на неприводимый 
многочлен р, то один из многочленов 4 и г делится на р. 


32.10. Пусть Ё — поле. Докажите, что у многочлена ](5) с коэффи- 
циентами из К есть разложение на неприводимые множители, причём 
это разложение единственно. 

Для кольца, целых чисел неприводимость многочленов определяется 
точно так же, как и в случае поля, т.е. многочлен }(5) с целыми ко- 
эффициентами неприводим над кольцом целых чисел, если его нельзя 
представить в виде произведения многочленов положительной степени 
с целыми коэффициентами. Но в случае кольца целых чисел не всегда, 
можно поделить коэффициенты многочлена на старший коэффициент; 
можно лишь поделить коэффициенты на наибольший общий делитель 
всех коэффициентов. Это приводит к следующему определению. Пусть 
{(х) = а; где а; — целые числа. Наибольший общий делитель ко- 
эффициентов а0,..., ап называют содержанием многочлена }. Содер- 
жание многочлена, ] обозначают соц (]). Ясно, что } (1) = со (})9(х), 
где д — многочлен с целыми коэффициентами и с содержанием 1. 


32.11. Докажите, что со ({9) = со ( }) соп(9) (лемма Гаусса). 


32.12. Докажите, что многочлен с целыми коэффициентами непри- 
водим над кольцом целых чисел тогда, и только тогда, когда он непри- 
водим над полем рациональных чисел. 


32.13. Пусть /(5) = ви +а:х +... +а»л” — многочлен с целыми 
коэффициентами, причём для некоторого простого числа р коэффици- 
ент а» не делится на р, коэффициенты а0,...,@ап_1 делятся на р, но 
коэффициент ао не делится на р?. Тогда } — неприводимый многочлен 
(признак Эйзенштейна). 


32.14. Докажите, что если р — простое число, то многочлен }(1) = 
= РР? +... + + 1 неприводим. 
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32.3. Симметрические многочлены 


Многочлен ](х1,..., хп) называют симметрическим, если для любой 
подстановки о Е 5, выполняется равенство 


| = 1 (21,... 5). 


Основным примером симметрических многочленов служат элемен- 
тарные симметрические многочлены 


дь(т1,.... Тв) = › Хи‘... Та, 
11<...< 


где 1 < Ё < п; удобно считать, что 0% = Ти 0%(21,....5.) = 0 при 
ЕП. 

Элементарные симметрические многочлены можно задавать с помо- 
щью производящей функции 


со 5 
(8 = У ‘ов = [[а+5). 
к=0 4=1 
Если 51, ..., Яо — корни многочлена 1” + аа" +... + ав, то 


Е р 
объ (21, ня бп) 2 (-1) ак. 
Другим примером симметрических многочленов служат полные 0д- 
нородные симметрические многочлены 


Рк(т1,.... 50) = У` И... д”. 


41+...Н = 
Им соответствует производящая функция 
со 5 
р = У рик = [ (1-1). 
к=0 4=1 


Важным примером симметрических многочленов служат также 
степенные суммы 


ВСесионИ ) СЕиИ, 


Им соответствует производящая функция 


со 5 
8(® = У` НР У = -в)". 
к—0 1 


Иногда, используются мономиальные симметрические многочлены 


—_ я = 
нов (сев › т) °.. Фи). 
сЕ5» 
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ь 
ь 


. 


32.15. Докажите, что если а+- 6+ с +а4=2и - + а 


1 
+-+- =2, то 
с 
ты 1 

1-а го 1с 11а 


32.16. Докажите, что 


32.17. Докажите, что 
5 
При = У` 5тРи-т. 
т=1 


32.18. Пусть 84 = 2 +...+ Пе Докажите, что 


—1 
Поп = $81011 — 5201—2+...- (—1)” 5,00 


(формулы Ньютона). 


32.19. Сумма трёх целых чисел т, у, д равна нулю. Докажите, что 
2(2‘* +9 +2“) — квадрат целого числа. 

32.20. Целые числа 11,...25 таковы, что 21 +...+25 из? +...+12 
делятся на нечётное число п. Докажите, что 15 +...+18 — 511...15 
тоже делится на п. 


32.21. Пусть 21, 12, Хз — корни многочлена 13 + рх + 4. Вычислите 
81 = Яр +15 +15 дляп=1,2,..., 10. 

32.22. Пусть а = 6+ с-+а, х2 = —(а-+6-+с), хз =а-—4, и = а-+с-+а, 
у2 = —(а+0 +4) иуз =6- с. Пусть, далее, В +рЁ +91 и В +р2+42 — 
многочлены с корнями 11, 12, 13 и 1, у2, Уз соответственно. Докажите, 
что ру = р2 тогда и только тогда, когда а4 = 6с. 

32.23. Пусть рп = 6 +с+а)" + (а+ 6+0)" + (а - а)?" - (а+ 
+с+а)?” — (а+ь+а)?” - (5 — с)?", причём а4 = $с. Докажите, что 
2 = и =0и 64} 10 = 452 (тождества Рамануджана). 
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32.24. а) Пусть [(11,....2п) — симметрический многочлен. 
Докажите, что сушествует многочлен 9(у1,...,уп), для которого 
1(1,....20) = 9(01,...,0%). При этом многочлен 9 единствен (основ- 
ная теорема о симметрических многочленах). 

6) Докажите, что если ](х1,..., хп) — симметрический многочлен с 
целыми коэффициентами, то }(51,..., п) = 9(01,...,0%), где 9 — тоже 
многочлен с целыми коэффициентами. 

Из основной теоремы о симметрических многочленах следует, что 
если т1,..., ти — корни многочлена 1” + а15"`'+...+ат, то величина 


р = Пе г 8; 
<} 
представляющая собой симметрический многочлен от 11,..., Хи, поли- 
номиально выражается через а1,...,@в. Эту величину называют дис- 
криминантом многочлена. 
Назовём многочлен ](х1,..., 2.) кососимметрическим, если 


ое Ре ее 


т.е. при перестановке любых двух переменных х; и т; многочлен ме- 
няет знак. Примером кососимметрического многочлена служит А = 
= Пе: - =. 

< 

32.25. Докажите, что любой кососимметрический многочлен 
1(11,....Хп) можно представить в виде 


А(хт,...,50)9(21,... бт), 


где 9 — симметрический многочлен. 

Пусть Л = (Л1,..., А) — разбиение, т.е. упорядоченный набор це- 
лых неотрицательных чисел ЛА! 2 Л 2... 2 Ли 2 0. Положим |А| = А! + 
+...-+ Л». Будем считаль, что Л > п, если М +...+ Лк 2 ш+... + Ик 
при =1,2,...,п. 

Каждому набору А можно сопоставить однородный симметрический 
многочлен 


1 Ас Аг (м 
М»(ал,... т) = д У а (1) 
^ оЕБь 


Степень этого многочлена равна |Л|. 


412 Глава 32. Многочлены П 


Например, если Л = (1,...,1), то Мл(11,..-, 5.) = Жь-... 40. В 
самом деле, сумма (1) в этом случае состоит из п! слагаемых ху -....Хп. 
А если Л = (п,0,...,0), то Мл(а1,...,2.) = (20 ....: 27) п. В самом 


деле, сумма (1) в этом случае состоит из (п — 1)! слагаемых 27, (п-— 1! 
слагаемых 15 ит.д. 


32.26. Докажите, что неравенство 
М»(т) > Ми(т) (2) 


выполняется при всех 1 = (51,...,5п) с положительными {1,..., 2 в 
том и только том случае, когда |Л| = |и| и > и. При этом равенство 
достигается лишь в том случае, когда А =дих1 =... = хи (Мюрхед). 


32.4. Многочлены Чебышеёва 


32.27. Докажите, что с0$ пф полиномиально выражается через соз ф, 
т. е. существует такой многочлен Т»(5), что Т»,(5+) = созпф при 
д = с03ф. 

Многочлены Т»(5) из задачи 32.27 называют многочленами Чебы- 
шёва. 


32.28. Вычислите многочлены Чебышёва Т„(х) при п < 5. 


32.29. Докажите, что |[Ти(х)| < 1 при х < 1. 


32.30. Докажите, что Т»(х) = 27147 + а147 1+... + ав, где 
@1,..., ап — целые числа. 
32.31. Пусть Р‚„(х) =" +... — многочлен степени п со старшим 


коэффициентом 1, причём |Р„(х)| < т при |1| < 1. Тогда Р‚„(5) = 
1 

опт 
няющийся от нуля на интервале [-—1, 1] многочлен степени п со старшим 
коэффициентом 1.) 


1 
Т» (2). (Иными словами, многочлен эв=ГТь (%) — наименее укло- 


32.32. Докажите, что многочлены Чебышёва Т»(1) и Тш(х) обладал 
ют следующим свойством: Т»(Тт(х)) = Тт(Ть(х)). 
2 
32.33. а) Пусть п = 26 +1. Докажите, что число со$ (==) для 
любого целого [ является корнем многочлена Ть-.1(5) — Ть(х). 
2 
6) Пусть п = 2%. Докажите, что число соз (5=) для любого целого 


1 является корнем многочлена, Ть-1 (5) — Ть-1(1). 
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32.34. а) Вычислите многочлены Ть+1(5) — Тк(х) при К < 4. 
2 
6) Докажите, что числа со8 = и с0$ = являются корнями многочле- 
на 41? +25 — 1. 


2п Ат бп 
в) Докажите, что числа соз =, с08 = и со$ = являются корнями 


многочлена 823 + 4%? — 45 — 1. 


2 4п 8п 
г) Докажите, что числа соз 9 05 < и со < являются корнями 


многочлена 823 — 6х + 1. 

В некоторых случаях вместо многочлена Т„(5) удобно рассматри- 
вать многочлен Р,(х) = 2Т,(5/2) со старшим коэффициентом 1. Мно- 
гочлены Р„(5) удовлетворяют рекуррентному соотношению Р;„1(1) = 
= #Р, (1) - Р,_1(1), поэтому Р,(х) — многочлен с целыми коэффици- 
ентами. 

Если 5 = с08 ф-+1щшф = е®, тох+2_ 
Поэтому Р(#2+2_") = 2Т, (соз ф) = 2 сов пр = #8 += 
Р,» (1) соответствует полиномиальному выражению величины 2” + 27 


через 2 +271. 


1 = 2 сори" п = 2 с03 пр. 


п, т.е. многочлен 
5 


32.35. С помощью многочленов Р, докажите следующее утвержде- 
ние: если оба числа а и соз(от) рациональны, то число 2 соз(ат) целое, 
т.е. соз(аж) = 0, +1/2 или =1. 

См. также задачу 29.55. 


32.5. Алгебраические и трансцендентные 
числа 


Комплексное число и называют алгебраическим, если оно является 
корнем неприводимого многочлена с рациональными коэффициентами. 
Если старший коэффициент этого многочлена равен 1, а все остальные 
коэффициенты — целые числа, то число а называют целььм алгебрач- 
ческим. 

Комплексное число а, которое не является алгебраическим, называл 
ют трансцендентным. 

Каждому алгебраическому числу а соответствует единственный не- 
приводимый многочлен } со старшим коэффициентом 1. Корни этого 
многочлена называют числами, сопряжёнными с а. 

Назовём многочлен умипарным если его старший коэффициент раз 
вен 1. Несложно показать, что если а — корень произвольного (т.е. не 
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обязательно неприводимого) унитарного многочлена с целыми коэф- 
фициентами, то © — целое алгебраическое число. Иными словами, если 
унитарный многочлен с целочисленными коэффициентами представлен 
в виде произведения двух унитарных многочленов с рациональными ко- 
эффициентами, то все эти рациональные коэффициенты — целые числа. 
Это утверждение — одна из возможных формулировок леммы Гаусса, 
(задача 32.11). 


32.36. Пусть то — корень многочлена, 
—1 
ао" + ат” +... + ах + а =0 
с целыми коэффициентами @0, @1, ..., ап. Докажите, что число аото 
целое алгебраическое. 


32.37. Пусть а — корень неприводимого многочлена /(5) = апх" + 
+аи—15”1+...-+ ао, где п > 2. Докажите, что существует такое число 


[@ 
с> 0 (зависящее только от а), что |а—#| > дп ДлЯ любого целого ри 


натурального 4 (теорема Лиувилиля). 


со 
32.38. Докажите, что число @ = У` 2^! трансцендентное (Лиу- 
&—0 
вилль). 

32.39. а) Пусть ах и В — алгебраические числа, ф(х,у) — произ- 
вольный многочлен с рациональными коэффициентами. Докажите, что 
тогда ф(а, 8) — алгебраическое число. 

6) Пусть а и В — целые алгебраические числа, ф(х,у) — произ- 
вольный многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что тогда 
(а, 8) — целое алгебраическое число. 

В частности, если а и В — алгебраические числа (целые алгебраиче- 
ские числа), то аВ и а -Е В тоже алгебраические числа, (целые алгебраи- 
ческие числа). Кроме того, если @ 7 0 — алгебраическое число, то а 
тоже алгебраическое число. В самом деле, если © — корень многочлена 
У`акл^ степени п, то а" — корень многочлена >`акл”_". Но если @ 
— целое алгебраическое число, то число @_" не обязательно целое ал- 
гебраическое. Таким образом, алгебраические числа образуют поле, а 
целые алгебраические числа образуют кольцо. 


32.40. Пусть а и В — алгебраические числа, связанные соотношени- 
ем ф(а, В) = 0, где ф — многочлен с рациональными коэффициентами. 
Тогда для любого числа @а;, сопряжённого с а, найдётся число Ву, со- 
пряжённое с В, для которого ф(а, В;) = 0. 
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32.41. Пусть а — корень многочлена 
—1 
1(%) = 1? + В 1х +...+ 90, 
где 0о,..., Ви_—1 — целые алгебраические числа. Тогда © — целое алге- 
браическое число. 
Алгебраическое число © называют вполне вещественным, если все 


сопряжённые с ним числа вещественны. Иными словами, все корни не- 
приводимого многочлена с корнем а вещественны. 


32.42. Докажите, что число а = 2 соз(Ёт /п) вполне вешественно. 


32.6. Присоединение корня многочлена 


Пусть & — подполе поля комплексных чисел, }(1) — многочлен с 
коэффициентами из К. Если корень с многочлена }(1) не принадлежит 
К, то можно рассмотреть наименышее поле, которое одновременно со- 
держит К и а. Это поле обозначают К(а). При этом говорят, что оно 
получено из К присоединением ©. Поле, которое получается присоедине- 
нием всех корней многочлена }(5) называют полем разложения этого 
многочлена (над полем К). 


32.43. Пусть /(5) — неприводимый многочлен степени п над полем 
К, а — некоторый его корень. Докажите, что поле К(@) состоит из чисел 


вида сила" + спа"? +...+ ва + со, где са, ..., Сп_1 — числа из 
поля К. 

32.44. Пусть /(5+) — неприводимый многочлен степени п над по- 

. т 

лем Ё, а — некоторый его корень. Докажите, что если за спа" = 
На а 41 — |: 
и о числа из поля К, то 
Ст = ат длят =0,1,.... п-1. 

Решения 


32.1. Рассмотрим на комплексной плоскости векторные поля %(2) = {(2) 
иш(2) = 9(2). Из условия (1) следует, что ни в какой точке кривой ^/ векторы 
4 и ш не являются противоположно направленными. 

Индексом" кривой ^у относительно векторного поля % называют количе- 
ство оборотов вектора %(2) при полном обходе точки 2 вдоль кривой 5. Рас- 
смотрим векторное поле 1+ = ® + (1-— В. При этом 50 = ши =ч. Ясно 


1 Для более подробного знакомства со свойствами индекса мы советуем обратить- 
ся к главе 6 книги В.В.Прасолов, Наглядная топология, МЦНМО 1995. 
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также, что в любой точке р Е 7 вектор %+(2) ненулевой. Это означает, что 
для кривой ^у определён индекс ш4(+) относительно векторного поля 1+. Целое 
число ша({) непрерывно зависит от $, поэтому ша(#) = сопз6. В частности, 
индексы кривой 7) относительно векторных полей + и ш совпадают. 
Несложно показать, что индекс кривой 7) относительно векторного поля 
% равен сумме индексов особых точек, в которых %(2) = 0. (Индекс особой 
точки 20 определяется как индекс кривой |2 — 20| = 5, где = достаточно мало.) 
Для векторного поля %(2) = {(2) индекс особой точки 2о равен кратности 
корня 2о многочлена }. Таким образом, из совпадения индексов кривой 7 
относительно векторных полей %(2) = }(2) и ш(2) = 9(2) следует, что внутри 
кривой // расположено одинаковое количество корней многочленов {и д. 


32.2. Пусть а = шах |а:|. Многочлен 9(2) = 2” имеет внутри рассматри- 
ваемого круга корень 0 кратности п. Поэтому достаточно проверить, что 
если |2| = 14а, то |{(2) — 9(2)| < |{(2)| + |9(2)|. Мы даже докажем, что 
|1 (=) — 9(2)| < [9(2)], те. 


[12° 


+... На < |2. 
Ясно, что если |2| = 1 +а, то 


ь РЕ п—1 
[ат +... На| За(|2" и да 


= 2“ -1<|2”. 

32.3. Пусть точка х движется по отрезку [а, 6] от ак. Число №х) из- 
меняется лишь в том случае, когда х проходит через корень многочлена {(”) 
при некотором т < п. 

Рассмотрим сначала случай, когда точка х проходит через т- 
кратный корень хо многочлена }(х). В окрестности точки хо 
многочлены {(х), }'(2),..../“)(т) ведут себя приблизительно как 
(х — 20)" 9(10), (& — хо)" ‘19 (хо),....т!9 (50). Таким образом, при х < 40 
в этой последовательности происходит г перемен знака, а при х > 40 в 
этой последовательности перемен знака не происходит (имеется в виду, что 
точка х достаточно близка к 20). 

Предположим теперь, что точка х проходит через т-кратный корень 
хо многочлена {(”), не являющийся корнем многочлена {”_® (при этом 
хо может как быть корнем }, так и не быть корнем [). Требуется дока- 
зать, что при проходе через хо число перемен знака в последовательности 
1-1 (), 1" (х),..., 1") (2) изменяется на неотрицательное чётное чи- 
сло. В окрестности точки хо эти многочлены ведут себя приблизительно как 
Е(то), (2 — го)"С(хо), (х — то)" ‘тС(то),...,т!С (хо). Если исключить Е(хо), 
то в оставшейся последовательности при х < то происходит ровно г перемен 
знака, а при х > хо перемен знака не происходит. Что же касается первых 
двух членов, Е(то) и (х — 10)"С(х0), то в случае чётного г число перемен 
знака при 5 < 10 и при т > 10 одно и то же, а в случае нечётного г число 
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перемен знака при х < хо на 1 больше или меньше, чем при 5 > 50 (в за- 
висимости от того, имеют ли Е(то) и С(хо) один и тот же знак или разные 
знаки). Итак, при чётном г изменение числа перемен знака равно г, а при 
нечётном г изменение числа перемен знака равно г + 1. В обоих случаях это 
изменение чётно и неотрицательно. 


32.4. Так как /(")(0) = г!а,_„, то №(0) совпадает с числом перемен знака 
в последовательности коэффициентов многочлена }. Ясно также, что №(+ 
со) = 0. 

32.5. Непосредственно следует из задачи 32.3. 


32.6. Рассмотрим сначала случай, когда многочлен } не имеет кратных 
корней (т.е. многочлены } и }’ не имеют общих корней). В таком случае м 
— некоторая ненулевая константа. 

Проверим сначала, что если мы проходим через один из корней многочле- 
нов Д,..., ж—1, то число перемен знака не изменяется. В рассматриваемом 
случае соседние многочлены не имеют общих корней, т.е. если },(<) = 0, 
то }+ +1 (а) 2 0. Кроме того, из равенства }„—1 = 4,1, — }.+1 следует, что 
1 (а) = — +1 (а). Но в таком случае число перемен знака в последователь- 
ности }„_1 (а), Е, }.+1 (<) равно 2 как при = > 0, так и при = < 0. 

Будем двигаться от а к 6. Если мы проходим через корень хо многочле- 
на }, то сначала числа }(т) и }’(х) будут разного знака, а потом эти числа, 
будут одного знака. Таким образом, количество перемен знака в последова- 
тельности Штурма уменьшается на 1. Все остальные перемены знака, как 
уже было показано, при прохождении через точку хо сохраняются. 


Рассмотрим теперь случай, когда многочлен } имеет корень хо кратно- 
сти т. В таком случае } и } имеют общий делитель (2—50)”_\, поэтому мно- 
гочлены [1,...,/, делятся на (&—50)"`". Поделив }, й,..., }* на (5—20)”', 
получим последовательность Штурма ф, ф1,...,ф, для многочлена ф(х) = 
= {(2)/(5 — хо)". Многочлен ф имеет некратный корень хо, поэтому при 
прохождении через хо число перемен знака в последовательности ф, ф1,...,Ф»ь 
увеличивается на 1. Но при фиксированном х последовательность }, }1,..., [№ 
получается из последовательности ф,ф1,...,Ф’ умножением на константу, 
поэтому число перемен знака в этих последовательностях одно и то же. 


32.7. Пусть Р(2) = (2-21)... : (2 — 20). Легко проверить, что 
р! 1 1 
А 


Р(=) 1 2-2’ 


(1) 


Предположим, что Р’(ш) = 0, Р(ш) 2 0и ш не принадлежит выпуклой 
оболочке точек 21,...,2п. Тогда через точку ш можно провести прямую, 
не пересекающую выпуклой оболочки точек 21,...,2п. Поэтому векторы 
—21,..., 2. лежат в одной полуплоскости, заданной этой прямой. Следова- 


тельно, в одной полуплоскости лежат и векторы ‚.... —___, поскольку 
1—1 1—2 
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Е а Следовательно, ве Вы Эльза ее > 0. Получено проти- 

2 [#2 Р(2) 2-я 2—2 

воречие. Поэтому и принадлежит выпуклой оболочке корней многочлена Р. 
32.8. Пусть 21 < 12 <... < 2.1 — корни производной многочлена, с 

корнями 11,..., Жи, а 21 <<... < #/._1 — корни производной многочлена 

с корнями #1,...,21,....Ти. Для корней 2к и 2, соотношение (1) принимает 

вид 


т т 
еее У =6 (2) 
1 Як — 9: 1 Як —9; 
Предположим, что утверждение неверно, т.е. 2, < дк для некоторого К. 
Тогда 2, —1, < гк —х:. При этом числа 24, —1/, и 2к — 1; одного знака. В самом 
деле, 2; < 1:, 2: < 2; при] <{—1и 2; > ть 2: > 2; при 7 > +. Следовательно, 


1 


< —— — при всех 1 =1,..., п. Но в таком случае соотношения (2) не 


Як — 1 2—1, 
могут выполняться одновременно. 

32.9. Пусть многочлен 4 не делится на р. Тогда (р, 4) = 1, т.е. существуют 
такие многочлены а и 6, что ар + 64 = 1. Умножив обе части этого равенства 
на г, получим арт + 64т = г. Многочлены рг и дг делятся на р, поэтому г 
делится на р. 


32.10. Существование разложения легко доказывается индукцией по п = 
= 4её }. Прежде всего отметим, что для неприводимого многочлена } тре- 
буемое разложение состоит из самого многочлена }. При п = 1 многочлен } 
неприводим. Пусть разложение существует для любого многочлена степени 
меньше п и } — многочлен степени п. Можно считать, что многочлен } при- 
водим, т.е. } = 9в, где дез д < п и дез в < п. Но тогда разложения для дий 
существуют по предположению индукции. 

Докажем теперь единственность разложения. Пусть ад1-...-9з = 6Йл:...-Йь, 
гдеа, 6 еки д1....,9.,№,..., № — неприводимые многочлены над К со стар- 
шим коэффициентом 1. Ясно, что в таком случае а = 6. Многочлен д1... 9 
делится на неприводимый многочлен #1. Это означает, что один из много- 
членов 91,...,9з делится на 1. Чтобы убедиться в этом, достаточно восполь- 
зоваться задачей 32.9. 

Пусть для определённости 91 делится на й1. Учитывая, что 91 и № — 
неприводимые многочлены со старшим коэффициентом 1, получаем 91 = 11. 
Сократим обе части равенства 91 ....` 9: = №1... - Йь на 91 = Вл. После 
нескольких таких операций получим $ =фи 91 = №, ..., 4 = №,, где 
[41,....88} = {1,..., 3}. 

32.11. Достаточно рассмотреть случай, когда сопё(}) = соп(9) = 1. В са- 
мом деле, коэффициенты многочленов }, и 9 можно разделить на сопё(]) 
и с0пб(9), соответственно. 

Пусть 1(2) = У", 9(2) = У\Ыл", }9(т) = Ус". Предположим, что 
со (19) =4> Тир — простой делитель числа 4. Тогда все коэффициенты 
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многочлена }д делятся на р, а у многочленов } и д есть коэффициенты, не 
делящиеся на р. Пусть а, — первый коэффициент многочлена, }, не делящийся 
нар, 6, — первый коэффициент многочлена, д, не делящийся на р. Тогда 


Ст = а. б: + аа 6 8—1 + а. +268 —2 +... + а+-—16 +1 а» 263 +2 +... = 
= а,6. Е 0 (шоа р), 


так как 


1 = 6. 2=...Е%=0 (тор), а, Еа,-2=... Е %=0 (шоар). 


Получено противоречие. 


32.12. Пусть { — многочлен с целыми коэффициентами и } = 91, где 
9,В — многочлены с рациональными коэффициентами. Можно считать, что 
сот (}) = 1. Выберем для многочлена 9 натуральное число т так, что мно- 
гочлен т9 имеет целые коэффициенты. Пусть п = со (19). Тогда рацио- 
нальное число г = т/п таково, что многочлен гд имеет целые коэффициенты 
и соб (г9) = 1. Аналогично выберем положительное рациональное число $ 
для многочлена й. Покажем, что в таком случае г5 = 1, т.е. разложение } = 
= (19)(5№) является разложением над кольцом целых чисел. Действительно, 
согласно лемме Гаусса соп&(г9) сощ(5й)) = сош(т591), т.е. 1 = сощ(тз}). Учи- 
тывая, что соп$( }) = 1, получаем гз = 1. 


32.13. Предположим, что 


= 9 = (> вы) (У аа!) з 


причём ди й — многочлены положительной степени с целыми коэффициента- 
ми. Число 60со = ао делится на р, поэтому одно из чисел $0 и со делится на р. 
Пусть, для определённости, 6о делится на р. Тогда со не делится на р, так как 
ао = осо не делится на р?. Если все числа 6; делятся на р, то а» делится на р. 
Поэтому 6; не делится на р при некотором 1, где 0 < 1< 4е= д < п; можно 
считать, что $ — наименьший номер числа, 6;, не деляшегося на р. С одной 
стороны, по условию число а; делится на р. С другой стороны, а; = В; со + 
+6; 1е1-+...-Н с, причём все числа 6; —1с1,...,бос; делятся на р, а число 6; со 
не делится на р. Получено противоречие. 


32.14. К многочлену 
_ @ОР-Е _ ра Р\ р-2 р 
и + ( = и а 
можно применить признак Эйзенштейна. 


32.15. Пусть ок — Ё-я элементарная симметрическая функция от а, 6, с, 
а. По условию 91 =2и 93 = 04. Поэтому 
1 1 1 т 4 — 301 + 202 — 03 


о = = 
1-а 1-6 1-с 1-—а 1-—д1 + 02 — оз + 04 


4—6- 202 — 204 


0. 
1- 2+ 02 — 202 + д4 
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32.16. Производящие функции с(Р и р(Р) связаны соотношением 
о(Ир(—+) = 1. Приравнивая коэффициенты при #*, п > 1, в левой и правой 
части, получаем требуемое. 


32.17. Производящая функция 3({) выражается через р({) следующим 


образом: 


9 = ЧырО РО, те. «ФАО =Р. 


Приравнивая коэффициенты при и получаем требуемое. 


32.18. Первое решение. Требуемое равенство можно переписать в 
виде 
300% — 819 %—1 + 3290%—2 +... + (—1)” по о = 0. 


п—Е : 
Произведение з„_кок состоит из членов вида 1; ‘тд ...жл,. Юсли $ совпа- 


дает с одним из чисел д, ..., №, то этот член сокращается с членом 
21 (1 ...2:...2),) произведения зи_к410ь—1 (символ &; означает, что 
число х; исключено из произведения), а если 1 отлично от 11, ..., к, то этот 
член сокращается с членом (тр ...Фр,) произведения зп—к—1Обь-л. 
Второе решение. Производящая функция 3($) выражается через (+) 


следующим образом: 
8(—Ю=-—Шшо( =--^^, т.е. з(-Во(® = —о'(®. 


И 


Приравнивая коэффициенты при ‚ получаем 


п 


поп = » (—1)" "в.ож-». 


т=1 


32.19. Пусть 01 = + у+а, 92 = ту + уз + 2х, аз = 12 и зь = же + 
+ И + =*. Запишем формулы Ньютона для п =1, 2 и 4, учитывая при этом, 
ЧТо 91 = $1 = 0. В результате получим 202 = —32 И 34 + 3202 = 0. Значит, 
234 = —82(2а2) = 82. 


32.20. Запишем формулы Ньютона 01 = 81 и 292 = 8101 — 32. По условию 
числа о1 = 31 и 32 делятся на п. Значит, 202 тоже делится на п. А так как 
число п нечётно, то о2 делится на п. Запишем теперь формулу Ньютона 505 = 
= 3104 — $8203 + 3342 — 3401 + 35. Числа $104, $203, $392, $401 делятся на п, 
поэтому $35 — ба5 делится на п. 


32.21. Равенство 2713 + рх?"! + 47 = 0 показывает, что имеет место 


рекуррентное соотношение 3и-+з + рзи+1 + 48, = 0. Ясно также, что 50 = 
1 1 т2хз + х1тз + 2122 р 

= З из! = 0. Кроме того, 8—1 = — + М = = --. 
1 12 хз 115253 а 

'Теперь можно вычислять зи, пользуясь известными значениями 8—1, 30, $1 И 


рекуррентным соотношением. В результате получим $2 = —2р, 33 = -—34, 
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ва = 2р?, 35 = 54, 36 = —2р3 + 347, вт = —7р?4, вв = 2р* — 8р4?, зо = 
= 9р34 — 34°, з10 = —2р° + 15р?4?. 

32.22. Ясно, что р: = 2122 + (21 + 12)з = 2122-28 = —(6+с+а)(а+ь+ 
+) (а-а)? и р› = —(а+с-+а)(а+6-+а)-(5—с)?. Поэтому р: —р> = З(аа—6‹). 

32.23. Определим числа т1, 12, хз, ча, у2, уз и многочлены В ра 
ие+ р2Е + 42, как в условии задачи 32.22. Согласно этой задаче р1 = ро, 
поскольку а4 = 6с. Положим р! = р2 =р. 

Пусть зи = 27 +272 +28 и зи = У + +1. Тогда [2 = 821 — 82%. В 
задаче 32.21 получены выражения для 3, при п < 10. Воспользуемся этими 
выражениями. Числа $2 и 54 зависят только от р, поэтому [2 = 4 = 0. Далее, 
[в = 3(а1 — 42), /з = 8р(45 —41) и ро = 15р"(4! - 42). Поэтому 64/5 Ло = 
= 45(8р(а? — 42))* = 45. 


32.24. а) Достаточно рассмотреть случай, когда } — однородный много- 


м Е 
член. Будем говорить, что моном 5" ....-х^” имеет более высокий порядок, 
чем моном 2!*..... 2” если А! = 1, ..., Аь = ки Ака > мым (воз 
можно, К = 0). Пусть ах! .....х^” — старший моном многочлена {. Тогда, 
А >... > Аи. Рассмотрим симметрический многочлен 
А-А2 АА х 
Н=}- ав." ^?- 4523 ....- 9”. (1) 
5 А1-—А2 Ап 
Старший член монома 01 ...."Оа” равен 
№ -^А2 2-х Ан Аа ^ 
21: ^2(5112) з - (21:...:50)" = 211-252 .... 2”, 


поэтому порядок старшего монома многочлена [1 строго ниже порядка стар- 
шего монома многочлена }. Применим к многочлену 1 снова операцию (1) 
и т.д. Ясно, что после конечного числа таких операций придём к нулевому 
многочлену. 

Докажем теперь единственность представления }[(51,....2и) = 
= 9(01,...,0%). Достаточно проверить, что если 


9 (ут и) = УСавь у тут 


— ненулевой многочлен, то после подстановки у1 = 01 = 41+... ...) т = 
= 0, =41:...:%и этот многочлен останется ненулевым. Ограничимся рас- 
смотрением старших мономов 


И ИЕ В 
@з1.. 1 "т Щи 


„Зв 


т 


получающихся в результате подстановки. Ясно, что самый старший среди 
этих мономов ни с чем сократиться не может. 
6) Это непосредственно видно из решения задачи а). 


32.25. Достаточно проверить, что } делится на ДА. В самом деле, если }/А 
— многочлен, то этот многочлен по очевидным причинам симметрический. 
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Покажем, например, что } делится на 51 — 12. Сделаем замену х1 = “+ 
+5, 42 =и- 5. В результате получим 


(11,12, 53,.... 50) = Н (и, 9,13... бп). 


Если 11 = 42, то и = 0. Поэтому р(0,%,т3,....5.) = 0. Это означает, что 
многочлен |1 делится на и, т.е. многочлен } делится на х1 — 12. Аналогично 
доказывается, что } делится на 1; — т; при всех $ < 71. 


32.26. Предположим сначала, что неравенство (2) выполняется при всех 
х>0. Пусть 1 =... = ЕаИ ЖЕН =... = = 1. Тогда 


< та М» (2) /М, (<) = а о 
а—>со а—>со 


Следовательно, А! +... + Ак 2 1+... + ре. 
При к = п, положив 51 =... = хи =а, получаем равенство 


М»(х)/М,(х) = аль ава + Нвь, 


При а > 1, как и ранее, получим |Л| > ||. А при 0 <а < 1 получим [Л| < и. 

Доказательство утверждения в обратную сторону более сложно. Оно ис- 
пользует следующее преобразование А.;;. Пусть |1 2 р; > 0, где 1 < 1. По- 
ложим Вуй = п’, где шв = ш+ЪЬ м; = у —Тирь = рь при К 2 5). Легко 
проверить, что и’ > ии || =. 


ЛЕммА 1. Если А = Вир, то М»(х) > Мр(т), причём равенство дости- 
гается лишь в том случае, когда 11 =... = 5». (Предполагается, что числа 
21,..., Жи положительны.) 


Для каждой пары индексов р, 4, где 1 < р<Ч<п, в М»(1)- М, (2) входит 
слагаемое вида, 
се А с А х ; : ; 
д. оба зоба авы ыы в) 


где А — некоторое положительное число. Обозначим для наглядности тр = 
= а, та = В, р: =а, п; = В. Напомним, что А; =а + А, =В-1иа> В. 
Выражение (3), делённое на А, равно 


а По о 


причём равенство возможно лишь в том случае, когда а = 6. Поэтому 
М»(х) — М, (х) > 0, причём если среди чисел х1,..., хи» есть хотя бы два 
различных, то неравенство строгое. 


ЛЕеммА 2. Если А 2 ри |Л| = |и|, но А = и, то Л можно получить из ис 
помощью конечного числа преобразований В»;. 


Пусть 1 — наименьший индекс, для которого А; = ре. Тогда из условия 
А > и следует, что А; > ре. Равенство |Л| = [и|, означает, что У `(Аь — ик) = 
= 0, поэтому А; < р; для некоторого индекса 71. Ясно, что < ий; > 0. 
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Поэтому к и можно применить преобразование В.;. В результате получим 
последовательность и, для которой м; = ш-+1, и; = у -Тицшь = рь при 
К 7251. Учитывая, что Л; > ши А; < и;, получаем 


[№ — м] =|№ фи + № - р = 1-1. 


У № - ин | = У ЛА» — ин - 2, 


т.е. с помощью преобразования А;; нам удалось уменьшить на 2 величину 
У`|Аь — и,|. Поэтому с помощью некоторого числа преобразований В;; эту 
величину можно сделать равной нулю. 

Из лемм 1 и 2 неравенство Мюрхеда следует очевидным образом. 


32.27. Формула 


Таким образом, 


со8(п + 1)ф - соз(п — Т)ф = 2с03 фсозпфр 
показывает, что 
Тона (%) —- 2%Ть (=) = Ти-1(5). 
Многочлены Т»(2), определённые этим рекуррентным соотношением и на- 
чальными условиями Т0(5) =1и Т!(5) = 5, обладают нужным свойством. 


32.28. Ответ: Т1(2) = <, Т(2) = 24? —1, 1з(2) = 423 —3х, Та() = 
= 82" — 822 +1, Т5(2) = 1625 — 2053 + 5х. 


32.29. Это следует из того, что Ть(х) = созпф при 5 = с03ф. 


32.30. Это следует из рекуррентного соотношения Ти-+1(5) = 
= 2%Т, (5) — Т._1(х), которое доказано при решении задачи 32.27. 


32.31. Мы воспользуемся лишь одним свойством многочлена Т»(х) 
21117 +..., а именно тем, что Т»(соз(Ёт/)) = созЁт = (—1)® при Ё 


= 0,1,..., п. Рассмотрим многочлен @(5) = -—Т»(=) — Рь(т). Его степень 


2 


не превосходит п — 1, поскольку старшие члены многочленов Т»(х) и 


2т—1 


Р» (5) равны. Из того, что |[Р,(5)| < при |5| < 1 следует, что в точке 


т—1 
хь = с03(Кт /%) знак числа @(ть) Ой со знаком числа Т»(хь). Таким 
образом, в концах каждого отрезка [хк+1, хк| многочлен 0(5) принимает зна- 
чения разного знака, поэтому у многочлена @(х) на этом отрезке есть корень. 
Чуть более аккуратные рассуждения нужны в том случае, когда @(хь) = 0. В 
этом случае либо т, — двукратный корень, либо внутри одного из отрезков 
[Фе жк] и [ть, ть_1| есть ещё один корень. Это следует из того, что в точках 
Хь+1 и ть_: многочлен ()(х) принимает значения одного знака (рис. 32.1). 

Количество отрезков [тк+1, 5к| равно п, поэтому многочлен @0(5) имеет по 
краиней мере п корней. Для многочлена степени не более т — 1 это означает, 


1 т, (2). 


что он тождественно равен нулю, т. е. Р»(х) = м: 
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ТТ Ть Фк—1 Тк — Ть &—1 


Рис. 32.1. 


Замечание. По поводу другого решения см. задачу 11.38. 


32.32. Пусть х = с0зф. Тогда Т»(5) = с03(пф) = уи Тж(у) = созт(пф), 
поэтому Ти(Т»(5)) = созпизфр. Аналогично Т„(Тш(х)) = созтиф. Таким 
образом, равенство Т»(Тж(5)) = Т»(Т»ь(х)) выполняется при || < 1, азначит, 
это равенство выполняется при всех х. 


32.33. а) Пусть п = 22 +1иф = 2 /п. Тогда Ть+1(с08 ф) — Ть(созф) = 
= со3(Ё + 1)ф — созЁф. При этом (Е+Т)фр + Ёф = (26 +1ф = 21. Значит, 
со8(Ё + 1)ф = с0з Кф. 

6) Пусть п = Жиф = м/п. Тогда Ть+1 (с08Ф) — Ть-1(с0озф) = соз(Ё + 
+1 - соз(Ё — 1. При этом (+ Шеф + (Е - Пр = 2ф = 20. Значит, 
соз(Ё + 1)ф = соз(Ё — 1). 

32.34. а) Пользуясь результатом задачи 32.28, получаем Т2 — Т1 = 
= 25? —#—1, Тё-Т»› = 423 — 252 —35+1, Та -Ть = 82^ — 453 — 822 + 3—1, 
Ть — Та = 1655 — 82“ — 2053 + 82° + 52 +1. 

6) Согласно задаче 32.33 числа, с0$ 0 = 1, с0з = и с0$ — являются корнями 
многочлена Тз — То. Поделив этот многочлен на х — 1, получим требуемый 
многочлен. 

2п Ап бт 
в) Числа 1, с0з = с05 - и с0$ - являются корнями многочлена Та — Тз. 


Поделив этот многочлен на 5 — 1, получим требуемый многочлен. 
1 


21 Ат бт 
‚ с08 


8п 
г 978 с08 9 = 5 и со; г являются корнями мно- 


гочлена Ть — Та. Поделив этот многочлен на (2х + 1)(х — 1) = 21° -2—1, 
получим требуемый многочлен. 


г) Числа 1, сз 


32.35. Пусть а = т/п — несократимая дробь. Положим хо = 20$ где 
+ = ал. Тогда Р‚ (10) = 2с03(пф) = 2с08(пал) = 2соз(тт) = 2. Поэтому 
хо — корень многочлена Р‚„(2) = 2 = 1" +2” "+... 4Ь, с целыми ко- 
эффициентами. Пусть хо = 2с05(ап) = р/4 — несократимая дробь. Тогда 
р" + р” 14+...+64” = 0, а значит, р” делится на 4. Но числа риа 
взаимно простые, поэтому 4 = 1, т. е. 2с03(ап) — целое число. 


32.36. Число уо = ао5о является корнем многочлена 
т ®—1 ®—2 т—2 %®—1 
у + ау + а2409у +... + ап-140 У+ 440 =0. 


При аж = 0 это очевидно, а при а = 0 нужно положить у = аох; после 
сокращения на ап получим исходный многочлен. 
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32.37. Если 


р 
а-— 7 > 1, то требуемое неравенство выполняется при с = 


= 1. Поэтому будем считать, что 


а— 7 < 1. Запишем многочлен } (т) в виде 
Ч 


1 (2) = аи Пр (< — ав), где си = а. Тогда 
р = т 
и (2) = | П 


< [ал | 


< 


р 
а-- 
Ч 


р 
а 
Ч 


п 


[аа ч+т+ ви) = а 
[—=2 


Й 


р 
а—е 


4 


р 


р 
а-- 
Ч 


где с1 — положительное число, зависящее только от |ап| и а. 

Будем считать, что а0,....ап — целые числа, взаимно простые в сово- 
купности. Тогда число |а.| полностью определяется числом а. Кроме того, 
число 


9" 1 (2/4) = апр” + апр" "+... + аод" 

целое, поэтому |4" {(р/а)| > 1. Следовательно, 
1 р 
1" а 


с 
2 кет. 


гдес=са . 
п 
32.38. Для каждого натурального п рассмотрим число а = У` 2 = 2/4, 


®=0 
где р — целое число и 4 = 2". При этом 
р|_ 1 й 1 1 221... 60 
Я‘-а = 2) ( + риа + 5б-Енз) + ) Бег” ат 


Предположим, что а — алгебраическое число степени №. Тогда согласно 
задаче 32.37 


р с 
> 
а значит, 24" > са \, те с < 24"! = 2.270. Но 
Ша 2" (1-0 — 0. Приходим к противоречию. 
®—>со 
32.39. а) Пусть {о1,..., от} и {В1,..., Вт} — наборы чисел, сопряжённых 


саи В соответственно. Рассмотрим многочлен 
% т 
Е(9 = | [П@-+(,8))). 
$=17=1 


Коэффициенты этого многочлена являются симметрическими функциями от 
о1,...,@ И В1,..., Вт. Поэтому они являются рациональными числами. 
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6) Решение аналогично. 


32.40. Пусть {о1,... от} и {В1,..., Вт} — наборы чисел, сопряжённых с 
аи В соответственно. Рассмотрим многочлен 


т 
(=) = ]  +(=, Ву). 

1=1 
Коэффициенты этого многочлена рациональны и }(а) = 0. Поэтому {(т) 
делится на [](х — о), а значит, } (од) = 0, т.е. ф(си,В;) = 0 для некоторого 1. 

32.41. Рассмотрим многочлен 
Е(=) = | (2” + Вия" 1+... + Ван), 
$... 

где {Ви-1„.},..., {Вол} — все числа, сопряжённые с Ви-1,... , до соответствен- 
но. Легко проверить, что коэффициенты многочлена Е — целые числа. Ясно 
также, что © — корень многочлена Р. 


32.42. Ясно, что а = =+ Е", где; = ехр(Ёт /п). Пусть число а1 сопряжено 


с а. Из задачи 32.40 следует, что 1 = &1 + Е где число =1 сопряжено 
с =. Число = удовлетворяет уравнению х” — 1 = 0, поэтому =1 тоже будет 
корнем этого уравнения, а значит, =1 = ехр(м/п). В таком случае число 


о! = 2с03(т/п)) вешественно. 

32.43. Ясно, что все числа указанного вида должны входить в К(а). По- 
этому достаточно доказать, что числа указанного вида образуют поле. Для 
этого, в свою очередь, достаточно доказать, что произведение чисел такого 
вида имеет такой же вид и обратный элемент для числа такого вида тоже 
имеет такой вид (ясно, что сумма чисел указанного вида имеет требуемый 
вид). Мы докажем более общее утверждение: если (5) и ф(х) — многочлены 
с коэффициентами из поля К, причём (а) 2 0, то 


(а) ®—1 п—2 
= = спа + сп-2а +... + аа - со 
4 (а) 

для некоторых чисел со, ..., си—1 из поля К. 


Многочлен }(5) неприводим над К, поэтому он не имеет общих делителей 
сф(т). Значит, найдутся многочлены а(х) и (х) с коэффициентами их поля К, 


для которых а(2)4(5) +В (=) } (=) = 1. При х = а получаем —— =а(а). Таким 


ф(а) 
а) 
а 


образом, = ф(а)а(а). Поделим многочлен ф(х)а(т) на }(5) с остатком: 


ф(т)а(х) = а(®)1(х) + т(х), где т(х) — многочлен степени не выше п - 1. 
Остаётся заметить, что ф(а)а(<) = г(а). 

32.44. Пусть бт = ст — 4т. Требуется доказать, что если и и“” = 
= 0, где 6, ..., и: — числа из поля К, то Ш = М =... = Ш = 0. 
Многочлен 9(2) =6,_15”` "+... + имеет общий корень а с неприводимым 
многочленом }(х), поэтому 9(х) делится на {(5). Но степень 9(х%) меньше 


степени }(х), поэтому 9(х) = 0, т.е. в =& =... = Ш: =0. 


Глава 33. 


Алгоритмы и 
вычисления 


Когда дело доходит до конкретных вычислений, бывает важно вы- 
брать наиболее быстрый способ вычислений. При этом нужно иметь в 
виду, что умножение двух больших чисел занимает больше времени, 
чем сложение. 

Иррациональные числа обычно вычисляются приближённо, поэтому 
при таких вычислениях важно оценить погрешность вычислений. Это 
относится и к приближённому представлению десятичными дробями 
рациональных чисел с большими числителями и знаменателями. 


33.1. Вычисления некоторых чисел 


33.1. Докажите, что первые три цифры частного 


0, 1234567891011...4748495051 
0, 51504948... 4321 


суть 0, 239. 


33.2. Докажите, что если квадрат числа начинается с 0, 999...9 (100 
девяток), то и само число начинается с 0,999...9 (100 девяток). 


33.3. Вычислите с точностью до 0, 00001 произведение 


(1-16) (1-е) (- 1) --- (1 яз). 
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33.4. Докажите, что 3, 14 <л < 3, 142 и 9, 86 < п? < 9, 87. 


33.2. Арифметические операции. Много- 
члены 


33.5. Дано число а. Докажите, что можно вычислить а”, сделав не 
более 2108. п умножений. 
33.6. Чтобы вычислить значение многочлена Р(х) = ал” + 
+ аи_127 1+... + ао при т = 10, можно вычислить апт, Но 
.., @1то, а затем сложить все полученные числа и ао. Для этого потре- 
буется 2п — 1 умножений (вычисление 18 для К =2, 3,..., п требует 
п — 1 умножений). Придумайте способ вычисления Р(50о), требующий 
лишь 1 умножений и п сложений. (Схема Горнера) 


33.7. Укажите алгоритм, позволяющий разложить данный много- 
член с целыми коэффициентами на неприводимые множители (в част- 
ности, выяснить, является ли данный многочлен неприводимым). 


33.3. Сортировка 


Задача сортировки заключается в следующем. Дана последователь- 


ность чисел а1, 42, ..., @п. Требуется их переставить так, чтобы они 
были упорядочены по возрастанию: @5(1) < 452) <... < 40 (п); здесь 
о(1),..., в(п) — перестановка чисел 1,..., п. 


У этой задачи есть разные варианты: найти наибольшее (или наи- 
меньшее) из данных чисел; найти два наибольших числа; выяснить, есть 
ли среди данных чисел равные, и т.п. 


33.8. Дано п попарно различных чисел. Требуется найти наибольшее 
из них, сравнивая за один шаг пару чисел. 

а) Докажите, что это можно сделать за п — 1 шаг. 

6) Докажите, что этого нельзя сделать меньше, чем за п — 1 шаг. 

Известно много разных алгоритмов сортировки. Здесь мы разберём 
некоторые из них. 

Сортировка вставками заключается в следующем. Сначала сравни- 
ваем а1 и а? и, если надо, меняем их местами. Затем в новой последоваг 
тельности сравниваем аз и а2 (здесь аз — элемент, который стоит на 
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2-м месте в новой последовательности) и, если нужно, меняем их места- 
ми. Если элементы аз и а2 пришлось поменять местами, то сравниваем 
азия ит.д. 
33.9. Докажите, что для сортировки вставками количество сравне- 
п(п — 1) 
о 2 | 
Для оценки числа сравнений, достаточных для решения различных 


задач сортировки часто используется результат следующей задачи. 


ний чисел заключено между п Ти 


33.10. Есть куча из п > 2 камней. На первом шаге она делится 


примерно пополам, т.е. если п чётно, то она делится на две кучи из 
п-1 +1 


2 
На втором шаге с каждой кучей, в которой есть по крайней мере два, 


камня, повторяется то же самое и т.д. Процесс останавливается после 
т-го шага, когда в каждой куче остался ровно один камень. Докажите, 
что число т определяется неравенствами т — 1 < 1055 п < т. 

Сортировка слияниями заключается в следующем. Предполо- 
жим, что у нас уже есть две отсортированные последовательности 
1 < 12 <... Зари <<... < 4. Тогда по ним можно по- 
строить отсортированную последовательность всех этих чисел следую- 
щим образом. Сравним числа х1 и у! и заберём меньшее из них (если 
21 = 41, то забираем любое из этих чисел). Это будет первое число 
новой последовательности. Для оставшихся последовательностей (те- 
перь в одной из них на одно число меньше) повторяем то же самое. 
Так находим второе число новой последовательности и т.д. Для сорти- 
ровки произвольной последовательности чисел этот алгоритм слияния 
двух последовательностей используется следующим образом. Разобьём 
исходную последовательность п чисел примерно пополам, как это де- 
лается в задаче 33.10. После того как мы отсортируем две полученные 
последовательности, к ним можно будет применить алгоритм слияния. 
Каждую полученную последовательность мы снова делим примерно по- 
полам (если в ней есть по крайней мере два числа) и т.д. до тех пор, пока 
не останутся только последовательности, каждая из которых состоит 
из одного числа. После этого мы начинаем сливать последовательности 
в порядке, обратном разбиению. 


камней. 


п/2 камней, а если п нечётно, то на две кучи из 


33.11. Дана последовательность из п чисел. Докажите, что для её 
сортировки слияниями требуется не более тп — 2" -- 1 сравнений пар 
чисел, где число т определяется неравенствами т — 1 < 05. п < т. 


33.12. В последовательности из 2п чисел требуется одновременно 
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найти наибольшее число и наименьшее. 
а) Докажите, что это можно сделать, сравнив 3Зп — 2 пары чисел. 
6) Докажите, что сравнением менее Зи — 2 пар чисел в общем случае 
нельзя обойтись. 


33.13. В последовательности из п различных чисел требуется одно- 
временно найти самое большое и следующее за ним по величине. 

а) Докажите, что это можно сделать, сравнив п + 7 — 2 пары чисел, 
где целое число т определяется неравенствами т — 1 < ю5.п <т. 

6) Докажите, что сравнением менее п + т — 2 пар чисел в общем 
случае нельзя обойтись. 


33.4. Криптография с открытым ключом 


Пусть 1% — произведение двух различных простых чисел ри 4. Вы- 
берем число е так, чтобы оно было взаимно просто ср-1иа-—1. Числа 
т ие доступны всем желающим, а числа р и 4 известны только влаз 
дельцу шифра. Здесь нужно сказать, что если числа р и 4 достаточно 
большие, то с практической точки зрения восстановить их по извест- 
ному числу т (т.е. разложить т на простые множители) невозможно. 

Теперь любой желающий может зашифровать сообщение, которое 
представлено натуральным числом! х < т, следующим образом: числу 
1 сопоставляется остаток от деления числа т‘ на, т. 

Покажем, как владелец ключа может расшифровать это сообщение. 
Для расшифровки важны не исходные простые числа р и 4, а натураль- 
ное число 4, которое определяется следующим образом: 


4е=1 (то4 ф(т)), 1<а<о(т. 


Здесь ф(т) = (р-1(4-1) — функция Эйлера. Существование и един- 
ственность числа 4 следуют из того, что е взаимно просто с Ф(т). 
Чтобы расшифровать сообщение, нужно научиться решать сравне- 
ние 21° =а (шоа т). Если х взаимно просто с 7%, то согласно малой тео- 
реме Ферма 2”) =1 (шо4 т), поэтому а4 = 5°4 = д (шо4 т). Поэто- 
му расшифровка сообщения состоит просто в возведении полученного 
сообщения в степень 4 (и приведении по модулю т). Легко проверить, 
что это остаётся верным и в том случае, когда т не взаимно просто с 
т, т.е. а не взаимно просто с т. Действительно, пусть НОД(а, т) =ги 


1 Для шифровки текстового сообщения нужно преобразовать его в число по стан- 
дартному правилу: пробел = 00, а = 01, б = 02, ... 
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5 = т/г. Число т является произведением двух взаимно простых чисел, 
поэтому зи г — это простые числа р и 4. В частности, р(т) делится на 
(8). Следовательно, 4е =1 (то ф(т)) и а1 = 1°4 = х (то 3). Числа, 
а и 1 делятся на простое число г, поэтому а4 = 0 =х (шо г). Но числа, 
ги $ взаимно простые, поэтому а4 =х (под т). 


Решения 


33.1. Пусть а = 0, 1234...5051 и = 0,5150...321. Требуется доказать, 
что 0, 2396 < а < 0, 246. Но 0,515 <Ь< 0, 516, поэтому 0, 2396 < 0, 239.0, 516 = 
= 0, 123324 < аи 0, 246 > 0,24. 0,515 = 0, 1236 > а. 


33.2. Если 0 <а< 1, то 0 < а? <а< 1. По условию 1 > а? > 0,9...9. 
—— 
100 


Поэтому 1>а> 0,9...9 (предполагается, что число а положительно). 
—— 


100 
33.3. Ответ: 0, 89001. 


1 1 1 1 1 
Пус = (1-5) (1-1)... (1-15) ь= (1-18)... (1- же). 
а то 102 105/ ® 106 1099 
Непосредственные вычисления показывают, что 


1 2 
0, 89001 + 108 <а< 0, 89001 + т 


1 
Ясно, что 6 < 1- 106 Кроме того, если 0 < зу < 1 то 
1 1 1 2 
(1—2)(1-у) >1-х-у. Поэтому 6 > 1 ет 0 1095 > Е: 
Следовательно, 


аф < 0, 890012 . 0, 999999 < 0, 890012, 
аб > 0, 890011 .0, 999998 > 0, 890009. 


33.4. Мы воспользуемся тождеством 
п 
239 4. 
(задача 11.11) и неравенствами для арктангенса, доказанными в задаче 29.46. 
Из этих неравенств следует, что 


1 
4 агсё р агсё 


п 1 1 1 
т>4(=-з =) — 5 > 6578514923, 


п 1 т 1 1 1 
4 ( ) 40526. 
Бы) 20 55 5018210020 


Поэтому 3, 14 <л < 3, 1416 и 9, 863 < т? < 9, 8698. 


33.5. Пусть двоичная запись числа п имеет вид ао +а1.2+... Нат. 2", 
где ат 7 0. Тогда т < 105. п < т +1, поскольку 2" < п < 2"1!. Числа а, а?, 
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4 эт - 
а,.... а” можно вычислить, сделав т умножений. Чтобы вычислить а”, 


нужно перемножить какой-то набор из этих чисел. Он не может включать 
более т + 1 чисел, поэтому достаточно т умножений. Всего получаем не 
более 2т < 2 юр. п умножений. 


33.6. Пусть 61 = акхо-+ ат-1, 62 = хо ат-2, ..., в = 150 + ао. Тогда 
Ь, = Р(хо), поскольку 


Р(х) = (. .. ((атжо + ап-1)20 + ап-2).. .) о + а0. 


33.7. Для вычисления разложения многочлена } с целыми коэффициента- 
ми на неприводимые множители Кронекер предложил следующий алгоритм 
(алгоритм Кронекера). Пусть 4её } = п иг = [п/?]. Если многочлен {(х) 
приводим, то у него есть делитель 9(5) степени не выше г. Чтобы найти 
этот делитель 9(5), рассмотрим числа с; = { (1), 1 = 0,1,...,г. Если с; = 0, 
тох- ] — делитель многочлена ]{(х). Если же с; # 0, то те ) — делитель 
числа с;. Каждому набору 4,... 4, делителей чисел со,...,с, соответствует 
ровно один многочлен 9(2) степени не выше г, для которого 9(41) = 4; 1=0, 
1,...,г. А именно, 


и) = Уофл®) 9 (=)= (==). 


Для каждого такого многочлена 9(5%) нужно проверить, будут ли его коэф- 
фициенты целыми числами и будет ли он делителем многочлена }(х). 

Сейчас известно много других, более эффективных, алгоритмов разложе- 
ния многочлена на неприводимые множители. 


33.8. а) Будем при сравнении двух чисел выбирать наибольшее. Меньшее 
число будем вычёркивать из списка; в дальнейших сравнениях оно участво- 
вать не будет. Ясно, что после п — 1 сравнений в списке останется лишь одно 
число — наибольшее. 

6) Каждое сравнение отсеивает только одного претендента на звание наи- 
большего числа. Если сделано № сравнений, то остаются п — К претендентов 
на звание наибольшего числа. Поэтому если остался только один претендент, 
ток>2п- 1. 


33.9. Наименьшее число сравнений будет в случае, когда числа ал, а2, 

., @п уже упорядочены по возрастанию. В этом случае перестановок чисел 
не будет вообще. Сравниваться будут числа а1 и а2, а2 и а3, ..., аа и 
а». Наибольшее число сравнений будет в случае, когда числа, а1, @2,..., аъ 
упорядочены по убыванию. В этом случае количество перестановок будет 
наибольшим. Количество сравнений чисел в этом случае равно 1+2 +... + 


+®-0=7 5. 
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33.10. Индукцией по т легко доказать, что для кучи из 2" 1+1 кам- 


ней процесс останавливается после т шагов, поскольку после первого шага 
большая из куч содержит 2”? +1 камней. Ясно также, что для кучи из 2" 
камней процесс тоже останавливается после т шагов. 

Таким образом, для кучи из п камней процесс останавливается после т 
шагов тогда и только тогда, когда 2" 1 +1 <п< 2”, те. 21 <пх2т. 
Логарифмируя эти неравенства, получаем требуемое. 


33.11. Согласно задаче 33.10 число т, которое определяется указанными 
неравенствами, это количество шагов, которые нужно сделать, чтобы завер- 
шилось деление последовательностей (имеются в виду шаги, при которых 
делятся примерно пополам все последовательности, полученные на предыду- 
шем шаге). 

Для слияния двух отсортированных последовательностей, состоящих из 
р и 4 чисел, требуется не более р+ 4- 1 сравнений пар чисел. Действительно, 
при каждом сравнении мы забираем одно число. Кроме того, сортировка, 
завершается после того, как из одной последовательности забраны все числа. 
Но при этом в другой последовательности останется по крайней мере одно 
число. 

После т делений примерно пополам мы имеем 2”! «пар» чисел (неко- 
торые «пары» состоят из одного числа). Для слияния этих «пар» нужно не 
более п — 2"-1 сравнений (для слияния «пары», состоящей из одного числа, 
никаких сравнений не нужно, поэтому из обшего количества всех чисел вычи- 
тается количество всех «пар»). Затем нужно слить 2”-? последовательности; 
для этого нужно не более п — 2”"-? сравнений и т.д. Всего получаем не более 
ть — 21 —2т2 _... 2—1 = ит — 2" + 1 сравнений. 


33.12. а) Разобьём данные числа произвольным образом на п пар. Срав- 
нивая числа в каждой паре, выберем п наибольших чисел и п наименьших 
чисел в парах. Ясно, что наибольшее число нужно искать среди выбранных 
п наибольших чисел. Его можно найти, сделав п — 1 сравнений (задача 33.8). 
Аналогично можно найти наименьшее число (среди п выбранных наименьших 
чисел), сделав п — 1 сравнений. 

6) Пусть после Ё сравнений у нас есть ак чисел, которые оказались меньше 
каких-то чисел и больше каких-то чисел, бк чисел, которые оказались меньше 
каких-то чисел, но пока не оказались больше каких-то чисел, ск чисел, кото- 
рые оказались больше каких-то чисел, но пока не оказались меньше каких-то 
чисел, и 4ь чисел, которые пока не сравнивались ни с какими числами. Пер- 
воначально ао = в = со =0и 4 = 2%. А когда после т сравнений найдены 
наибольшее число и наименьшее, 6» = ст = 1, ат = 2. — 2 и 4т = 0. 


Рассмотрим величину }№ = бк + сь + 54. Ясно, что к = Зп и р» = 2. 


Будем предполагать, что если мы прямо или косвенно знаем, что х > у, то 
числа, т и у мы больше никогда друг с другом не сравниваем, потому что та- 
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кое сравнение можно было бы просто пропустить. Достаточно доказать, что 
при сравнении любой пары чисел может случиться, что № — №1 < 1. Дей- 
ствительно, складывая неравенства д — # <1 Д-Р <... ж-рЩ<Ь 
получаем К — [м < т, т.е. З3п—2 < т. Требуемое утверждение доказывается 
прямым перебором. 

1) Если сравниваются два числа из группы ак, то ничего не меняется: 
Лечи = №. 

2) Пусть сравниваются число а из группы ак и число 6 из группы 6х. 
Может случиться, что а < $. Тогда ак+1 = ак Ти 6-1 = 6% — 1, поэтому 
№ =1. 

3) Аналогично может случиться, что а > с. Тогда ак+1 = ак +1 и ск! = 
= ск — 1, поэтому № — ЖД =1. 


4) При сравнении чисел а и 4 одно из чисел $» или ск увеличивается на 1, 


1 
а число Ак уменьшается на 1, поэтому }№ — №1 = 5 


5) При сравнении двух чисел из группы бк число ак увеличивается на 1, 
а 6, уменьшается на 1, поэтому № — № =1. 
6) Может случиться, что 6 < с. Тогда ничего не меняется. 


7) Может случиться, что 6 < 4. Тогда сь увеличивается на 1, а 4к умень- 


1 
шается на 1, поэтому № — № = _ 


8) При сравнении двух чисел из группы ск число ак увеличивается на 1, 
а ск уменьшается на 1, поэтому № — Жи =1. 


9) Может случиться, что с > 4. Тогда 6к увеличивается на 1, а 4» умень- 


1 
шается на 1, поэтому [№ — №1: = 5. 


10) При сравнении двух чисел из группы 4» оба числа дк и ск увеличива- 
ются на 1, а 4к уменьшается на 2, поэтому № — Жи =1. 


33.13. а) Будем последовательно делить набор из п чисел примерно по- 
полам, как это описано в задаче 33.10. Согласно решению этой задачи про- 
цесс останавливается после т, шагов. Группы, полученные на (т 1)-м шаге, 
состоят из пар чисел и отдельных чисел. В каждой такой группе сравним 
числа и найдём среди них наибольшее (отдельные числа пока ни с чем не 
сравниваются). Затем аналогично найдём наибольшее число в каждой груп- 
пе, полученной на (т - 2)-м шаге, и т.д. В результате найдём наибольшее 
число. При этом будет сделано п — 1 сравнений. Действительно, при каждом 
сравнении отсеивается один кандидат на звание наибольшего числа, причём 
в результате будет отсеяно п — 1 число. 

Займёмся теперь поиском второго по величине числа. Ясно, что оно вы- 
было из дальнейшей борьбы в результате сравнения с наибольшим числом, 
поскольку у любого другого числа оно бы выиграло. Таким образом, вто- 
рое по величине число нужно искать среди тех чисел, которые сравнивались 
непосредственно с самым большим числом. Таких чисел т. Выбрать из них 
наибольшее можно за т — 1 сравнений. 
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6) Будем говорить, что число проигрывает сравнение, если оно оказы- 
вается меньше числа, с которым оно сравнивается. Пусть №; — количество 
чисел, проигравших не менее $ сравнений (косвенные проигрыши, когда из 
неравенств а «фи ь < с делается вывод, что а < с, не учитывается; количе- 
ство всех проигрышей равно количеству всех сравнений). Тогда сумма всех 
чисел А; равна количеству всех сравнений, поскольку после каждого сравне- 
ния ровно одно из чисел К; увеличивается на 1. Действительно, пусть при 
очередном сравнении проигрывает число, которое уже проиграло 71 сравне- 
ний. Тогда К;+! увеличивается на 1, а остальные числа К; не изменяются. 

Достаточно доказать, что при любом алгоритме сравнений может полу- 
читься так, что после того, как удалось выявить наибольшее число и следую- 
шее за ним, будет выполняться неравенство К! +К2 > п+ т -— 2. Прежде всего 
заметим, что после того, как алгоритм закончит работу, будет выполняться 
неравенство №! > п - 1, поскольку все числа, кроме одного, должны были 
кому-то проиграть (если бы два числа никому не проиграли, то мы не знали 
бы, какое из них больше другого). Остаётся доказать, что при неудачных 
исходах может выполняться неравенство 2 > т -— 1. 

На каждом шаге работы алгоритма будем называть лидером число, ко- 
торое пока никому не проиграло. Покажем, что неравенство 2 > т - 1 
выполняется, если исходы сравнений следующие: 

(1) при сравнении двух не лидеров результат произвольный; 

(2) при сравнении лидера с не лидером всегда выигрывает лидер; 

(3) при сравнении двух лидеров выигрывает тот, у кого было больше 
выигрышей (если выигрышей было поровну, то результат произвольный). 

Такие исходы сравнений возможны потому, что на лидера нет никаких 
ограничений сверху: если его увеличить, то результат предыдущих сравне- 
ний не изменится. 

Введём теперь понятие подчинения лидеру. Первоначально все числа под- 
чинены только самим себе. При сравнениях типа (1) и (2) подчинение лидерам 
не изменяется. При сравнении типа (3) проигравший и все его подчинённые 
переподчиняются новому лидеру. 

Покажем индукцией по К, что если лидер выиграл К сравнений, то ему 
подчинено (вместе с ним самим) не более 2* чисел. При К = 0 лидеру под- 
чинён только он сам. Пусть лидер, выигравший К сравнений, выигрывает у 
кого-то в очередной раз. Тот, у кого он выиграл, по нашему соглашению вы- 
играл не более № сравнений. Поэтому как выигравшему, так и проигравшему, 
подчинено не более 2% чисел; при объединении этих двух групп получается 
не более 2^+1 чисел, что и требовалось. 

Итак, наибольшее число выиграло по крайней мере т сравнений, посколь- 
ку ему в итоге будут подчинены все п чисел. Среди т чисел, проигравших 
наибольшему числу, есть только одно число, которое больше никому не про- 
играло (иначе мы не будем знать второе по величине число). Следовательно, 
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Е2 > т-1. 


Глава 34. 


Функциональные 
уравнения 


34.1. Метод подстановки 


Метод подстановки позволяет решить довольно узкий класс функ- 
циональных уравнений. Он заключается в следующем. Пусть ф(х) — 
функция, которая обладает таким свойством: если $ф1(1) = $(т) и 
Фь+1 (2) = ф(фь(2)) при Ё > 1, то фи(т) = д для некоторого п. Напри- 
мер, если ф(5) =1—х, то $2(х) = х. Предположим, что функциональное 
уравнение содержит только функции /(5), ] ($(1)),..., Л (Фи-—1(2)). То- 
гда вместо х можно подставить ф1(1), ф2(х), ..., Фи_1($) и получить 
систему уравнений, которую иногда удаётся решить. 


34.1. Найдите все функции /(5), для которых 2{(1—-5)+1= х{(т). 


34.2. Найдите все функции }(1), которые определены при х Ти 
удовлетворяют соотношению 


+) ==. 


34.3. Найдите все функции }(1), которые определены для всех х 2 0, 
1 и удовлетворяют соотношению 


21(х) +2] (1) и 
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34.2. Функциональные уравнения для 
многочленов 
34.4. Найдите все многочлены Р(1), для которых справедливо то- 
ждество хР(х — 1) = (5 - 26)Р(т). 
34.5. Многочлен Р(х,у) обладает следующим свойством: Р(х,у) = 


= Р(5-+1, у+1) для всех х и у. Докажите, что Р(х,у) = № о ак (т-у). 
Для многочлена } степени п + 1 выполняется равенство 


(п-1 
Па = + -уРо +. ел" А" 


(и 1)! 
При этом /("+0 — константа, а значит, 
(п-+1) 
п-т 1 (9) = 
И ЕЕ = 
= в (5/9) в [10а 
о ( бе У" еоь #8 
Таким образом, у функционального уравнения 
(=) = У (в —у)*чь (9) + (в -у)" в) (34.1) 
к—0 


есть решение следующего вида: 

(а) / — многочлен степени не выше п + 1; 

(6) 9ь(у) = /®)(у)/№! при К =0,1,...,п— 1; 

(в) 9% (у) = 1 (у) /п! — у (у) (п +1)! — с; 

(г) 2(+) = «О (2) (п-т! + с. 

34.6. Пусть } 90,...,9и.№ — произвольные функции, которые при 
всех вещественных 5, у, х 7 у, удовлетворяют уравнению (34.1). Дока- 
жите, что тогда эти функции имеют указанный выше вид (а)-—(г). 

34.7. а) Пусть функция } дифференцируема % раз и при всех веще- 
ственных х, у, х 72 у, выполняется равенство 


МЕНА 
И ЕЕ 
=" +0 


Докажите, что тогда } — многочлен степени не выше п. 
6) Докажите, что если при всех вещественных 5, у, х 7 у, выполня- 
ется равенство 
1(2) — 9(9) _ $(=) + в) (34.2) 
х-у 2 : , 
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то / — многочлен степени не выше 2, д =риф= },.. 

34.8. Докажите, что функциональное уравнение 

1(2) —9(у) _ [=+у 
и. и» 

сводится к функциональному уравнению (34.2) 

34.9. а) Найдите полиномиальные решения функционального урав- 
нения /(ах + 6) = [ (5) при а = +1. 

6) Докажите, что если решением функционального уравнения ](ах- 
+ В) = 1 (1) является многочлен степени п, то а” = 1. (В частности, 
если а = +1, топ >23). 


34.10. Пусть многочлен } степени п > 3 удовлетворяет соотноше- 
нию } (ах + В) = / (1), где а = +1 и а" = 1. Докажите, что тогда 


(2) = ао (2 + т). + с. 


34.3. Функциональные уравнения для 
произвольных функций 


34.11. а) Предположим, что каждому рациональному числу 5 сопо- 
ставлено действительное число (т) так, что }(х + у) = [(х) + (у) и 
(гу) = К®)Г(). Докажите, что либо }(х) = х для всех х, либо }(5) =0 
для всех х. 

6) Решите ту же самую задачу в случае, когда число }(1) сопоста- 
вляется не только рациональным числам, но и всем действительным 
числам. 

34.12. Найдите все функции } (5), которые определены для всех хи 
удовлетворяют соотношению 


#1 (у) +у/(=) = (ту (т) (у) 
для всех т, у. 


34.13. Найдите функцию }(5), которая определена, для всех х, в не- 
которой точке отлична от нуля и для всех х, у удовлетворяет уравнению 
Кз)Ку) = т-у). 


жж * * 


34.14. Докажите, что не существует функции }(5), которая опре- 
делена для всех т и удовлетворяет соотношению }({(5)) = 12 — 2. 
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34.4. Функциональные уравнения для не- 
прерывных функций 


34.15. Непрерывная функция }(5) определена для всех 5 и удовле- 
творяет соотношению 


(г +у) = (т) + Ху). 
Докажите, что }(1) = Сх, где С = 1 (1). 
34.16. Найдите все непрерывные функции, которые определены для 


всех 1 и удовлетворяют соотношению ](5) = а* }(х/2), где а — фикси- 
рованное положительное число. 


34.17. Непрерывная функция }(1) определена для всех 1, причём 
(то) = 0 для некоторого 10. Докажите, что если выполнено соотноше- 
ние 


(х + у) = (ту), 
то /(х) = а" для некоторого а > 0. 


34.18. Непрерывная функция /(х) определена для всех х > 0 и удо- 
влетворяет соотношению 


(ху) = (т) + Гу). 
а) Докажите, что если }(а) =1 для некоторого а, то }(1) = 105, х. 
6) Докажите, что если ](хо) = 0 для некоторого хо, то }(а) =1 для 
некоторого а. 


34.19. Найдите все непрерывные решения функционального урав- 
нения 


Г + у) = (т) + Ку) + =) (у). 
34.20. Найдите все непрерывные решения функционального урав- 


е+уе-э) = (=) 


(Лобачевский). 


34.5. Функциональные уравнения для 
дифференцируемых функций 


34.21. Найдите все дифференцируемые функции }, для которых 
Л(х)1'(т) = 0 для всех 2. 
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Решения 


34.1. Подставив 1 — х вместо х, получим 2} (1-х) +1 = (1-5){ (1-х). 


т/(х2) —1 
Исходное уравнение показывает, что }(1-—х) = Е, Подставим это 
%}(т)-1 
выражение в новое соотношение, получим 2}(х) +1 = (1- а в. а 
а 
значит, }(5) = РЕЙ Непосредственная проверка показывает, что эта 
2-х 


функция удовлетворяет требуемому соотношению. 


1 1 

34.2. Пусть ф1(1) = Е. Тогда ф2(1) = 1- - и 43(2) = т. Поэтому 
—х х 

получаем систему уравнений 


Пе +1 (1) = &, 


1 м. 1 
1 =) | 
1 (- =: -) + . ( х 1- я 
т =) т: 
1(1-=) +1 (2) Е 
Сложим первое уравнение с третьим и вычтем из них второе уравнение. В 
результате получим 


Де) = (в+1--- 1 } 


1-х 


34.3. Для ф1(2) = вы 


+1 ь 
— ыы й и ра(5) = т. Поэтому получаем систему уравнений 


ы (т о ф 


+1 


1 
последовательно находим: $2(1) = —-, фз(2) = 
+1 т 


2} (т) +2} 


“1, Бал (1 = у 
нь 2 


Чтобы сократить вычисления, поступим следующим образом. Умножим тре- 
тье уравнение на 2х и сложим его со вторым уравнением. Затем к полу- 


Де 
ченному уравнению прибавим первое уравнение, умноженное на а и 
ея 
4%(х —1) 
последнее уравнение, умноженное на ое В результате получим 
х 
15т(х — 1) 1222 — 35 +3 
ПЕ) = 1 а 
2(%-+1) 2(%-+1) 
452 -х+1 
Значит, если 5 22 0, +1, то }(5) = БЕ еИ " Непосредственная проверка, 
ея 


показывает, что эта функция }(х) удовлетворяет требуемому соотношению. 
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34.4. Для х = 0 получаем 0 = —26Р(0), т.е. Р(0) = 0. Для х = 1 получаем 


Р(0) = —25Р(1), т.е. Р(1) = 0. Далее полагаем х = 2, 3, ..., 25 и последова- 
тельно получаем 2Р(1) = —24Р(2),..., 25Р(24) = —Р(25). Поэтому Р(0) = 
=Р(1) =... = Р(25) = 0. Значит, Р(5) =х(х-1\(5-2)...(5- 25)0(х), где 


@(х) — некоторый многочлен. При этом из тождества гР(х—1) = (+—26)Р(т) 
следует, что О(х — 1) =О(х), т.е. 0(2) = с — постоянное число. 


34.5. Положим 1 = у- т. Тогда Р(х,ё +=) = Р(х +1 +1) для всех 
хи. Рассмотрим многочлен @(,х) = Р(х,ё + <). Он обладает следующим 
свойством: @(+ 2) = @9(х +1) для всех х. Поэтому @(Ь <) не зависит от х. 
Действительно, фиксируем # = ® и рассмотрим многочлен 9(5) = О(®,т). 
‘Тогда 9(х + 1) — 9(1) = 0, поэтому 9(5) — константа. 


34.6. При у =Оиу= 1 уравнение (34.1) принимает вид 


(а) = Уса" +” Вт), #70, (2) 
в=0 
1(=т) = у. ав" + (т - 1)”В(2), 271. (3) 
&=0 
Следовательно, 


т 
У (ак — ск)" 
и 
т — (в-1”° 
Это равенство выполняется при х = 0,1, а при п чётном нужно ещё ис- 


ключить и х = 1/2. 
Фиксировав у = 2 и у = 4, аналогичным образом получим равенство 


т 
> (Ль — ев)" 
(т) = #0 
2) в -"-@в-9"’ 
которое выполняется при х 22 2, 3, 4. 
В итоге получаем № бесконечно дифференцируема, но тогда из (2) и (3) 
следует, что } тоже бесконечно дифференцируема. 
Продифференцировав п раз по х равенство (34.1), получим 


Пе) = ть) + Ч (в — 9). 


При фиксированном х из этого равенства следует, что 9»(у) — многочлен. 
Теперь можно продифференцировать равенство (34.1) по 5 не п, ап- 1 раз, и 
аналогичным образом получить, что 9»_1(у) — многочлен и т.д. В частности, 
90,....9% бесконечно дифференцируемы. 
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Продифференцируем равенство (34.1) по у и положим у = 0. В результате 
получим 


0=-— У` Еж 19% (0) + У` ке’ дк (0) — пх” Вх). 
®=0 ®=0 


Из этого равенства следует, что х”`'}(2) — многочлен степени не выше п. 
А если равенство (34.1) продифференцировать п раз по у и положить у = 
= 0, то можно показать, что #(х) — многочлен (тоже степени не выше п). 
Но если №(2) — многочлен, а х”'р(х) — многочлен степени не выше п, то 
(<) = ах +6. 

Так как №(х) = ах {фи {(т) бесконечно дифференцируема, то из (2) 
следует, что }(х) — многочлен степени не выше п + 1. Поэтому 


ъ-1 


те я 1) (чу) т. 


К! 
к=0 


С другой стороны, заменив х на 5 + у, соотношение (34.1) можно записать в 
виде 


т 
(е-+ у) = — 9“ дк (у) + г" (ах +ау+ 5). 
&=0 
Это означает, что 


(®) 
вр = при К =0,1,.... в -1, 
10 (у) 1+1 (у) 
9 (у) = чо - 4-6 и а = 


34.7. Оба утверждения непосредственно следуют из задачи 34.6. 


34.8. Дело в том, что если равенство (34.3) выполняется при всех веше- 
ственных 5, у, 5 = у, то 


а (+) _ 9@®) +29) 
2 2 
Чтобы доказаль это, заменим в (34.3) х на г + у, ау на х - у. В результате 
получим 

Деу) - 9-5) 

29 
при всех вешественных 5,1, у = 0. Заменив теперь у на —у, получим 
г-у-9@+у 

—2у 


= $(т) 


= $(2). 
Следовательно, 


Ки+о-у) — чи -у) = 2уф(и + ч), 
Ки -о-у) — чи -ч-у) =2уф(и — 5) 
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(и оу) — 9(и-и-у) = 2(5 + у)ф(и), 
(ибо +у) — (ии -у) = —2(% -уф(и). 
Поэтому 
(и + и) + ф(и — и) = 25 (и). 
Положив и + =х, и — = у, получим требуемое равенство 
х+{у 
(в) +) = 2% (=). 
34.9. а) Если а = Ти {(5) = аох" + аа" 1+... ав, где 0 2 0, то 
получаем тождество 
1(2) = ох" Ча” "+... ав = ао(1 + В)” + а1(х + в) ао елаль 


Такое тождество возможно лишь в том случае, когда а1 = а1 + аопб, т.е. 
В =0. 

Если а = —1, то уравнение {(—х + В) = {(х) после замены 9(5) = {(х + 
+ 8/2) сводится к уравнению 9(5) = 9(—1), решениями которого служат 
многочлены вида 


2—2 


2% 
а0х’’-+а2х Не-а, 


6) При произвольном а сравнение коэффициентов при старшем члене мно- 
гочлена }(5) = аох" +... показывает, что а” = 1. 


34.10. Достаточно рассмотреть многочлены вида {(2) = д" + ах" "+ 
+... + ап. Требуется доказать, что а; = ( тЫ при 7 =1,..., п -— 1. 
РЕ 
Доказательство проведём индукцией по 1. 
Сравнение коэффициентов при х”_7 для многочленов {(х) и }(ах + В) 
показывает, что 


И (1) 


1$ 


При 7 = 1 получаем (1 — а” да: = (т)а”-1в. По условию а" = 1, поэтому 


пе 


1-а 1 1/а-1` 


База индукции доказана. 
Для доказательства шага индукции (т.е. перехода от 1 =Ак1 = +1) мы 
снова воспользуемся соотношением (1) и условием а” = 1. По предположению 


8 
индукции а. = и а при з=1...., К. Поэтому 


от ВЕ 


(1 о" ава = Е и 
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_ 1 
Легко проверить, что т и я ь ) — ( г ) — ы } Поэтому 
5 —$ 


("ав = 
п п—К—1 ок+1 т 1. а 1 
= 1 —_-+... |. 
ПЕ . + ( а № Е. 


Ясно также, что выражение в квадратных скобках равно 


1 Е-1 1 Е-1 а+1 —1 
уе 
а—1 а&—1 (а — ТЕ 


Следовательно, 


а - 1 ( п р а” — о" *-1 
рвет а (&- Пен‘ 
Учитывая, что а” = 1, получаем 
И ВЕ+1 
ака = не ле 

34.11. а) Предположим, что }(х) 72 0 хотя бы для одного числа х. Тогда 
из равенства /(х + 1) = {(2){(1) следует, что }(1) = 1. Далее, }(0) = /(0 + 
+0) = (0) +00), поэтому 1(0) = 0. 

Из равенства {(х + у) = }(2) + }(у) следует, что если п — натуральное 
число, то }(пх) = п (х). Значит, } (п) =п, }(1) =пЕ1/п), т.е. 1(1/п) = 1/п, 
и (т/п) = тЕКИп) = т/п для любого натурального числа т. Наконец, 
2) + а) = г -2) = Кд =0. 

6) Докажем, что если х 2 у, то }(2) > К(у). Действительно, если 5 > у, 
тох = у-+ Р для некоторого действительного числа #. Поэтому /(2) = {(у) + 
+ Р) = Ки + (10) > Ку. 

Предположим, что { (5х) 72 х для некоторого действительного числа х (мы 
рассматриваем случай, когда }(х) 72 0 хотя бы для одного числа 5). Пусть, 
например, }(х) > 5. Тогда существует рациональное число г, для которого 
1(<) > г>а. Из неравенства г > х следует, что {(г) > }{(х), т.е. т > { (т). 
Получено противоречие. Если }(х) < 5, то рассуждения аналогичны. 


34.12. Положим х = у. Тогда получим 25}(5) = 2%(1(2))?. Если д = 0, то 
}(%) = 0 или 1. 

Предположим, что } (а) = 0 для некоторого а = 0. Положив х = а, получим 
а1(у) = 0 для всех у, т.е. } = 0. 

Предположим, что } (а) = 1 для некоторого а 72 0. Положив 5 = а, получим 
а} (у) + у = (а+ у) (у), т.е. у = у/(у). Значит, [(у) = 1 для всех у у 0. 

В результате получаем, что либо (5) = 0 для всех х, либо }(5) =1 для 
всех х 2 0и {(0) = с — произвольное число. 


34.13. Возьмём точку хо, для которой {(50) = 0, и положим у = 0. 
Тогда {(х0)1(0) = (хо), поэтому }(0) = 1. Положив х = у, получаем 
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(1(=))? = /(0) = 1. Значит, }(5) = =1. Наконец, положив у = 4/2, полу- 
чим [(2){ (1/2) = 1(х/2), причём } (2/2) = +12 0. Поэтому {(х) = 1. 

34.14. Рассмотрим функции 9(5) = =? —2 и №(=) = 9(9(1)) = =“ — 42? +2. 
Корни уравнения 9(1) = х равны —1 и 2. Оба эти числа являются также и 
корнями уравнения #(5) = х. Чтобы найти остальные корни этого уравнения, 
поделим т — 45? —5+2 наз? — 2—2. В результате получим трёхчлен + 


—1 = МБ 


+х — 1. Его корни равны Е Таким образом, уравнение #(5) = х имеет 
корни 


—1- У5 
==. (1) 
Докажем, что не существует даже функции }(х), которая определена для 
этих четырёх значений х и удовлетворяет указанному соотношению. 

Пустьаи $ — числа из множества (1). Докажем, что если }(а) = 1 (5), то 
а = 6. Действительно, если }(а) = }(5), то 9(а) = (1(а)) = КК) = 90). 
Поэтому й(а) = ^(Ъ). Но №(а) =аи №(5) = 6. 

Если а = —1 или 2, то 9({(а)) = (АД (а))) = Х(9(а)) = Х(а), поэтому 
К(а) = —1 или 2. 

—1-= У5 

Если а = 5 =#10 (1 (а)) = Л((а)) = (а), поэтому }(а) — одно из 
чисел (1). Мы доказали, что } взаимно однозначно отображает множество (1) 
на себя. Более того, } отображает подмножество, состоящее из чисел —1 


и 2, на себя. Поэтому }(а) = а или }(а) = о Равенство {(а) = а 
—1+ У5 

невозможно, поскольку тогда 9(а) = а. Таким образом, если @ = ой 

В = 28, о Ка) = Ви /(8) = а. Но тогда а = 8) = (а) = 9). 


Приходим к противоречию. 

34.15. Ясно, что }(2х) = }(х +=) = (2) + К) =2} т), ЕЗа) = Ка + 
+=) = /(2=) + К) = 2х) + Ка) = ЗК <). Аналогично доказывается, что 
К(пх) = пК(т) для любого натурального п. Далее, {(х) = }(& +0) = {(х) + 
+ (0), поэтому {(0) = 0, а значит, {(5) + }(—х) = } (1-2) = К(0) = 0. Таким 
образом, равенство {(п5) = п] (х) выполняется для всех натуральных п. 

Для любого рационального числа х = т/п получаем }(пх) = п} (т), т.е. 
т/п) = (т) [п = (т/п) (т). Функция } непрерывна, поэтому / (5) = х{(1) 
для любого (вещественного) х. Действительно, любое число х является пре- 
делом рациональных чисел. 


34.16. Ясно, что {(2) = а*}(х/2) = а*а"/?} (5/4) = а*а”'а?/4} (5/8) = 
а а (1+4 +52) 1(=/21Т). Если Ё — со, то {(х/2**') -> 1(0), по- 


скольку функция } непрерывна. Кроме того, 1 + 5 + л В аа-Е в 2 при 


Е > ©. Поэтому {(5) = а?°{(0). Таким образом, {(х) = Са”, где С — 
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произвольная константа. 


34.17. Равенство }(1){(хо —х) = }(х0) показывает, что }(2) = 0 для всех 
х. Но тогда }(х) > 0 для всех х поскольку {(х) = }(х/2)1(х/2). 
Индукцией по п легко доказать, что 


/(п=) = (1(=))" (1) 
для всех натуральных п. Ясно также, что }(0) = 1, поскольку {(5) = }(х + 
+ 0) = 1 (2) (0). Кроме того, {(2)}(—х) = }(0) = 1. Поэтому равенство (1) 
выполняется для всех целых п. В частности, }(п) =а”, где а = {(1). 

Докажем теперь, что равенство }(г) = а” выполняется для любого ра- 
ционального числа г = т/п. Запишем равенство (1) для х = т/п: (т) = 
= (/(т/п))". Учитывая, что }(т) = а”, получаем а” = (}(т/п))”, т.е. 
Г(т/п) = а"/®. 

Равенство }(5) = а” доказано для всех рациональных х. Поэтому из не- 
прерывности функции [ следует, что {(2) = а” для всех т. 

34.18. а) Сделаем замену и = 105, х, т.е. х = а", и рассмотрим функ- 
цию 9(и) = {(2) = Г(а“). Функция д тоже непрерывна. Она удовлетворяет 
соотношению 9(и + 0) = 9(и) + 9(%). Действительно, 9(и + и) = {(а**) = 
= Г(а‘а”) = }(а“) + Г(а”) = 9(и) + 9(%). Поэтому согласно задаче 34.15 
9(и) = ч9(1) = «Ка) = и. Таким образом, (2) = 9(и) =и = 05, х. 

6) Легко проверить, что }(5х0) = п{(хо) для любого целого п. Поэтому 
функция } принимает значения как больше 1, так и меньше 1. 


34.19. Ясно, что 


1(25) = 21 (2) + (1(=))* = (1+ 12)? — 1. (1) 

Покажем индукцией по п, что для любого натурального п выполняется ра- 
венство 

(иг) = (1+ [(=))" 1. (2) 


Действительно, из этого равенства следует, что 
(в + 1)2)) = (па +=) = (иг) + {(2) + (=) (па) = 
= (1+ /(2))" - 1+ =) + =) (1+ Х(2))" — (2) = 
= а)“ 
Пусть {(1) = с. Запишем равенство (2) для х = 1: 
п) = ас)" — 1. 


Запишем также это равенство для х = т/п: 


от) = у 


Но } ("=) = } (т) = (1+ с)” — 1, поэтому 


(1+1 (=))" =40+0)", те. 1 (1) =а+о)”/" 1 
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Здесь всегда нужно брать положительное значение корня, потому что, если 
р 
заменить в равенстве (1) х на х/2, то получим {(5) +1 = (1 +1 (:)) > 0. 
В итоге по соображениям непрерывности получаем, что если х > 0, то 
(=) = К" — 1, где  =с+12> 0. 
Положим в исходном функциональном уравнении х = 0, а потом у = —х: 
Г(у) = (0) + Г(у) + (ОТ), 
(0) = (=) + (=) + (=) (2). 
Если } (у) = —1, то 1 (0) = 0. В таком случае для х > 0 получаем 
0 = А" — 1+ 1 (—2) + (&° - ПК-=) = 
=" — 1+ А” [(-х), 
откуда }(—1) =К ® -—1. 
Итак, мы получили, что либо }(%) = -—1, либо }(х) = 0, либо }(1) = 


= К" — 1, где Ё > 0, К >= 1. Несложная проверка показывает, что все эти 
функции удовлетворяют данному функциональному уравнению. 


34.20. Пусть 1(0) =аи /[ (1) = 6. Положив в исходном функциональном 


1 1/2 
уравнении д = у = $/2, получим } (5) = уф =а (=) = ас!/?, гдес = 6/а, 


} (+) =_/а} (5) = ас1/4 и вообще } (=) = ас!/2" (если а = 0, то всё равно 


1 5 
получаем } (5=) = 0, поскольку в этом случае можно обоитись без деления 
на а). 


Положим теперь в исходном функциональном уравнении т = иу= 


2т—1 


1. 
м В результате получим 


В), 


1 ( , ) - (вм), (мт) = ас3/?". 


2т 


т-—1 - т т т 
Ясно также, что если 1 ( Ба ) = ас "1/7" и р (5=) = ас"/?", то можно 


т 
положить х = — иу= —. Тогда из равенства 
2% 2% 


о: 


) = ас" 1/2". Значит, | (5) = ас"/2" для всех нату- 


т - 


2% 


следует, что } ( 
ральных 1. Поэтому по непрерывности }(х) = ас” для всех положительных 
х. 
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Положим в исходном уравнении 5 = 0. В результате получим 


Ку) = (1(0))* = а?, 


а значит, }(—у) ы Е ас * 
И = = — р 
О У а 
Легко проверить, что функция }(т) = ас” удовлетворяет данному функ- 


циональному уравнению. 


34.21. Эквивалентное условие таково: (12(=))' = 0, поэтому функция 
1?(<) постоянна. Из непрерывности функции } следует, что функция /(1) 
тоже постоянная. 


Глава 35. 


Цепные дроби 


35.1. Определение и основные свойства 


Рассмотрим бесконечную последовательность натуральных чисел 
а, а2, ...Пусть ао — целое число и 


1 аоа1 +1 _ р1 


[0; 1] = ао + — = = —, 
а1 а1 941 
1 аоа1а2 + ао + а2 рэ 
[40;@1, 42] = в + —— Е т. 
и 
а2 
а | _ а0а1а2а2 + ара + аодаз + азаз +1 _ рз 
а ь 1 алазаз + а1 + аз 43 
Е 
а2 + — 
аз 


ит.д. Дробь рь /4к называют подходящей дробью порядка Ё для рассма- 
триваемой последовательности, а предел шик со Рк/4к = [а0; @л, а2,...] 
называют цепной дробью". 

Каждому положительному числу @ можно сопоставить его разло- 
жение в цепную дробь, т.е. последовательность чисел ао, а1, ..., для 


которой [а0; а1, а2,...| = а. А именно, аб = [а], а = = 
— а0 


\Такое название пришло из немецкого языка (Кебепьгисвеп). Иногда использу- 


ется название непрерывные дроби, которое пришло из английского языка (соппие4 
Егасв оп). 
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— ЕЕ ит.д. 


а -— 
а — ад 

35.1. Докажите, что цепная дробь [0;1,1,1,...] равна отношению 
меньшего отрезка к большему в золотом сечении, а цепная дробь 


[1;1,1,1,...] — отношению большего отрезка к меньшему. 


35.2. Докажите, что цепные дроби связаны с алгоритмом Евклида 
следующим образом. Пусть т < п — два натуральных числа. Применим 
к ним алгоритм Евклида: п = ат + ти, т = али + та, Гу = а272 + тз,..., 


7—1 = @5". Пусть ть = [О; ак, аки,...,@з| для К =0,1,..., 5. Тогда 
т Т1 То Тз 

20 = —, 21 = =, 42 = —,..., $. = Е 
у т Т1 Т—1 


35.3. Пусть ро = 0 и 4 =1. 

а) Докажите, что при # > 2 выполняются соотношения рк = акр 1+ 
+ Рьк-2 и 4 = ак 4Е-1 + 4-2. 

6) Докажите, что рь-14к — Чи-1рь = (1) 

в) Докажите, что рк—54к — Чк-эрк = (—1) 


35.4. Докажите, что последовательность ру /4к сходится. 


|: 
1. 


35.5. Решите в натуральных числах уравнение 


1- [0;2,3,4,...,п] = [0;51,12,..., |. 


35.6. Докажите, что 


рп 1 1 1 а 


= а0 ———_ — 


4п 4041 49192 9293 ``’ фа. 


Рассмотрим последовательность многочленов Ко = 1, К1(41) = 21, 


Ки(21,....,Х.) = 2®Ки—1(21,....би-1) + К„_2(41,.... 2.2). Согласно 
задаче 35.3 а) р» = Киа (а1,..., ава) и 9. = Кь(@,...,@п), т.е. 
Киа (а1,... апт) 
ао, @т| = РИА, 
[д0;а1›..-›@н] Ки(а1,... ат) 
35.7. Докажите, что Ки(х1,...,1п) представляет собой сумму всех 


мономов, которые получаются из 1112...т,„ вычёркиванием нескольких 
непересекающихся пар соседних переменных т:1.41. При этом можно 
как ничего не вычёркиваль, так и вычёркивать всё; в последнем случае 
считаем, что остаётся моном 1. (Эйлер). 
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35.8. Докажите, что другое рекуррентное соотношение 
К,(11,..., бп) = 21 К„_1(12,..., 5%) + К„_2(23,..., 5) 


приводит к той же самой последовательности многочленов. 


35.9. Докажите, что количество мономовв К„(11,..., Хи) равно чи- 
слу Фибоначчи Ри. 


35.2. Наилучшие приближения 


Пусть а —— положительное число, хи у — целые неотрицательные 
числа, причём у > 1. Дробь 1/у называют наилучшим приближением 
числа а, если для любой другой дроби а/б с меньшим знаменателем 
выполняется неравенство [а — ва] > |5 — уа|. 


35.10. Докажите, что наилучшими приближениями числа а являют- 
ся подходящие дроби разложения @ в цепную дробь и только они. 


35.3. Цепные дроби и уравнение Пелля 


Здесь мы обсудим ешё одни подход к построению решений уравне- 
ния Пелля, основанный на разложении числа \/а в цепную дробь. 


35.11. Пусть 4 — натуральное число, свободное от квадратов. Тогда 
все решения уравнения #57 — 4у? = 1 в натуральных числах находятся 
среди подходящих дробей разложения числа, Ув цепную дробь. 

Теперь нужно выяснить, какие именно подходящие дроби соответ- 
ствуют решениям уравнения 2? — 4? = +1. 


Квадратичную иррациональность а называют приведённой, если 
а >1и —1<а < 0, те. —1/а’ > 1. Например, квадратичная ирра- 
циональность [У] + У4 приведённая. 


35.12. Докажите, что цепная дробь приведённой квадратич- 
ной иррациональности а чисто периодическая, т.е. она имеет вид 
[@о;ал,..., ак, ао, @1,...,@к»...|. 

35.13. Пусть Уа = [40; @1,...,@к_1, 20, @1›...], т.е. число К делит- 


ся на период. Докажите, что тогда подходящая дробь рь_1 /9к—1 даёт 
решение уравнения #2? — 4у? = (—1*. 
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Решения 


т 
35.1. Пусть х = [0;1,1,1,...]. Тогда х = р: х(1 +1) = 1. Ясно 


также, что х > 0. Решая квадратное уравнение и отбрасывая отрицательный 
корень, получаем требуемое. 


1 
Пусть у = [1;1,1,1....]. Тогда у-— 1 = -, т.е. у(у-—1) = 1. Ясно также, 
у 
что у > 0. Решая квадратное уравнение и отбрасывая отрицательный корень, 
У5-+1 _1 
получаем у = =... 


т Т1 Т2 
35.2. Рассмотрим последовательность чисел у = —, ал = —, у2 = —, 
п т т1 


Тз 
. Каждое из этих чисел заключено между 0 и 1. Легко про- 


.) Уз = 


Тз—1 


1 ъ 
верить, что ук = ———_ при < 3 (полагаем уз+1 = 0). Действительно, 
ак + Ук+1 
это равенство эквивалентно равенству Гк_1 = Ткак + Гк-+1 (нужно положить 
т = то ип =Гг_1). Следовательно, уз = [0; а.], Уз-1 = [0; аз-а,@з|, ..., 0 = 
= [0; ао,...,аз|, что и требовалось. 


35.3. а) Применим индукцию по ^. При К = 2 требуемые соотношения лег- 
ко проверяются. Если ао, а1, ... рассматривать как независимые переменные, 
то имеет место очевидное равенство 

1 
ак-1 


[@0; а1,... ав] = [орала + 


Поэтому согласно предположению индукции 


1 
(“+ ши ) РЕ т РЕ-2 
Рк-+1 а акт ны 
Я т 
Не (“+ ) Чк-—1 + 4—2 
ав1 


ак 1 (акрк-1 + к—2) + рк-1 _ @карь + РЕ-1 
ак 1 (ак Чк—1 + Чк—2) + Чк-1  ак1Чь - Чк-1 


6) и в) очевидным образом следуют из а). 


1 
35.4. По построению разложения в цепную дробь а > а, а < ж+— и 
ао 
вообще а 2 рэк /92ь иа < Рака /Ч2к-+1. Кроме того, 
РЕ _ к _ (-Ш* Так 
Че-2 Ч ЧЕЧк-2 


Поэтому (для иррационального а) 
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Теперь сходимость последовательности рь/4к вытекает из того, что 


к РЕ _ 1 
Чк Чк—1 ЧкЧк-+2 
и 4ь -› со при -> со. 
35.5. Ответ: 51 = 1, 12 = 1 23 = 3, 44 =4,..., х, = п. Выражение в 
ъ т 
левой части больше 5, ПОЭТОМУ 21 < 2, азначит, х1 = 1. Пусть [0;3,4,...,п] = 
1 1 1 
=аи [0;12,...,2.| = х. Тогда 1— = ———, т.е. - = 1-+а. Таким образом 
[ ,912, р п| д 21а Е г р ) 
[1;3,4,....пв] = [$2;т3,...,2.|. Ясно, что пелые части выражений в левой и 
правой части равны 1 и 12, поэтому х2 = 1. После этого получаем равенство 
[3;4,...,п] = [53;154,...,2|. Снова сравнивая целые части, получаем хз = 3 
ит.д. 
35.6. Р Рк _ Рк-1 
.6. Равенство из задачи 35.3 6) можно переписать в виде — = + 
Чь ЧЕ-1 
г Е—1 ы ВА - Е—2 1 
ДВ беоне РВ ИИ 2; ( ) ит.д. до РЕ = 0 = 
Чк—14в Чк—1 Чк-2 Чк—24&—1 91 90 49041 
1 
= 4+ — 


35.7. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение очевидно. Шаг 
индукции делается следующим образом. Мономы, которые получаются при 
вычёркивании нескольких пар 1:5;+1, можно разбить на две группы: те, в ко- 
торых переменная х» не вычеркнута, и те, в которых переменная х» вычерк- 
нута. Поскольку вместе с х„ обязательно вычёркивается т„_1, это разбиение 
согласуется с рекуррентным соотношением. 


35.8. Те же самые рассуждения, что и в задаче 35.7, лишь с заменой т» на 
11, показывают, что новая последовательность многочленов характеризуется 
с помощью вычёркиваний точно так же, как и старая. 


35.9. Пусть а. = К»(1,1,...,1). Тогда в = 1, а1 =1иав = ап-1 + @ат-2 
при п > 2. 

35.10. Предположим сначала, что х/у — наилучшее приближение чи- 
сла а = [а0;а1,а2,...|, которое не совпадает ни с одной подходящей дро- 
бью р»/49.. Покажем, что тогда ро/40 < т/у < р1/41. Действительно, если 
$/у < ро/40 = ао, то 

оЗа=-ан=а= «у («-=) =ау- 1. 
у у 


Поэтому |5 — ау| > |а — ав |, чего не может быть. А если х/у > р1/41 > а, то 
х рп т 


о<--—<--а, 
у 91 у 
поэтому 
х я 1 
у у 91 41 
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а значит, 


1 1 
[1 — ау > Рае 005 


чего тоже не может быть. 

Из того, что точка х/у лежит внутри отрезка [ро /40, р1 /91|, следует, что 
она лежит между точками ри_1 /9и-1 и Рп+1/4»-1 (по предположению она не 
совпадает ни с одной из них). Таким образом, при нечётном п 


Ри-1 < ыы < Ри <а< Р®. 
Чп—1 у Чп-1 Чъ 


(при чётном п все неравенства заменяются на противоположные). Поэтому 
получаем неравенства 


1 о р-Ь « — РЬ 1 
ап —1 У Фр Ф%  Ф—1| ФФ’ 

1 1 н» х 

< № < о | 

УЧь-1 Чи 1 у у 
_ Въ < Рь _ + Ри-1 Ве Рь Ри-1 — 1 . 

Чи Чи Чп-1 Чи Чп-1 ЧпЧи-1 

т 
Значит, 4» Зуи |х -ау| > — > |» - а, |. Это противоречит тому, что 
Чп-1 


х/у — наилучшее приближение числа а. 
Предположим теперь, что х/у = р»/4». Требуется доказать, что если 
а 7 р |4, и 1 ЗО < 4, то 


р» — Ча] < а — ва. (35.1) 
Из равенств 
Рь _ Ри—1 =: Р® Рь-1 — 1 
Ч Чп—1 Чи Чп—1 Чп4®—1 
и 
Ри-1 Ри-1 а = Ри-—1 Ри-1 =. @п-1 
Чп—1 Чп--1 Чп—1 Чп-1 Чп—19п-1 
следуют неравенства 
р 1 
< [Р®—1 — %—1а| < — (35.2) 
Чп-1 Чи 
и равенство 
Чт Рот — 4.14 + 9-1 |[рь — 4ва| =1. (35.3) 


Если а = ри1 и = 4,1, то согласно (35.2) 


< [Ри—1 2 Ч®—1а — [а — Ба. 


[р», — ва] < 
Чи-1 
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Поэтому будем считать, что [а4и—1 — р»-1| > 1. Тогда 


р а + а Ри-1 > [а Ри-1 > 1 | 
Ь Чп-—1 Чп-—1 6—1 
т.е 
4—1 |а — ва + рь-1 — 49—14 > 1. (35.4) 


Поскольку 6 < 4», из равенства (35.3) следует неравенство 
Бри—1 г Чп-та + 4—1 Ро = Чта <1. (35.5) 
Из неравенств (35.5) и (35.4) получаем [р» —9»а| < |а-—6а|, что и требовалось. 


35.11. Согласно задаче 35.10 достаточно проверить, что если 2? — 4? = 
= +1, где хиу — натуральные числа, то х/у — наилучшее приближение 
числа 4 (случай у = 1 легко разбирается отдельно). Для начала, заметим, 
что 


1 


2_ | =. 
у у [2+ у\Уа | у(=+уУ4` 
Кроме того, 22 = 4? +1> (а-П)у?, поэтому х +у\а > (/а+1+Уау>?2у 


1 
при 4 > 2. Следовательно, |5 — у/ 4 < р 
] 


Пусть а/6 # х/уи|а-6У4 < |=—у\4| (а — целое число, 6 — натуральное 
число). Тогда 


ра 

у 
Поэтому 2у < у-Ь, т.е. 6 > у. Это означает, что х/у — наилучшее прибли- 
жение числа \4. 


1 1 У 
у 22 262` 


а 


Ь 


+ 


„а Ия 
у 


а х 
5 у 


35.12. Число а является корнем квадратного уравнения ах? {ес =0, 


—в- 2 — 4ас = Р-+УВ 


где а,5,с — целые числа, поэтому а = я = о Изменив 
а 
Р+ Ур 
при необходимости знак числа @ = 2а, можно считать, что а = [= 
Пусть а = [40;41,а2,...|. Рассмотрим остаточный член ак = 


= [ак; ак-+1, ак-+2,...|; при этом а = [а0;@1,,... ав, @]. 


Шаг 1. Остаточные члены ак принимают, лилиь конечное число различных 
значений. В частности, ак = 4 для некоторых различных К и 1. 


Р+УБВ ‚ Р-УВ 
Из равенства а = ———— следует, что а = ————. Поэтому 


9 9 
2ур 2Р 
О = =а+а' > 0. 
9 9 
Значит, О > 0иР > 0. По условию а’< диа > 1, поэтому Р < УБ 


и О < Р+УО < 2УЪ. Таким образом, при фиксированном Г существует 
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лишь конечное число приведённых квадратичных иррациональностей вида, 
Р-+ур 


[9 
Покажем, что а! — приведённая квадратичная иррациональность вида 
РА-+уУув 
а Неравенство а1 > 1 следует непосредственно из определения. Из со- 
1 
1 1 1 : 
отношения сх = ао — следует, что — — = ао-— а; поэтому —— =40-а > 1. 
[6 [61 [2% 
Далее, 
й Р+УВ —А-уУв 
а ао = ао = 
01 [® [9 : 


где Р! = а0 - Р. Напомним, что Р = -6, О =2аи р =№ - 4ас. Поэтому 
число Р? — Р = 4ас делится на О. Следовательно, 
Га) _ 9(Р.+УР) _ Р-+УВ 
-Р+Ур  Р-В 9: 
Индукция по К показывает, что ак — приведённая квадратичная ирраци- 


Р+УБ 


ональность вида Як где Рь, Ок — целые числа, поскольку ак = ак + 
к 


ал = 


+ 


. Мы уже показали, что количество приведённых квадратичных ир- 
к-т 
рациональностей такого вида конечно. 


Шаг 2. Если ок = ми, >21, то мк = м1. 


Достаточно проверить, что если а и а! — приведённые квадратичные 
иррациональности, связанные соотношением вида @ = ао +а!', где ао — 


натуральное число, то число а однозначно восстанавливается по а1. Ясно, 


—1 1 
что — =щ-аи-а' Е (0, 1). Поэтому а = |-—-|. Число а однозначно 
а а 
1 1 
восстанавливается по а1, поэтому число а тоже восстанавливается. 


35.13. Рассмотрим число 


а = [Ма + Уа = [2ао; а1,... ав, 9] = ЕЕ. 
4к-та - 4к—2 


Рь-1 _ РЕ 
где = + ао. Это число удовлетворяет квадратному уравнению 


Чк—1 ЧЕ-1 


дк_1а? + (4ь_2 — рь_1)а — к = 0. 
С другой стороны, а = ао + М4, поэтому 
а? — ава + (а —а4) =0. 
Следовательно, рк—1 — дк—2 = 2аодк-1 и рь-2 = (а— аб) дк 1. 
Соотношение рь_24к—1 — дк_2ркф1 = (—1)*-1 можно переписать в виде 
(1) = (4-а0)4к-1 — Рь-и(Рь-1 — Зао4ь-1) = 
= (4-4а0)4ь 1 — (фк + ао4к-1)(рь-1 — аодк-1) = 

а4ь—1 — ра. 


Глава 36. 


Формальные ряды и 
производящие функции 


36.1. Формальные ряды 


Формальным рядом называют выражение вида ао +ат-+а22? азтЗ + 
+.... При этом ряд может расходиться при всех х 22 0; нас интересуют 
только коэффициенты а5, @1,.... Тем не менее, мы будем использовать 
обозначение }(5) = а + а1х + а21? + азл3 +...; при этом функция } 
может быть не определена для всех х = 0. 

Для формальных рядов } (5) = в-+а1х+а212 +... и 9(2) = ю+Ых+ 
+6522 +... можно определить их сумму и произведение как формальные 
ряды 

1(2) + 9(1) = (в +) + (м +) + (а2 +55)1? +..., 

1(2)9(<) = ао + (а160 + @061) 5 + (а26о + а: + а0б2) 5? о 


Формальный ряд, для которого ао = Ти ак = 0 при Ё > 1, мы будем 
обозначать 1. 

Будем считать, что }(Лх) = 9(2), если }(т) = а +а1х +а21? +... и 
9(1) = 5 +61+6522 +..., где В, = Л*аь. 

36.1. Пусть /(5) =1+1+12 +13+...и9(5) =1-5+12-#3+.... 
Вычислите произведения: а) }(1)}(1); 6) }(1)9(:). 

36.2. Пусть /(5) =1+2+1? +23 +.... Вычислите формальный ряд 
9(х), для которого }(1)9(х) = 1. 
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36.3. Пусть /(5) = ао + а1х + а212 +... — формальный ряд, при- 
чём ао 7 0. Докажите, что существует единственный формальный ряд 
9(1) = 5 +Ых+ 6512 +..., для которого }(1)9(х) = 1. 


36.2. Формальная производная 
Формальной производной формального ряда }(2) = Ур оаьхи на- 
зывают формальный ряд 0({(т)) = Ук, Какх” ". 


36.4. Докажите, что формальная производная обладает следующи- 
ми свойствами обычной производной: 


а) Р((+) + 9(2)) = 2({(2)) + Р(ч(=)); 

6) 2(1(=)9(=)) = 1(=)0(9(=)) + (=) (1 (2); 

в) О ((/(«))") = п(1(=))" "Б(1(а)) для любого натурального п; 
о В((4(2)) ") = 
(а) для любо- 


г) если существует формальный ряд (](7)) 


= - (12) *р(1@)) и Б(((2)) ") = "(а)" 
го натурального п. 

д) О(Ё’) = г (В для любого рационального числа г и любого 
формального ряда } =1+а1х + а21? +.... 


36.5. Для формального ряда } = а +а1т-+а21? +... положим 5(}) = 
х 


= а0. Докажите, что } => о 5(р"( р). 


36.3. Корень из формального ряда 


36.6. Докажите, что для любого натурального п и любого формаль- 
ного ряда }(х) = 1+ ах + а21? +... существует единственный фор- 
мальный ряд 9(2) =1+ +6551? +..., для которого (9(2))" = {(2). 

Ряд 9(5) мы будем обозначать */{(7т) или (=) "". 


36.7. Докажите, что для любого рационального числа, г 


(1 я Е а а ыы. 


5] р м 
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36.4. Экспонента и логарифм 


Назовём формальной экспонентой формальный ряд 


2 3 д” 


Ехр(2) =1+#2+ +3 +...+ +... 
36.8. Докажите, что: а) Ехр((а + 5)5) = Ехр(аз) : Ехр(5х); 6) 
Ехр(Ёх) = (Ехр(2))^ для любого натурального числа К. 


36.9. Докажите, что 


Уси-ни" (®) - {9 при 0 < т < п, 


| = 
— п! при т = п. 


Пусть } = 1+ ах + а212 +... — формальный ряд. Формальным 
логарифмом } называют формальный ряд 


гдед = {-1=а1х + а22? +.... Отметим, что формальный ряд Т(}) 
корректно определён, поскольку коэффициент при х” полностью опре- 


В о 1 т 
деляется конечной суммой 9 — т — 39° —... + (171-07. 


п 
36.10. Докажите, что О (Шц})) = }*0(Х. 
36.11. Докажите, что если { = 1+ а1х + а212 +... иВ=1+ ых + 
+ 6512 +..., то Та} А) = Та) + ЦК). 
36.12. Докажите, что Тла(}") = тТа(]) для любого рационального 
числа, т. 


36.13. Докажите, что если №а(]) = Га (ВР), то { =1. 


36.14. Докажите, что если 9 = а11 + а222 +... иг — любое рацио- 
нальное число, то 


81 
Е 


—1(т-2)...(7-п-+1 п 
= ттт)... (т о 


п! 


Ее 


36.15. Бесконечные последовательности @0, @а1, ...и №, Ш, 
т п 
...таковы, что ши = о ;)@ для всех п 2 0. Докажите, что то- 


гда ат = И для всех п > 0. 
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36.5. Тождества для формальных рядов 


со 
36.16. Докажите, что бесконечному произведению |], (1 + 1”) 
соответствует корректно определённый формальный ряд. 


36.17. Докажите следующие тождества: 


а) П а П (1— д2т)-1 У` (Аж; 
т—1 т—=1 Е=—со 

5 Па-=") = Цач=") У) су" (Гауео). 
т=1 т=1 Е=—со 


36.18. Пусть $(п) — сумма тех простых делителей 4 числа п, для 

которых п/4 нечётно (5(п) =0 при п < 0). 
РЕ т 

а) Пусть } = ПП, т ид = У” 8(п)д”"-'. Докажите, что 
БЛ) = -214. 

6) Докажите, что (п) — 28(п — 1) + 28(п — 22) — 28(п — 32) +... = 
= (—1)” +, если п — полный квадрат; в противном случае эта альтер- 
нированная сумма равна нулю. 


36.19. а) Используя результат задачи 36.18 6), докажите, что любое 
простое число р вида 4к + 1 можно представить в виде суммы двух 
квадратов. 

6) Докажите, что любое простое число р вида 8К + 3 можно пред- 
ставить в виде суммы трёх квадратов. 


36.6. Производящие функции 


Производящей функцией последовательности ао, а1, а2,...называют 
формальный ряд { (2) = в+а1х-+а21?+.... Наибольший интерес произ- 
вводящие функции представляют в том случае, когда им соответствуют 
ряды, сходящиеся хотя бы на каком-то интервале. 


36.20. Докажите, что производящая функция последовательности 


п т 
ак = о 1,..., п, равна (1 + 5)”. 


36.21. Пусть /(2) = >, сьх — производящая функция для по- 
следовательности чисел Каталана, т.е. с1 = 1, с2 = аси ск = аб 1 
+ С2ск2 +... + ск ле при 2 3. 
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а) Докажите, что (1(=))* = /(х) т. 


2т—2)! 
6) Докажите, что с„ = тэ), 


36.7. Числа и многочлены Бернулли 


Ехр(2) — 1 


—1 
Согласно задаче 36.3 формальный ряд ( В ) определён од- 


о В 
нозначно. Запишем этот формальный ряд в виде >70 — 2”. Числа В» 
п. 
называют числами Бернулли. Непосредственно из определения видно, 
что Во = 1. 
Многочлены Бернулли определяются равенством В„(2) = 
2 п в р 
В ( м ‚Вы . Это равенство можно формально записать в 


виде В»(2) = (В +2)", где подразумевается, что вместо В" мы пишем 
Вь. 


36.22. Докажите, что при К > 1 для чисел Бернулли выполняется 
равенство У Вр — = Вь, т.е. р Вр ыы = 0. 

Равенство из задачи 36.22 формально можно записать в виде (В + 
+ 1% = Вь, где подразумевается, что вместо ВР мы пишем В,. 

36.23. Докажите, что В»(0) = В,(1) = Ва. 


36.24. С помощью тождества из задачи 36.22 вычислите В1, В2, Вз, 
Ва и Вь. 


36.25. Докажите, что Воь+1 = 0 для всех натуральных К. 


36.26. а) Докажите, что В»(; + 1) — В,»(2) = п2”_\ при п > 2. 
6) Докажите, что при п 21 


р ор т (Вик +1) — Вь+1(0)). 
36.27. Докажите, что В’ (2) = пВ„_1(2). 


36.8. Число разбиений 


Пусть р(п) — количество способов, которыми можно представить 
число п в виде суммы натуральных слагаемых (слагаемые могут быть 
одинаковыми; два представления, которые отличаются лишь порядком 
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слагаемых, считаются одинаковыми). Число р(п) называют числом раз- 
биений. 

Например, р(1) = 1, р(2) =2 (1+1;2), р(3) =3 (1+1+1;1+2;3), 
2(4) =5 (1+1+1+1;1+1+2;1+3;2+2;4) ит.д. 

36.28. Докажите, что 


1+ У `р(п)=" — (По = Е 


36.29. Докажите, что 


ня С 31? —п Зп? п 
Па- =”) =1+ › (—1)” (: 2 хх 2 ) 
п—=1 п=1 


(тождество Эйлера). 
36.30. Докажите, что 


ие) = Усе (в (ЗК) +р (вк) 


Е=1 


(предполагается, что р(0) =Т1и р(т) = 0 при т < 0). 

36.31. Пусть 4(п) — количество разбиений числа п на разные сла- 
гаемые, [(%) — количество разбиений числа п на нечётные слагаемые. 
Докажите, что 4(п) = (п). (Э@лер) 


36.9. Формулы Варинга 


Пусть 01, ..., би — элементарные симметрические функции от 21, 
..) Фв, Т.е. 01 = 91+... 20, 02 = Учат ых би: нь 
Пусть, далее, зк = 2 +...+ 4%. 
36.32. Докажите, что 


(—1) к _ хз И = т 


р ны в 
где суммирование ведётся по всем наборам целых неотрицательных чи- 
сел 1, ..., 6» для которых 1 +26 +... +1 = Ё (первая формула 
Варинга). 


36.33. Докажите, что 
(ЕН т } 


Е ка т 
(-1)*в =>) ПАРИТ УИ ИГ БСВ 
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где суммирование ведётся по всем наборам целых неотрицательных чи- 


сел |1, ..., в, для которых 1 + 26 +...+ Е = Ё (вторая формула 
Варинга). 
Решения 


36.1. Ответ: а) 1+ 25 + 31 +45 +...; 6) 1+5 +2‘ +268 +.... 
36.2. Ответ: 9(5) =1—х. 


36.3. Должны выполняться равенства аобо = 1, а160 + аоб1 = 0, а2ъ + 


1 Ь 
+ а1б! + аоб2 = 0, ... Из этих равенств следует, что в = —,ЁЫ = ый 
ао ао 
а260 - а161 
= ит.д. 
ао 


36.4. 6) Пусть /(2) = У оакх" и 9(2) = У об". Коэффициент при 
д’! у формального ряда 2(1(х)9(<)) равен КУ, а16у, а у формального 
ряда {(2)0 (9(2)) + 9(2)0({(=)) коэффициент при х"_' равен Унь а + 
+ У уфь 946; = > дурь ау. 

в) Применим индукцию по п, воспользовавшись задачей б): 
Р((4())"") = Р(Дз) - (4(2))") = Кэр((1а))") + (4(2))" 2 (а)) = 
= п/(+)(1(+))" "Р(Е=)) + (4 (=))" (К) = п+1((#))"Б(К=)). 


г) Применим результат задачи 6) к произведению 1(=) . (1 ®), ИЕ 
В результате получим /О(Р') + Л "Б(Х = 0, те. Бр") = — и 
Затем воспользуемся результатом задачи в): Р(}”) = Б(({')”) = 


=п(/ "Бр" = пр" "БФ. 
д) Задача 36.3 показывает, что ряд }” однозначно определён. Пусть г = 
т/п, где т и п — целые числа. Тогда согласно задаче в) Ш((}”)) = 
п( "р(р’) и м = Б({”) = т БФ). Поэтому БГ’) 

Я 
РЕ) = РФ = "ЧФ. 

36.5. Согласно определению 0”"(}) = >15*„1(7-1...(]-п+ Па; п. 
Поэтому 5(0”(})) = пам. 

36.6. Индукцией по п легко доказать, что (1+1 +622°+...)" = 1+ 15+ 
+ ея? +.. „где с1 = пб1, с2 = пб2 + рп,2 (61), сз = пбз + рп,з (61,62), ...) СЕ = 
= пбь + рик (61,...,бк1), ... (здесь ри,т — многочлены с целыми коэффици- 
ентами). Из равенств а1 = пб1, а2 = 162 + р»,2(61), аз = пбз-+рп,з(61,62),..., 
а2 — Рп,2(61) ы. — 43 — Рп,3(61,62) 
А, = ЩЩи 

ул ул 


ал 
последовательно получаем 61 = —, 62 = 
т.д. ы 
36.7. Согласно задаче 36.4 д) 0((1 + 2)") = г(1 + 2)" "Ра + 
+=) = г(1 +2)” ". Поэтому индукцией по п получаем О” ((1 + #)") 
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= г(г — 1) (г - 2)... -п+1(+х)””. Воспользуемся теперь формулой 
из задачи 36.5. Если } = (1 +2)", то 5(Р"({)) =г(г-1)(г-2)...(г-п+1. 
Поэтому 


я т? тт —-П(т-2 о 
= (р = ИОВ "О, 
п=0 п=0 
36.8. а) Требуется доказать, что оны НЫ т.е. (а + 
.О. у д 3 тт! = Е=0 К! (т, — К)! .е. 
т! Е Е т! т 
О ив" 10 Е 


6) Следует из а) индукцией по К. 


36.9. Рассмотрим сумму формальных рядов >\»_5(—1)” ы ) Ехр(Ё5) = 


ОА) ое) = оса") =". 


Если воспользоваться результатом задачи 36.8 6), то эту сумму 


можно записать следующим образом: У\,_5(-1)”- — Вы № 


т 
= 3-Е) = (Вже) - 1" = (++ ++...) 
У полученного формального ряда коэффициент при х”, где т < п, равен 
нулю, а коэффициент при х” равен 1. 


1 1 
36.10. Ясно, что Б(1(})) = Р(9-59+ не ..). Воспользовавшись тем, 
что каждый коэффициент формального ряда Гп(]) определяется конечной 
зе 1 1. 1 1 
суммой, получим О(9 — 59° + 59 _...) = Ба) - 569’) + 56(9°) НЕЕ 


= В(9)-90(9)+96(9°)-... = В) а-9+9-...) = Бдачя "= Б, 
поскольку 2(}) =0(]1-1 = 09). 

36.11. Воспользовавшись результатом задачи 36.10 и свойствами фор- 
мальной производной, получим О(Га(}1)) = (1) "Б(ф) = (1) "(ЕБ(В) + 
+80(})) =в "БВ +Е "(р = Бык). Кроме того, формальные 
ряды Га( } №) и Га(}) + Га(В) имеют нулевые коэффициенты при 5°. Поэтому 
Га( 11) = Тр) + и). 

36.12. и. докажем, что щ(} ры = — (ЛУ). Согласно задаче 36.11 
из равенства } "/ = 1 следует, что Гар тар) = Та" = Та) = 0. 

С помощью задачи 36.11 индукцией по п получаем Га( }”*) = пГа(]) для 
любого натурального п. Кроме того, равенство 1л(}`') = —1а({) показы- 
вает, что [щ(}”) = пГ(}) для любого целого п. 

Если г = т/п, где числа т ы п целые, то тГа(]) = (}”) = 1а(([)") = 


=пвИк}Й’), поэтому Ик) = — а ({) ="). 


36.13. Сначала докажем, что если Га(}) = 0, то } = 1. Действительно, 
Р(Тл(})) =0(0) = 0, поэтому {"Б(Й) = 0. Значит, (}) =би{=1. 
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Если Га(}) = Га(В), то согласно задаче 36.11 Ти(} 1) = Га(} "+ Та(®). 
Кроме того, согласно задаче 36.12 Ти(}`") = — ТКФ. Поэтому Га(} 11) =0 
и В=1. 


те 1("-2)...(7-п+0 
п т! 
для любого рационального числа, г и натурального числа п. Пусть В =1+ 


+ У рю" Требуется доказать, что (1 +9)” = В. Ясно, что О(Р) = 
со т = 
= (9) >: п(‚) 9" 1, поэтому 


36.14. Будем использовать обозначение ( 


4+9) 5) = 29). п(" 9+2). "(")9" = 
= 29. »(") "+00. = ое 
"ры У ((")+#-(,".)) "= 


Умножив обе части этого равенства на й '(1+ 9) ', получаем В'Б(®) = 
=г(1 +9) '0(9) = г(1 +9) 'Б5(1+ 9). Учитывая, что #*Б(в) = Б(цп)) 
ит(1+9) '5(1+9) = Б(гЫк1 + 9))= Б(Та(1+9)"), получаем Б(Та(В)) = 
= Б(1(1+9)'). У формальных рядов Г(й) и [п (1+9)”) коэффициенты при 
12° равны нулю, поэтому Га(й) = 1 (1+9)"). Воспользовавшись результатом 
задачи 36.13, получаем В = (1+9)". 


со @п 5" 


36.15. Рассмотрим формальные ряды А(2) = 27, - и В(1) = 
т! 
у 
ее А условию 
их" _ ум @тх" _ И авт" 
т! о т! т 


Значит, 


Умножив обе части этого равенства на Ехр(—х), получим А(т) 
= Ехр(—х)В(т). Сравнивая коэффициенты при х”/п!, получаем а, = 


то" (ь. 
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36.16. Коэффициент при х” зависит лишь от конечного произведения 
Пи (1+ 2”). 
36.17. а) Положим 


т 


Е(у) = Па+=” ‘у(уч=" "= 7 Ау", (1) 


9=1 =—п 
где А; (2) — многочлен с целыми коэффициентами. Несложная проверка по- 
казывает, что 


(а (у) ==" а" у) Е(у), т.е. 


п п 
(и =?" 1) рэ Аз (те ут О и) У` А(т)у”". 


=—п 3=—п 


Приравнивая коэффициенты при у, получаем 


Ара (2 АТ = А 1 (2) + АЦ)” т, т.е. 


1- 127+ 1— 220+ 
А;-1(2) = А: (2) рт апт = А (т) 228—1(1 — 12"-2+2)" 
2 
Ясно также, что А„(1) =2.23.2°...1” "=". Поэтому 


«ев (1 ты 2“")(1 = дп?) т: (1 ме дп 28+?) 


(1 22) (1 — 24)...(1— 228) ‚ т.е. 


Ак (1) = 


п 


А; (=) = а Па а" (1 — 1-1 


ЕЯ ЕН] 


1 
Положим в равенстве (1) у= -—1. В результате получим 
т т 
24—12 й 
Па-2") = 1 (-0'Аца). 
9=1 =—п 
Тождество а) теперь легко получается при п — со. Действительно, фиксиру- 
т со 2т—1\2 5 
ем г. Коэффициент при ы — выражении []7^_, (1-х )` такой же, как в 
выражении [[›,(1—5”``)” при достаточно большом п. Далее, у многочлена 
Аз(х) коэффициент при д” равен нулю при г < #. Если жег > Ф®, то при 
достаточно большом п у многочлена А;(х) коэффициент при 1’ такой же, 
.2 
т $ со 2т\-—1 
как коэффициент при 4” в выражении 1’ [7% (1-2")`°. 
6) Воспользуемся тождеством а), предварительно умножив обе части на 
П®_, (1 - =”) (1 + =”). В результате получим 
©о 


Па+=”) У (1 =" = Па- 2”)? - 2") (14+ =”). 


т=1 Е=—со т=1 
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Затем воспользуемся очевидными тождествами |]. (1—4”"`1)(1 —2”) = 
=]. а-=”) и [2% (1-2"”)(1+=”) = [®_, 1-22”). Ещё раз применив 
первое из этих тождеств, получим требуемое. 
С 
36.18. а) Пусть м = т =: — Тогда Р(к{м)) = 
= 20 (Та - 2") - ИЦ + 1"))). Воспользовавшись тем, что 
Р(Та(В)) = В "Б(В), получаем 


би.) = (не = 


| 
| 
[о 
г 
з 
з 
и 
т 
ы 
з 
© 
8 
ь 
4 
з 
з 
2 
8 
р 
+ 
| 


| 

| 
[5 

< 

8 

з 
— 

з 
з 


®=1 
где з„(п) — сумма тех делителей 4 числа п, для которых п/4 нечётно и 
4 < т; если т > п, то зт (п) = (п). 
С другой стороны, О((]»)) = 1 О(»). Поэтому Б(}) = 


= ®БО(к(ф)) = 2% (У, 8(п) "+522 п: вт (п)д" "). Если число 
т фиксировано, то при достаточно больших т коэффициенты при 1” у фор- 
мальных рядов О(}п), 0(}) и —2}9 одинаковые. 

6) Тождество из задачи 36.17 6) показывает, что {$ = т + 
+2 О Подставим это выражение в тождество 0(}) = 


= —2/9. В левой части получим 2 Она". В правой ча- 
сти получим формальный ряд, коэффициент которого при д"! равен 
—2 (3(п) — 23(п — 1) +23(п — 2?) — 23(п — 3?) +...). Приравнивая коэффици- 
енты при х”_' в обеих частях, получаем требуемое. 

36.19. а) Если число п не является квадратом, то число 3(п) чётно. Если 
число п не является суммой двух квадратов, то ни одно из чисел п — т? не 
является квадратом. Поэтому числа (п — т”) чётны, а значит, число з(п) 
делится на 4. 

Если р — нечётное простое число, то 3(р) =р +1. Значит, если р — не 
сумма двух квадратов, то р +1 делится на 4. Поэтому любое простое число 
вида, 4к + 1 можно представить в виде суммы двух квадратов. 

6) Продолжим дальше рассуждения из решения задачи а). Если число п 
не является суммой трёх квадратов, то ни одно из чисел п — т? не является 
суммой двух квадратов. Поэтому числа з(п — т”) делятся на 4, а значит, 
число 3(п) делится на 8. Таким образом, если р — нечётное простое число, 
которое не является суммой трёх квадратов, то число 3(р) = р +1 делится 
на 8. Поэтому любое простое число р вида 8К -+ 3 можно представить в виде 
суммы трёх квадратов. 
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36.20. Ясно, что (1+=2)" = (%)+(1)=+. р + (7) =" = ао-+а1х+...+ах”. 


36.21. а) Ясно, что ({(2))” = слел=? + (с1е» + с2сл)д 3 + (слез + сос» + 
+ сз)‘ +... = (2) — 2. 


1 1 
6) Тождество (1(2)) = /(2) — 2 показывает, что {(2) = 2 5У1 - 45. 
1 т 
Кроме того, }(0) = 0, поэтому { (5) = 5. 5У1 — 4х. Согласно задаче 36.7 
1/1 
1 5 (5 ^ :) 
(1 42)" = 1+ (ща + (4+... 
аа) 
к и Е --п 
2\2 2 
..+ = (—4=)" +... 
1(-1 а | 
Коэффициент при хх” равен БЕСЫ. 4 = 
_1-3.5...(20-Э)т _ _ (0-2! т _ (0-2) 
= т аще а Обе 101 
_ (%т-2)! 
т = и ПГ 
36.22. Из определения чисел Бернулли следует, что 
12 23 а^4 > В» 
п=0 
В выражении в левой части коэффициент при Е равен 
р 
к-1 В 
1 Во 1 В: 1 В? г Выв ь() 
мт (КТ и е (К 2) 2 Е (К-т)! Б м‘ 


При К > 1 этот коэффициент равен нулю, поэтому после умножения на К! 
получаем требуемое. 

36.23. По определению В„(2) = ужо (.)Вь="—". Поэтому В»(0) = В» 
и В, (1) = Удо () В» = В,» согласно задаче 36.22. 


1 
36.24. При К = 2 получаем 2В1 + Во = 0, поэтому В! = Бе. При = 3 


1 
получаем 3В> + 3В1 + Во = 0, поэтому В2 = в При К = 4 получаем 4Вз + 
1 


+ 6В- + 4В! + Во = 0, поэтому Вз = 0. Аналогично получаем Ва = —30 и 
В = 0. 
36.25. Для краткости будем писать е* вместо Ехр(х). С одной стороны, 
—т —- ыы Ва т 
е-?—1 — т! мые 
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С другой стороны, 


со 
—х —хе? м 
= = ЕАН — 
е: ==. ^ 12-68 ЕТ ре ! 
п=0 
'Таким образом, 
со ©о 
Въ т В» т 

п=0 п=0 


Поэтому для любого нечётного п > 1 должно выполняться равенство В» = 
=-В,. 
36.26. а) По определению 


Ветоев@ = > (") р ("вы 


Выражение в правой части не содержит =? дляр > п-1. Кроме того, коэффи- 
п-—1 п п-1 а 
циент при = равен и = п. Остаётся доказать, что для фик- 
пе: 


п 
к 


гда требуемое равенство перепишется в виде У` 


сированного р, 0 <р<п-—2, У ( ) (*))вь- = 0. Положим т = к-р. То- 
р 


п-р-1 п тр В. = 
с ее 


= 0. Легко проверить, что ( й Е = (") ( в ). Остаётся заме- 
тр р р п-Р 


п-р-1 (ПР Вт = 0 согласно задаче 36.22. 


тить, что и 
6) Складывая равенства, 
Вии (1) — Вь+1(0) = п+1) 0", 


Вп-1(2) — Ви+1(2) = п+1 1", 


Ви +1) — Вьни(®) = +1", 
получаем требуемое. 


36.27. По определению В» (2) = Уфо (+) В”. Поэтому 


т ®—1 
/ — п!(п — К) п-Е—1 Е п-1-Е 
В»(2) = >. и Ю р В? =п >. я Вьз =пвВ,1(2). 


36.28. Ясно, что (1-=")' = 1+1" +5" + 53"-+.... Поэтому коэффициент 
при 2” в формальном ряду ([]2>_,(1— 2”) * равен количеству представле- 
ний числа т в виде а1 + 2а2 +... -+ Как, где ал, а2,..., ак — неотрицательные 
целые числа. Такое представление можно записать следующим образом: 

Т-+... 12+... 2+... НА... А. 
Е ронинерй ^ Узажинищьс реж ежи, лежишь 


а1 а2 “к 
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Поэтому количество представлений числа т в таком виде равно р(т). 


36.29. Бесконечному произведению [|7 (1—5”) соответствует формаль- 
ный ряд, в котором коэффициент при 1” получается следующим образом. 
Рассмотрим все представления числа т в виде т = п1 +п2 +... + Пь, где 
1 < пП2 <... < пь — различные натуральные числа, и каждому такому 
представлению сопоставим число (—1)*. Сумма всех этих чисел и есть коэф- 
фициент при х”. 

Фиксируем число т и рассмотрим все его представления в виде т = п1 + 
+7п2+...-+ Пк, где п1 < 12 <... < ть. Пусть з — наибольшее число, для 
которого 3 чисел Пк 5+1, Пк—з+2,..., Пк идут подряд, т.е. Пк — Пк 41 = 3—1. 

Предположим, что 71 < 3, но исключим случай, когда п1 = 3 = К. Сопо- 
ставим набору (п1,п2,...,Пь) набор 


(72,... ПЕ-ил киа + 1 Пь +1) 


если К = пт, то сопоставляемый набор имеет вид (п2 +1...., пь + 1). Новый 
набор тоже соответствует некоторому представлению числа т. Неравенство 
п1 < з гарантирует, что числа пк-и1+1 +1,..., Пк +1 идут подряд. Ясно 
также, что (Пк—п1+1 + 1) — Пк» > 1, поэтому в новом наборе подряд идут 
ровно п! < 12 чисел. 

Предположим, что п! < в, но исключим случай, когда п1 = з+1из=^. 
Сопоставим набору (п1,п2,...,Пь) набор 


(351... Пиф ПЕфаа — 1,.... Па — 1); 


если К = 3, то сопоставляемый набор имеет вид (3,11 —1,...,Пь — 1). Не- 
равенство пь_. < Пьк_.+: обеспечивается тем, что подряд идут только чи- 
сла Пк з+1.....Ик. Мы получаем новый набор, который тоже соответствует 
представлению числа т. В новом наборе подряд идут по крайней мере з чи- 
сел. 

Мы построили взаимно обратные соответствия между некоторыми пред- 
ставлениями числа т: каждому представлению, для которого п1 < 3, соот- 
ветствует представление для которого п! >> з, но при этом некоторые пред- 
ставления исключены. Друг другу соответствуют представления, в которых 
число слагаемых отличаются на 1. Вклады таких представлений в коэффи- 
циент при х” взаимно сокращаются. Поэтому остаются только исключённые 
представления (№, К -+1,..., 2—1) и (Е+1К+2....,2К). Им соответствуют 


2 _ 
члены (—1)*4° и (—1)*2°, гдеа = А+(Е+И +... +(Ж-1 = = и 


2 
32 +2 
ЕЕ (++... +28 = 1, 


36.30. Согласно задаче 36.28 (1+). р(п)=”) (П°.(1-2“)) = 1. Да- 
лее, согласно задаче 36.29 


= ЗЕ? в —— 


Па =а+у с (5 +29 


®=1 
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Запишем тождество 


(+ 3х) ( Ус а +4) ыы 


и раскроем скобки. Приравнивая в левой части коэффициент при г”, п 2 1, 
нулю, получаем требуемое. 


36.31. Для 4(п) производящая функция равна 
(1+=)(1+ =?) (1+ 23)(1 + =°)..., 


а для (п) производящая функция равна 


Ясно, что 


2 4 6 


2 3 _ 1-х 1-х 1-х 
(1+2)(1+:°)(1+2^)... = И а 


В правой части все числители сокращаются со всеми знаменателями вида 
1- д, поэтому остаются только знаменатели вида 1 — дей, 


36.32. Рассмотрим формальные ряды 


: ыы —1)Е 2 й 
Ш (1+*) = > _ к? нат. 
Е=1 


(Их можно рассматривать как формальные ряды от переменных 1; /т.) Скла- 
дывая эти формальные ряды, получаем 


Та (1+ 21)... (1+2) = ое 


в=1 
С другой стороны, 
а (1+2)... (1+2) = 1 (1+7 +9 +...+7") = 
я я ея я 2 
— (—1) ( 1 © ==) 
== 1 — = 
>. Е ре х и х® 


ее —1)* К! : е 
ме о ой... отб») 


1!...6! 
ААА. .щ 1 п 


ПИН (+... и № и 
> У ) И. + № ами (+2. т) 
1... . 6%: 


1 
Сравнивая коэффициенты при тв? получаем требуемое. 
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36.33. Рассмотрим формальный ряд 
а (1- 22) (1 =") = ЕЕ 
х/`"° х х 242? 323 
Взяв формальную экспоненту, получим 
(1 — =) ел (1 а =") = Ехр (-*) Ехр (->>) Ехр ( 
т т я 2х 
< | О С 12 82 С 1 83 
==: 3 
м уз. 1) Ный 2 й 12!(25)2 уз й 13! (32) 
1 =0 12=0 13=0 
№ оз (ПН -+2-+8+... 1 812 13 ой 
— 11 212313... ха 2-з+... 
С другой стороны, 
1 Ти о1 а2 ой 
1-21)... (1 )=1 а, 
( х х х ь 2? В Кнй 
1 
Сравним коэффициенты при —,. Заметив, что равенство 11 +24 +313 +... = 


эквивалентно равенству ИП + 212 + 33 +... + А = К, получим требуемое. 


Глава 37. 


Исчисление конечных 
разностеи 


37.1. Свойства конечных разностей 


Пусть 50, 11, 12, ...— последовательность чисел. Ей можно сопо- 
ставить последовательность первых разностей Ато, Ах1, Ато, ..., где 
Ат, = ть — ть. Повторив эту операцию, получим последовательность 
вторых разностей А? ть = Ать1 — Аль ит.д. 

37.1. Докажите, что А?х, = а 

37.2. Докажите, что 2 = УрО (т) А‘, где Абту = ть. 

1 

Последовательности разностей обычно рассматривают для дк = 
= }(1 + ВК), где } — некоторая функция, й — постоянное число, кото- 
рые мы будем обозначать Ах. Число А®хо будем при этом обозначать 
А} (т). 

37.3. Докажите, что если }(5%) — многочлен степени п, то его п-е 
разности постоянны, а именно, они равны п!а„й”, где а» — старший 
коэффициент многочлена. 


37.4. Докажите, что 


Уст") = е при п > т, 


1=0 
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37.5. Докажите, что Д”аР?+4 = аР?9(аРА2 — 1). 


37.6. Докажите, что 
т 
А” зт(ах + 5) = (2 эт г) с08 (= ++ пт 


А” соз(ах + 5) = (2 эт т)" Эт (= о "и . 


Ах 


1 
37.7. Докажите, что А = —=@+Дз). 


Ах 
37.8. Докажите, что А агсё о т = агсёе 1+2(# +5) 
37.9. Пусть функция $(5) такова, что А}(5) = (1) для некоторой 
функции {}(7). Докажите, что 


(1) + Ф(%+№ +... + р(=+ п- ПА) = Ке+тВ) - 1(2). 


37.10. Докажите, что 
а) Уфо с08 («< + АЛ) +6 + “.) Ви нь. 


2 =>. 
6) Ут паг Е = агар п. 
37.2. Обобщенная степень 
Легко видеть, что 
Дт” = (2+ В) а = + Ода +... +. 


Это выражение, вообще говоря, не равно ёх*_1й. В исчислении конеч- 
ных разностей роль 1^ играет обобщённая степень х 


1) = т(т-Ъ.....(@-(Е- ПВ). 


37.11. Докажите, что Ах(®/) = Кр (%-0/Ъ. 
При № = 1 мы обозначаем обобщённую степень х(®). Формула 
Дх(® = кх(®-П является аналогом формулы дифференцирования х*^. 
(®) 
п 


+1" 


37.12. Докажите, что т пи®) = 
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37.3. Формула суммирования Эилера 


37.13. Пусть функция }(5) непрерывно дифференцируема на отрез- 
ке [1, п]. Докажите, что 


п—1 
п® = [| ко - 3 - 10) + | вцедгед, 
&—1 
где В! (2) =2-— 5 — многочлен Бернулли. 
37.14. Пусть функция }(5) непрерывно дифференцируема, 1% раз на, 
отрезке [1, п]. Докажите, что 


Е — Кага» — (Код — а) + 82 (о) - 2) +... 


т (т) — В) + Вр, 


т 


Е О т" Вт({т}) ) 1” (2) аз 


Решения 


37.1. Применим индукцию по п. При п = 1 утверждение верно. Предпо- 
ложим, что оно верно для некоторого п. Тогда 
и п 
п-1 — дп т —_ п— ри 
А Тк = А ТЕ — А Тк = (1 ( 1 (въ = ть) = 


1=0 


®-1 % 
в: т - Гек и (кн. 
1=1 1=0 


и п п) _ [п -+1 
Остаётся заметить, что (, ы ‚) + ( | = ( | ). 


37.2. Применим индукцию по п. При п = 1 получаем х: = (51 — хо) +хо = 
= А'хо-+ А9хо. Предположим, что требуемое равенство верно для некоторого 
п. Тогда 


|=) 
| 
© 
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м 1 
Остаётся заметить, что и + (") = и ) 


37.3. Равенство 
(х ыы (® и ов)” == (т + Ев)” = (= + кв)т-т т (7)? (= + кв)"-? а 


показывает, что первые разности для последовательных значений т” явля- 
ются последовательными значениями некоторого многочлена степени т — 1 
со старшим коэффициентом (т) = тй. Поэтому первые разности для по- 
следовательности хь = }(х + КВ) имеют вид }1(х + КВ), где р — многочлен 
степени п — 1 со старшим коэффициентом пйа». Значит, вторые разности 
имеют вид }2(х + КР), где }2 — многочлен степени п — 2 со старшим коэф- 
фициентом п(п— 1)А?а». Продолжая аналогично, получаем, что п-е разности 
— это константа п(п —1)....-2. 1" ав. 


37.4. Пусть хь = К". Согласно задаче 37.3 АТхь = т! и А”хк = 0 при 
п > т. С другой стороны, согласно задаче 37.1 


т т 


у (вы си) 


1=0 1=0 


При К = 0 получаем требуемое. 


Замечание. Другое доказательство приведено в решении задачи 10.38. 


37.5. Требуемое равенство достаточно доказать при п = 1. Ясно, что 


| + А | | | А. 
А”аР2+9 — дР(1 2-9 — аРеЧ — аР2+9 (ар И. 


37.6. Требуемые равенства достаточно доказать при п = 1. Для синуса 
получаем 


А зщ(ах + 5) = эщ(ах +6 + аДт) — эзщ(ах +65) = 
. аАх ах 
За о сов (ве + 2 |. 


Для косинуса вычисления аналогичны. 
1 т Дх 
37.7. Ясно, что -=-=————_. 
| х+Дх т (т + Ат) 
37.8. Если у = агсёв(х + Ах) — агсбех, то по формуле для тангенса раз- 
ности двух углов 


ее (%+Азх)-х _ Дх 
ву 1+ 2(х + Ат) г 1+ 2(т + Дх)° 
37.9. По условию ф(1) = 1(# +1) - [(х), ф( +В) = (+21) - К(е- В), 


., Ф(-+ (п- ПВ) = КЕ + пл) - 1(5+ (п- ПР). Складывая эти равенства, 
получаем требуемое. 
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37.10. Применим формулу из задачи 37.9 к тождествам из задач 37.6 


и 37.8. В случае арктангенса мы полагаем Ах =1 


37.11. Ясно, что 
Де!» = (+. 
=х(-Ъ). 
— кра@-5/Ъ, 


№).....@-&-0 = 
(11) = 


- (2 — (® — 2)1) ((=&-+ 1) - (х 


37.12. Пусть {(5) = к и 6(+) = +®). Тогда ДЁ(<) = ф(=) при № = 1. 


Применяя формулу из задачи 37.9, получаем требуемое 
37.13. Интегрируя по частям, получаем 
Е-1 1 Е-1 Е-1 
] (#}-5)Г 1 (г) ах = (е-в-5) 1 1) -/ (г) ах = 
к 2 к к 
1 Е-1 
= 0+0 - 9) - | ^ да 


Запишем такие равенства для К =1, 2 п —Ти сложим их. В результате 


получим требуемое. 
37.14. Напомним, что В» (2) = тВт-—1(2) (задача, 36.27). Поэтому при 


т > 1 интегрирование по частям даёт 


д вые" ву = тт — Виза (0) (1) 


(Виа (ОЛ (п) 


ет) Ви1( («ао 


(т 1! 
Вт-1 согласно задаче 36.23. За- 


Напомним также, что Вш-1(1) = Вт-1 (0) = 
пишем тождество из задачи 37.13 и будем последовательно применять только 


что доказанное тождество. В результате получим требуемое 


Глава 38. 


Кривые на плоскости 


Представление кривой в виде графика функции не всегда бывает 
удобно. Такое представление возможно лишь в достаточно специальных 
случаях. Например, так нельзя представить даже обычную окружность. 
Более широкий класс кривых можно получить с помощью параметри- 
зации кривой или задания кривой уравнением. Под параметризацией 
подразумевается представление кривой в виде (т(#), у(1)), где х(#) иу() 
— некоторые функции от $. Например, окружность можно представить 
в виде (с05, зш®). 


38.1. Предположим, что х'() = 0иу’(1) = 0. Докажите, что каса- 
тельная к кривой (2(#), у(#)) в точке (х(®), у(№®)) задаётся уравнением 


х-—2(ю) _ у-у(®) 
х’(ю) у(ю) ` 


Чтобы записать уравнение касательной к кривой, заданной уравне- 
нием } (5, у) = 0, нужно понятие частной производной: 


ОА (во, о) — ша 710) — Ао.) 


дх &—=0 $ то 
9} — и’ (20,9) — (о, 0) 
ду (во, о) = у ую | 


Другими словами, частная производная по х — это обычная производ- 
ная функции }(т, ус), где уо, фиксировано, а частная производная по у 
— это обычная производная функции {(10, у), где хо, фиксировано, 
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дт 
те, что касательная в точке (10,0) к кривой, заданной уравнением 
(+, у) = 0, задаётся уравнением 


38.2. Предположим, что О (20) = 0и И) = 0. Докажи- 
д д 
(= ло) 5 (ао, о) + (у— 95) 5. (ао) = 0. 


38.1. Полярные координаты 


Положение точки Х в полярных координатах задаётся расстояни- 
ем г до начала координат О и углом ф между лучом ОХ и осью Ох. 
Полярные координаты (г, ф) связаны с прямоугольными координатами 
(х, у) следующим образом: 


х=тсозф, у=гзшо; т = 2 +, 6фЕТ/У. 


Лемниската — это множество всех точек, для которых произведе- 
ние расстояний от точек (а,0) и (—а,0) равно а?. 


38.3. Найдите уравнение лемнискаты: а) в прямоугольных коорди- 
натах; 6) в полярных координатах. 


38.2. Огибающая семейства кривых 


Мы говорим, что две кривые на плоскости касаются в некоторой 
точке, если в их касательные в этой точке совпадают. 

Пусть на плоскости с координатами т, у задано семейство кривых 
Со, зависящих от параметра а. Огибающей семейства кривых Со на- 
зывают кривую С’, которая касается каждой из кривых С». Огибающая 
семейства кривых может состоять из нескольких связных компонент. 
Например, огибающая семейства окружностей фиксированного радиу- 
са т с центрами на данной прямой [ состоит из двух прямых, парал- 
лельных прямой [ и удалённых от неё на расстояние г. 

Мы будем предполагать, что кривые С. заданы уравнениями вида 
(т, у, а) = 0, где } — дифференцируемая функция. 

Найдём уравнение огибающей С’, предполагая, что она задаётся пал 
раметрически: х = ф(а), у = (а), причём кривая С' касается кривой 


Со в точке (ф(а), 4(а)) 
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Пусть 50 = $ (90) и ш = 4 (00). Касательные к кривым Си Си в 
точке (10, у) задаются уравнениями 
1,14% 


= ИО бе а 
И т т, 


Эти прямые совпадают, значит, 


И = (38.2) 


0% аа "ду аа _ 
Точка (ф(а),4(а)) лежит на кривой Со, поэтому /(ф(а), (а), а) = 0 
для всех а. Дифференцируя это равенство, получаем 


27.407 4 9, 


0% 4а ' ду аа ' да — (38.3) 


Теперь, учитывая (38.2), получаем >: = 0. Таким образом, огибающая 


(если она существует и задаётся параметрически указанным способом) 
находится исключением параметра, © из системы уравнений 


(ку, а) = 0, Лечу, а) = 0. (38.4) 


Чтобы уравнения (38.1) действительно задавали касательные, нуж- 


ОТ 9 
но, чтобы в точке (10, у, @0) производные ги бу не обращались в 


нуль одновременно. Если это условие выполнено, то рассуждения мож- 
но обратить; в таком случае кривая, найденная как решение систе- 
мы (38.4), действительно будет огибающей. 

Довольно часто огибающую можно найти при помощи следующих 
геометрических соображений. Предположим, что каждая пара кривых 
Сы и Сы, (аи = а2) пересекается в одной точке, причём эти точки 
пересечения стремятся к некоторой точке (2(а),у(а)} при а1 — аи 
а> — а. Тогда эта точка (2(а), у(®)} лежит на огибающей. Действи- 
тельно, если } (1, у, 01) =Ои 1 (5, у, а2) = 0, то 


0 = (т, у, а) — (т, у, 2) = 91 


о] — а2 эх (2, у, а й 


где а” — некоторая точка между о! и а@а2. Поэтому для точки 
(+(а), у(а)) имеют место равенства 


Де (а) Ка), а) =0и Э/ (20), (а),а) = 0, 


а значит, эта точка лежит на огибающей. 
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38.4. Найдите огибающую семейства, прямых, отсекающих от дан- 
ного прямого угла треугольник площади а? /2. 


38.5. На сторонах угла с вершиной О фиксированы точки А и В. На 
отрезках ОА и ОВ выбираются точки А! и В! так, что ОВ!\ : В:В = 
= АА, : А.О. Докажите, что огибающая семейства прямых АВ! — 
дуга параболы. 


38.6. Найдите в фиксированной вертикальной плоскости огибаю- 
щую траекторий материальной точки, выбрасываемой из начала коор- 
динат со скоростью \%0. 

Кривую из задачи 38.6 называют параболой безопасности. 


38.7. Докажите, что огибающая семейства прямых, высекающих на, 
координатных осях отрезок постоянной длины [, задаётся уравнением 


22/3 + 92/3 — РР. 


Кривую из задачи 38.7 называют астроидой. 


38.8. Докажите, что астроида является траекторией отмеченной 
точки окружности радиуса 1/4, которая катится по неподвижной 
окружности радиуса 1, причём меньшая окружность расположена вну- 
три большей. 

Траекторию отмеченной точки окружности радиуса г, которая ка- 
тится по неподвижной окружности радиуса К, причём окружность ра- 
диуса г расположена внутри окружности радиуса В, называют гипоци- 
кл0ид0й. 

Траекторию отмеченной точки окружности радиуса г, которая ка- 
тится по неподвижной окружности радиуса К, причём окружность ра- 
диуса г расположена, вне окружности радиуса В, называют этиииклоч- 
90%. 

Если число г/В рационально, то соответствующие гипо- и эпицикло- 
иды являются замкнутыми кривыми с конечным числом особых точек 
(точек возврата). Некоторые из них имеют специальные названия. На- 
пример, эпициклоиду с одной точкой возврата называют кардиоидой 
(по форме она напоминает сердце), а эпициклоиду с двумя точками 
возврата называют нефроидой (по форме она напоминает почку). Ги- 
поциклоида с четырьмя точками возврата — это астроида. 


38.9. а) Фиксируем число Ё 2 0, 1 и рассмотрим семейство пря- 
мых, каждая из которых соединяет точки е и ей®. Докажите, что 
огибающая этого семейства прямых — гипо- или эпициклоида. 
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6) Для каждого целого числа К = 0, +1 найдите число точек возвра- 
та. 


38.10. Докажите, что огибающая семейства прямых, являющихся 
отражениями от кругового зеркала пучка параллельных лучей, — не- 
фроида (точнее говоря, половина нефроиды). 

38.11. Рассмотрим окружность 5 и выберем на ней точку А. Из 
точки А выпускаются лучи света и отражаются от окружности. Дока- 
жите, что огибающая отражённых лучей — кардиоида. 


38.3. Кривизна 


Пусть 9(® = (2,5) — параметризованная кривая. Мы будем 


предполагать, что %(8) = -(® 52 0 при всех #. 


4 
на + удобно заменить на так называемый натуральный пара- 
р 45 
метр в = 8( = иы ат. Для натурального параметра = (Е 
а 


поэтому 1, = д то {В 


Ё 
ии) 


Конец вектора ($) = движется по единичной окружности, по- 


ау 
этому а. Пусть и — единичный вектор на плоскости, ортогональ- 
8 


ный вектору %. Тогда г = Ё($)п. Число |К($)| называют кривизной 
кривой 7 в данной точке. 
38.12. Докажите, что кривизна окружности радиуса В равна 1/В. 
38.13. Докажите, что для кривой 7(#) = (2(0,у(8)) с произвольной 
параметризацией $ кривизна вычисляется по формуле 


2 -. (х "у /_ у" х’)? 
(2? + и 
2 у 
38.14. Вычислите кривизну эллипса 2 + = 1. 


38.4. Соприкасающаяся окружность 


Рассмотрим на плоскости две кривые, заданные уравнениями у = 
= / (5) иу = 9(х). Эти кривые пересекаются, если }(10) = 9(50). В 
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точке пересечения кривые касаются (имеют соприкосновение порядка 
1), если (хо) = 9'(хо). Касающиеся кривые имеют соприкосновение 
порядка п, если /(хо) = 9(5), (о) = 9'(то), ..., 1% (50) = 9(° (5%). 
Кривые, имеющие соприкосновение порядка 2, называют соприкасаю- 
щимися. 

Если кривизна кривой в некоторой точке отлична от нуля, то одно- 
значно определена окружность, соприкасающаяся с кривой в этой точке 
(соприкасающаяся окружность). Уравнение соприкасающейся окруж- 
ности в случае, когда кривая задана уравнением у = /(х), находится 
следующим образом. Пусть у = 9(1) — неявная функция, локально зал 
дающая окружность радиуса В с центром (а,6), т.е. д удовлетворяет 
соотношению 


(2 —а)? + (9(2) - ь)* В 
Дифференцируя это соотношение, последовательно получаем 
2(#—а) +29'(1) (92) -5) =0 
2+29' (2) (9(2) —5) +2(9'(2))* = 0. 


Если кривая у = {(х) соприкасается с указанной окружностью в точке 
(то, 0), то 


(то — а)? + (ши -8 =ВЕ°, 
(20 —а) +%(% -В =0, 
1+ (и - В + (%)* =0, 


где у0 = }’(50) и = } (хо). Более того, если эта система уравнений 
для а, 6, В имеет решение, то верно и обратное: кривая соприкасается с 
окружностью. Легко видеть, что если уд = 0, то эта система уравнений 
имеет единственное решение. Например, если у0 = 0 (а этого всегда, 


можно добиться подходящим выбором системы координат), то а = хо, 
1 1 
Б=ш+—, = 
1? ПАРЫ 
о (о 
Центр соприкасающейся окружности называют центром кривиз- 


ны кривой. Согласно задаче 38.13 в рассматриваемой ситуации &? = 
(и)? 
= —^®_ = (\)?. Таким образом, центр кривизны лежит на нор- 
(+ 3 
мали к кривой в данной точке и удалён от этой точки на расстояние 
ЗЕТИК. 
38.15. Докажите, что центр кривизны является предельным поло- 
жением точки пересечения близких нормалей. 
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38.5. Фокальные точки. Эволюта 


Пусть 7(8) = (2($),у(3)) — кривая с натуральной параметризацией. 
Фиксируем на плоскости точку 4 = (10,40) и рассмотрим функцию 
Е(8) = ||($) — а|?. Точку во называют критической точкой функции 
Е, если Е'(30) = 0. Критическую точку называют вырожденной, если 
Е" (30) = 0. Ясно, что 


Р'(8) =2 (19) 9%), 


Е" (8) =2 [| +2 (26 — а, =) = 2(1 + (9(8) —а, кп). 


Поэтому точка $0 является критической точкой функции РГ тогда и 
— 


только тогда, когда вектор 7(50)4 ортогонален кривой ^7 в точке (30), 
а критическая точка 80 является вырожденной тогда и только тогда, 


ры 1 
когда К(50) = Ои 7(50)4 = о)" Точку 4 называют фокальной точкой 


кривой 77, если для этой точки функция || (3) -4||? имеет вырожденную 
критическую точку. В таком случае, если 50 — вырожденная критиче- 
—_—_ 


ская точка, то точка 4 однозначно определяется равенством 77(50)а = 
1 


= Е(ео)"" С геометрической точки зрения это означает, что точка 4 
является центром окружности, соприкасающейся с кривой 77 в точке 
(30). Таким образом, 4 — предельное положение точки пересечения 
нормалей к кривой /7 в точках ($1) и ($2), когда 81 — $0 и 82 - 90. 
Отметим, в частности, что фокальная точка не зависит от выбора па- 
раметризации. 

Эволютой кривой называют множество всех её фокальных точек. 
Учитывая, что фокальные точки являются предельными положениями 
точек пересечения близких нормалей к кривой, приходим к другому 


определению: эволюта — огибающая семейства всех нормалей к кривой. 
38.16 и 
.16. Для эллипса, 2 + в 
ствующую точке (а соз®, 6 зш®); найдите радиус кривизны эллипса в 
этой точке. 


= 1 найдите фокальную точку, соответ- 


38.17. Найдите уравнение эволюты эллипса. 
Циклоидой называют кривую, которую описывает фиксированная 
точка окружности, катящейся по фиксированной прямой. 


38.18. Докажите, что эволютой циклоиды является такая же цикло- 
ида (полученная из исходной кривой параллельным переносом). 
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Решения 


38.1. Искомая касательная задаётся уравнением у — у(%) = К (х — х(Ю)), 
где 


тю 2—2) 


38.2. Мы будем предполагать, что в достаточно малой окрестности точ- 
ки (10,0) рассматриваемая кривая является графиком функции у = ф(т), 
хотя в действительности при сделанных предположениях о том, что частные 
производные не обращаются в нуль, это можно было бы доказать. 

По теореме о конечных приращениях 


Пальцо) — (зоо) = БАЦ мо)(ет — 20), 


Нал, 1) — (ал, о) = (ео, п)и - у), 


где число & заключено между то и т1, а число 1 заключено между у из. 
Поэтому если точка (11, 91) тоже лежит на рассматриваемой кривой, то 


БЕ(Емо)(ат — 20) + 9 (озпуи — 0) = 0. 


Искомая касательная задаётся уравнением у — у = К(х — 5х0), где 


Эл 9 ) 
— (то, = › 
: , Е . у 0. й — у то, у0 
Кк= ш ^^ = Ш = 
21—20 21 — 50 21-20 РИ 0) Е 10) 
дх ^^’ 92° 


38.3. а) Ответ: (2242)? = 2а2(12 —у2). Непосредственно из определения 

видно, что лемниската задаётся уравнением 
2 2 2 2 4 
(та) чу) (аа) чу) =а, 

т.е. два“ +2а? т? + 2а?у? —4а?т? = а^. После несложных преобразований 
получаем уравнение, указанное в ответе. 

6) Ответ: т? = 2а? соз? 2ф. Выразив прямоугольные координаты через 
полярные, получим для лемнискаты уравнение 


4 22 2 52 
г =2а‘г” (соз”ф — эт” ф). 
О г 2 т 
стаётся заметить, что с0о3“ ф — эт“ ф = с032ф. 


38.4. Введём систему координат, направив оси по сторонам данного пря- 
мого угла. Интересующие нас прямые пересекают оси координат в точках 
(ма, 0) и (0, а/<), где а > 0. Прямая, соответствующая параметру а, задаётся 
уравнением х + а?у = аа. Две прямые, соответствующие параметрам о! и 

аа 2 а 


|. ВСлЛИ ат —> & 
ол + @2 ал + а2 


с2, пересекаются в точке с координатами 
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ао а 


и а2 > а, то мы получаем точку (5%, 2 


} Такие точки лежат на гиперболе 
ху = а? /4. 

38.5. Можно считать, что О — начало координат, А = (1,1) и В = (-1,1). 
Тогда А! = (1-а,1-а) и В! = (—а, а) для некоторого а Е [0,1]. Прямая, про- 
ходящая через точки А! и В!1, задаётся уравнением (2а — 1)х +у = 2а(1- а). 
Легко проверить, что если (хо, у) — точка пересечения прямых, соответ- 
ствующих параметрам о! и а2, то 50 =1—а@1 —а2. Если о1 > аи а2 > а, то 

ь 1 
хо > 1-2а. Поэтому огибающая задаётся уравнением —5? + у = 5(1 — 22), 
1+ 22 
а. 


38.6. Направим ось Оу вертикально вверх, а ось Ох направим по горизон- 


тальной составляющей скорости 10. Тогда в момент времени { материальная 
2 


о | 
точка имеет координаты х(® = созаф у( = озшаё- =, где а — 


т.е. у = 


угол, под которым она была выброшена. Например, если точка выбрасыва- 


р 
ется вертикально вверх, то у(Р) = 0 — а поэтому у({) максимально при 


2 
0 Юй) 
{ = — и при этом у(® = т. Если предположить, что огибающая является 


9 
2 


$ С Е 
параболой, то она должна задаваться уравнением у = 2 — 12. Чтобы найти 
9 


к, вычислим наибольшую возможную координату пересечения траектории с 


осью Ох (наибольшую дальность выстрела). Если у(ю) =Оифю = 0, топ = 


2%0 зп а 2%0 эп а с0$ @ 90 зш 2а 
= - При этом 5(Ю) = = . Поэтому наибольшая 
9 9 3 


00 
дальность выстрела равна =. Соответственно, для К получаем уравнение 


2 
а рб = 
И — | =0, откуда находим те 
9 9 


2 
Ко 
Докажем теперь, что парабола у = -® — 9 
29 2% 
огибающей рассматриваемого семейства траекторий. Для этого достаточно 
доказать, что любая траектория лежит ниже этой параболы и имеет с ней 


одну общую точку, т.е. для всех $ имеет место неравенство 


22 действительно является 


2 2 
® : р 
=. ее. с03? аЁ 2 чозшайё- м 
29 250 2 


причём для некоторого # оно обращается в равенство. Заменив с03? сх на 
1 — 12 а, переходим к неравенству 


98 з 9.2 
— — 10 зшайё- -зштаЁ?> 0, 
29 2 
2 
9 [50 : _ _ №0 
т.е. -| — -зшаЁ]| >20. Оно обращается в равенство при = ———. 
2\9 дяш а 
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38.7. Пусть отрезок с концами (а1,0) и (0,61) имеет длину [ и отрезок с 
с ЕВ 61 + 6> 


2 2 
то а1 = а-а, 61 =6- В, а2 =а-а, 62 =6+ В для некоторых а и В. Из 


соотношения (а + а)? + (6 — В)? = (а- а)? + (+ В)? получаем аа = 68. 

Найдём координаты точки пересечения рассматриваемых отрезков (пред- 
полагается, что а! и а2 одного знака и 61 и 62 тоже одного знака). Прямые, 
на которых лежат эти отрезки, задаются уравнениями 


концами (42,0) и (0,62) тоже имеет длину 1. Если а = : 


Кя х 
ЕТ, ЕЕ, 
аа $ — В а-а +В 
Рассматривая сумму и разность этих уравнений, получаем 
ах Ь [ен 
2 2+ Е = = 
а2—-а 2 — 8? а2 — а2 62 — В? 
Если учесть соотношение аа = 68, то последнее равенство можно переписать 
т у 
в виде = . Подставляя это выражение в первое равенство 
де (аз — 02) = 5 — 22) ПОД р рвоер , 
находим 
_ а(а? -— а?) _ 55? - 82) 
а2 + 52 2 а2 + $2 


Нас интересует предел при а —> 0, В —› 0. Ясно, что предельные выражения 
такие: х =а3/Р? иу= 63/7. Тогда 


12/3 4 32/3 (а? а 5?) /1*3 ыы р 1“ — 12/3. 


38.8. Первое решение. Выведем параметрическое представление 
траектории отмеченной точки в общем случае, когда окружность радиуса 
т катится внутри окружности радиуса В. Это движение отмеченной точки 
можно представить как вращение центра меньшей окружности по окружно- 
сти радиуса г1 = В —г с угловой скоростью ил и врашение меньшей окружно- 
сти радиуса тг2 = г с угловой скоростью и2. При этом и1 и 2 имеют разные 
знаки и связаны соотношением (г1 + г2)ил = г2 (—02 + 1), которое выражает 
равенство дуг неподвижной окружности радиуса В = т! + г2 и подвижной 
окружности радиуса г = г2 (качение без скольжения). После сокрашения это 
соотношение записывается в виде г1ил = —гГ202. 

Траектория отмеченной точки параметрически задаётся так: 


ф = г: с08 ил + Г2 608 62$, 
9) = г1 9ш 1 + Г2 Эш 072$. 


В случае, когда В = 4г, получаем т1 = З', г2 = тиц = —Зол. Положив 
ил = 1, получим 


т = 3Зт соз + т соз 3$ = 4г с083 +, 


у = Згзшф — гы ЗЕ = Аг зщ? ф, 


а значит, 22/3 + 92/3 = (4")?/3 = Е2/3. 
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Замечание. Точно такое же параметрическое представление траектории 
получается и в случае, когда окружность радиуса г катится по внешней 
части круга радиуса В. Тогда движение отмеченной точки можно пред- 
ставить как вращение центра окружности радиуса т2 = т по окружности 
радиуса т1 = В г с угловой скоростью ил и вращение окружности радиуса 
Т2 = г с угловой скоростью и2. При этом ил и 2 имеют одинаковые знаки 
и связаны соотношением (т1 — т2)мл = т2(и2 — вл). После сокращения это 
соотношение записывается в виде тлил = Г2и22. 


Второе решение. Рассмотрим окружность радиуса, { = 4" с центром 
в начале координат О. Пусть окружность радиуса г катится внутри её, при- 
чём в начальный момент отмеченная точка совпадает с точкой Р = (1,0). 
Пусть через некоторое время отмеченная точка, переместилась в точку Х, а 
окружности теперь касаются в точке А. Тогда дуги АРи АХ равны, поэто- 
му центральный угол, опирающийся на дугу АХ, равен 4/ АОР, а вписанный 
угол равен 2/АОР. Пусть В — середина отрезка ОА, а М и № — точки пе- 
ресечения прямой ВХ с координатными осями. Треугольники ОВМ и ОВМ 
равнобедренные, поскольку в них внешний угол при вершине В вдвое больше 
внутреннего угла при вершине О. Поэтому ММ =20В = ОА = 4. 

Прямая ММ касается траектории отмеченной точки в точке Х. Действи- 
тельно, прямая ММ перпендикулярна прямой АХ, а вектор скорости движе- 
ния точки Х перпендикулярен АХ, поскольку точка А является мгновенным 
центром врашения точки Х. Таким образом траектория точки Х является 
огибающей семейства прямых, высекающих на координатных осях отрезок 
постоянной длины [. 

38.9. а) Пусть А = е№, В = ей, А’ = е?+%), В’ = ей (91%), Пусть, 
далее, С — предельное положение точки пересечения прямых АВ и А'В’ при 
а —› 0. Ясно, что если К > 0, то точка С лежит на отрезке АВ, а если К < 0, 
то точка С’ лежит вне этого отрезка. Покажем, что АС: СВ = 1: |Ё|. Дей- 
ствительно, АС: СВ’ = зщ В’; зщ А = Езта: зш ка > 1: +К,а СВ’: СВ = 
= зш В: эш В’ — 1. В результате получаем, что точка С, лежащая на огиба- 
ющей, имеет координаты 


еЁф -- ке + 1 
1+ = к 
Как видно из первого решения задачи 38.8, точки с такими координатами 
образуют гипо- или эпициклоиду. 

6) Ответ: [Е —1|. Точки возврата соответствуют положениям, когда точ- 
ки е* ие" диаметрально противоположны, т.е. е? + ей = 0. После сокра: 


шения на ей получаем уравнение е**-1% = —1. Оно имеет | — 1| решений. 


созЁф + Ё созф, зш Ёф + Еэш Ф). 


38.10. Будем считать, что лучи параллельны оси Ох и отражаются от 
единичной окружности. Пусть луч попадает в точку А = е*. После отраже- 
ния этот луч попадает в точку А1, которая получается следующим образом. 
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Пусть А’— исходная точка луча света, т.е. точка, симметричная точке А 
относительно оси Оу. Тогда точка А! симметрична точке А’ относительно 
диаметра АВ. Несложные вычисления углов показывают, что А! = е 3+”), 
Положим ф = ф {а. Тогда 34 + тп = 3ф - За + т = 3ф для а = в В резуль- 
тате мы оказываемся в ситуации задачи 38.9 для К = 3, что соответствует 
эпициклоиде с двумя точками возврата. 

38.11. Будем считать, что окружность единичная, а А = (—1,0). Тогда 
луч, попадающий в точку ей, после отражения попадает в точку е 2% +"), 
Положим ф = фа. Тогда 29 + п = 2. -— 2а {п = 2ф для а = > В резуль- 
тате мы оказываемся в ситуации задачи 38.9 для К = 2, что соответствует 
эпициклоиде с одной точкой возврата. 

38.12. Окружность радиуса В параметрически можно задать формулами 
х(Р = Всозиф у(® = Вто При этом 5(#) = (-мВЕзт оф «В созол). Пусть 
и = 1/В. Тогда |%(#)|| = 1, т.е. & — натуральный параметр. При этом © = 
=-В "(созыф, эти) и Ё = ||6|| =1/Б. 


4 а а а 
38.13. Если з — натуральный параметр, то и = и - и | с. = 1. По- 
43 5 
ая? аз\? 1/2 
этому т = (=) . Следовательно, = = на ы . Дифференцируя 
это равенство по $, получаем 
ау аз _ 49 |497 в а 4 427 и 
42 @ а? @& \ 4’ а? 
аи И И 
У? (Ут (М2) 
р аз\? 
Возведём это равенство в квадрат. Учитывая, что я 2и (=) ее 
5 
= 7/2, получаем 
а 2’?! — (’, 9) ы. (х "2 ("2 + у? у ("т Ну”)? 
РВ (д уз | 


Последнее выражение легко преобразуется к требуемому виду. 
38.14. Рассмотрим следующую параметризацию эллипса: х(® = асозь 
у(Р) = бзшь Тогда 
"у — ух’ = —а6(с08? & + эт? В) = —а6, 
в? + у" = аш? Е Ь? со37 #. 
Поэтому согласно задаче 38.13 
а262 


р 
(а2 эт? 6+ 62 соз2 63° 
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38.15. Можно считать, что кривая задаётся уравнением у = }(х), причём 
1 (0) = 0. При этом нас интересует центр кривизны для точки (0, {(0)). Нор- 
маль к кривой в точке (Е, (=) задаётся уравнением (2—=) + {’(=)(у- {(=)) = 
= 0; нормаль в точке (0, {(0)) — это координатная ось Од. Пересече- 


ние этих нормалей — точка (о. ЕЕ) + . При = -+ 0 получаем точку 


1(®) 


ы 
(о (0) + 78) Это как раз и есть центр кривизны. 
38.16. Для фиксированной точки (10, уо) рассмотрим на эллипсе функцию 
Е(®) = (20 —ас0з 2+ (у —Ьзт 2. Нас интересует точка (хо, у), для которой 


Е'(Ю) =0Ои Е"(ю) = 0, т.е. 
тоа т ® — уобсоз в + (5? — а?) зшЮ соз® = 0, 
тоа сою + уоб зв + (5? — а”) (соз? ю — вт? №) = 0. 


Решая эту систему уравнений, находим 


2_р 2 _р2 


3 а | ._3 
то = ——— с03°’Ю, 1% = Е эш”Ю. 
а 


'Теперь радиус кривизны В вычисляется по формуле 


(а2 5112 ю + 6? со5? ю)3 


В? = (то — асов)? + (%0 — вт)? = т 


38.17. Выражения для фокальных точек, полученные в решении зада- 
чи 38.16, показывают, что они лежат на кривой 


(аз)?! Е (62/3 ыы (а? к ра 


38.18. Пусть фиксированная прямая — это ось Ох, а в начальный мо- 
мент фиксированная точка совпадает с началом координат О. Будем также 
предполагать, что окружность имеет радиус 1 и катится она в верхней по- 
луплоскости. Пусть через некоторое время фиксированная точка сместилась 
в точку Х; при этом катящаяся окружность 51 касается оси Ох в точке Р. 
Тогда длина отрезка ОР равна длине дуги РХ. Пусть РЕ) — диаметр окруж- 
ности 51 и О1 — точка (п, 0), т.е. середина отрезка с концами в первом и 
втором положении фиксированной точки на оси Ох. Тогда длина отрезка, 
О'Р равна длине дуги ОХ. Поэтому если мы рассмотрим окружность 51, 
симметричную 51 относительно точки Р, и рассмотрим на ней точки Х'’и 
О’, симметричные Х и О, то длина дуги О’Х равна длине отрезка О1Р. Рас- 
смотрим прямую [, которая проходит через точку О’ параллельно исходной 
фиксированной прямой. Пусть О’ — проекция точки О! наэту прямую. Тогда 
длина отрезка О1Р равна длине отрезка О’О’. Поэтому длина дуги О’Х равна 
длине отрезка О’О, т.е. точка Х’ расположена на циклоиде, которая получа- 
ется, когда окружность радиуса 1 катится по прямой [ навстречу исходной 
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окружности, причём в начальный момент фиксированная точка расположена 
в точке О’. 

Покажем, что прямая ХХ’ одновременно является нормалью к первой 
циклоиде и касательной ко второй циклоиде. Точка, Р является мгновенным 
центром вращения точки Х, поэтому прямая РХ является нормалью к пер- 
вой циклоиде. Точка О’ является мгновенным центром вращения точки Х’, 
поэтому прямая @О’Х’ является нормалью ко второй циклоиде, а прямая РХ' 
является касательной. 


Глава 39. 


Теория множеств 


39.1. Конечные множества 


39.1. Дано непустое конечное множество. Докажите, что количе- 
ство его подмножеств, содержащих чётное число элементов, равно ко- 
личеству подмножеств, содержащих нечётное число элементов. 


39.2. Операции над множествами 


В теории множеств приняты следующие обозначения: 

ХЕХ х— элемент множества Х (5 принадлежит множеству Х); 

ХЕХ тне принадлежит Х; 

АСХ А — подмножество Х, т.е. каждый элемент А принадле- 
жит Х; 

АОВ — объединение множеств А и В; оно состоит из тех элементов, 
которые являются элементами А или В; 

АПВ— пересечение множеств А и В; оно состоит их тех элементов, 
которые одновременно являются элементами А и элементами В; 

В том случае, когда фиксировано некоторое множество (И, исполь- 
зуют обозначение А — дополнение множества А; оно состоит из тех 
элементов множества (И, которые не являются элементами множества, 


А. 


39.2. а) Докажите, что АЦ (ВПС) = (АСВ) П(АЦС). 
6) Докажите, что АП(ВОС) = (АПВ) Ч (АПС). 
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39.3. Докажите, что АОВ = АПВи АПВ = АСЧВ (законы де 
Моргана). 

Тождества, подобные тем, которые доказываются в задачах 39.2 
и 39.3, удобно доказывать с помощью так называемых диаграмм Вен- 
на, на которых рассматриваемые множества изображаются в виде пе- 
ресекающихся кругов. В случае п множеств берутся п" выпуклых фи- 
гур (кругами не всегда можно обойтись), границы которых разбивают 
плоскость на 2” частей. Если все рассматриваемые множества, лежат в 
фиксированном множестве (, то это множество И можно изобразить в 
виде круга, содержащего все остальные фигуры. 


39.4. Решите задачи 39.2 и 39.3, нарисовав соответствующие диа- 
граммы Венна. 


39.3. Равномощные множества 


Два множества Х и У называют равномощными, если существует 
отображение } : Х -> У, которое является взаимно однозначным, т.е. 
для любого элемента у е У существует ровно один элемент 5 Е Х, для 
которого }(1) = у. Другими словами, между элементами множеств Х 
и У установлено соответствие, при котором каждому элементу одного 
множества соответствует ровно один элемент другого множества. 

Мы будем использовать следующие обозначения и терминологию: 


® отрезок [а, 6] состоит их точек 1, удовлетворяющих неравенствам 
а<х<в 


® интервал (а,0) состоит их точек 1, удовлетворяющих неравен- 
ствам а< < 6; 


® полуинтервал [а,65) состоит их точек х, удовлетворяющих нера- 
венствам а < 1 < 5; полуинтервал (а, 6] состоит из точек, удовле- 
творяющих неравенствам а < х < 6. 


39.5. Докажите, что отрезки [0,1] и [0, а] равномощны для любого 
положительного числа а. 


39.6. Докажите, что интервал (0, 1) и луч (1, +со) равномощны. 


39.7. Докажите, что интервал (—1,1) равномощен множеству всех 
действительных чисел. 
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39.8. Докажите, что множество всех бесконечных последовательно- 
стей а1, а2,..., где а; = 0 или 1 для всех $, равномощно множеству всех 
подмножеств натуральных чисел. 


39.9. Докажите, что отрезок [0, 1] равномощен полуинтервалу [0,1). 


39.4. Счетные множества 


Множество называют счётныьм, если оно равномощно множеству 
натуральных чисел. 


39.10. Докажите, что множество целых чисел счётно. 
39.11. Докажите, что множество рациональных чисел счётно. 


39.12. Докажите, что любое подмножество счётного множества ли- 
бо конечно, либо счётно. 

39.13. Докажите, что объединение счётного множества счётных 
множеств счётно. 


39.14. Докажите, что для каждого натурального п множество всех 
последовательностей из п натуральных чисел счётно. 


39.15. Докажите, что множество всех конечных последовательно- 
стей натуральных чисел счётно. 

39.16. Докажите, что множество всех алгебраических чисел счётно. 

39.17. Докажите, что множество попарно не пересекающихся от- 
резков на прямой конечно или счётно. 

39.18. Докажите, что множество попарно не пересекающихся кру- 
гов на плоскости конечно или счётно. 


39.19. Докажите, что если множество Х бесконечно, а множество 
У конечно или счётно, то множество Х ЧУ равномощно Х. 


39.5. Мощность континуума 


Говорят, что множество имеет мощность континуума, если оно рав- 
номощно множеству действительных чисел. 

39.20. а) Докажите, что множество точек интервала (0,1) имеет 
мощность континуума. 

6) Докажите, что множество точек отрезка [0,1] имеет мощность 
континуума. 
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39.21. а) Докажите, что множество всех бесконечных последова- 
тельностей а1, а2,..., где а; = 0 или 1, имеет мощность континуума. 

6) Докажите, что множество всех подмножеств множества нату- 
ральных чисел имеет мощность континуума. 


39.22. Докажите, что множество всех точек квадрата имеет мощ- 
ность континуума. 


39.6. Свойства мощности 


39.23. Докажите, что никакое множество Х не равномощно множе- 
ству Р(Х) всех своих подмножеств. (Кантор) 


39.24. Докажите, что если множество имеет мощность континуума, 
то оно не счётно. 


39.7. Парадоксы теории множеств 


С самого начала развития теории множеств выяснилось, что рас- 
смотрение множеств, элементами которых служат другие множества, 
может привести к противоречию: два взаимно исключающих утвержде- 
ния будут убедительно доказаны. 


Парадокс Рассела 


Каждое множество Х либо не является элементом самого себя!, либо 
является. Пусть У — множество, элементами которого являются все те 
множества Х, которые не являются элементами самого себя. Попробуем 
выяснить, что верно: У Е У или У # У? Если У Е У, то по определению 
множество У не является элементом У’, аесли У @ У, то по определению 
множество У является элементом У. 


Парадокс Кантора 


Пусть М — множество всех множеств, Р(М) — множество всех 
его подмножеств. Из определения М видно, что Р(М) содержится в 
М. С другой стороны, по теореме Кантора (задача 39.23) множество 


1Именно такими являются множества, с которыми обычно имеют дело в мате- 
матике: множество натуральных чисел, множество действительных чисел и т.п. 
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Р(М) имеет строго ббльыпую мощность, чем М, поэтому оно не может 
содержаться в М. 


Чтобы избежать парадоксов такого рода, в аксиоматической тео- 
рии множеств вводится так называемая аксиома фундирования: не су- 
ществует бесконечной последовательности множеств Х1 Е Хо, Хо Е Х3, 
ХзЕ Ха4,...В частности, никакое множество не может быть элементом 
самого себя. Тогда парадокс Рассела разрешается так, что описанный 
указанным образом объект У’ не существует (не является множеством). 


Решения 


39.1. Фиксируем в данном множестве один элемент 5. Подмножества дан- 
ного множества можно разбить на пары следующим образом: берём произ- 
вольное подмножество, не содержащее х, и в качестве второго множества 
пары берём то же самое подмножество и добавляем к нему элемент г. В ка- 
ждой паре одно множество состоит из чётного числа элементов, а другое — 
из нечётного. 


39.2. а) Еслих Е АО (ВПО), тохЕ А илих Е ВПС. Если з Е А, то 
ХЕАСВихЕ АЦ С, поэтому х Е (АЦОВ)П (АСС). Если жехе ВПС, то 
хеЕВитеЕ С, поэтому хе АОВихЕ ЛОС, а значит, х Е (АЦВ)П(АЦОС). 

Если хе (АО В)П (АСС), тохЕАЧВизхЕЛОС. Поэтому хЕ А или 
ХЕ ВОС. Значит, х Е АЦ (ВПО). 

6) Если т Е АП(ВОС), тохЕ АизхЕ ВОС. Поэтому х Е АПВ или 
ХЕАПС. 

Если хе (АП В)О (АПС), тохЕ АПВ илих Е АПС. Поэтому хе А 
илих Е ВОС. 


39.3. хЕАОВЬЕ АОВ + хе Аи В хЕАПВ. 
ХЕАПВЗЕЕ АПВ > т@ А или ВЪееЕАЧЬВ. 


39.4. Требуемые диаграммы изображены на рис. 39.1 


39.5. Взаимно однозначное отображение [0,1] -+ [0,а] задаётся формулой 
д => ах. 

39.6. Взаимно однозначное отображение (0,1) -+ (1, со) задаётся фор- 
мулой 5 => 1/х. 

39.7. Функция } (1) = (=) задаёт взаимно однозначное отображение 
интервала (—1,1) на множество всех действительных чисел. 


39.8. Сопоставим последовательности а1, 42,...множество, состоящее из 
тех натуральных чисел п, для которых а» = 1. В результате получим взаим- 
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но однозначное соответствие между последовательностями и множествами 
натуральных чисел. 


39.9. Выберем бесконечную последовательность попарно различных чи- 
сел а1, а2,..., заключённых строго между 0 и 1. Построим отображение 
}: [0,1] — [0, 1) следующим образом: }(1) = а1, }(а:) = а141 и {(х) = х, если 
х отлично от 1 иот ах; для всех $. Ясно, что отображение } взаимно одно- 
значно. Действительно, обратное отображение }_' : [0,1) -+ [0,1] устроено 
следующим образом: }`"(а1) = 1, } ' (а) = а—1 при? и {(х) = <, если х 
отлично от аз для всех $. 

39.10. В последовательности 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3,...каждое целое число 
встречается ровно один раз. 


—Е+1 
39.11. Для каждого натурального К запишем последовательность ——-, 


—+2 1 0 1 к —1 


ТИ 
К =1, 2, 3,... После этого будем идти по полученной последовательности и 
вычёркивалть все те числа, которые уже встретились нам ранее. В результате 
получим последовательность, в которой каждое рациональное число встре- 
чается ровно один раз. 


. Запишем такие последовательности для 


39.12. Занумеруем элементы данного счётного множества, и пусть эле- 
менты данного подмножества имеют номера $1 < 12 «143 <... Множество 
этих номеров либо конечно (тогда данное подмножество конечно), либо бес- 
конечно (тогда данное подмножество счётно). 


39.13. Пусть К-е счётное множество состоит из элементов ак1, @к2, акз, 
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... Тогда последовательность элементов 411; 412, 421; @13, 422, аз1; 14, а23, а32, 
ал1;...содержит все элементы данных множеств. Нужно только вычеркнуть 
из неё повторяющиеся элементы. 


39.14. Множество упорядоченных пар натуральных чисел можно пред- 
ставить как объединение счётного множества счётных множеств (первое чи- 
сло пары можно рассматривать как номер множества). Значит, это множе- 
ство счётно (задача 39.13). Занумеруем пары натуральных чисел. Тройку 
натуральных чисел можно рассматривать как пару натуральных чисел и ещё 
одно натуральное число. Поэтому множество троек натуральных чисел явля- 
ется объединением счётного множества счётных множеств и т.д. 


39.15. Непосредственно следует из задач 39.13 и 39.14. 


39.16. Множество всех многочленов с целыми коэффициентами, имею- 
щих данную степень п, счётно. Каждый из них имеет не более п различных 
корней, поэтому множество корней многочленов степени п с целыми коэф- 
фициентами счётно (многочлены вида рх” — 4х” ' показывают, что оно бес- 
конечно). Поэтому множество алгебраических чисел является объединением 
счётного множества счётных множеств. 


39.17. Каждый из отрезков содержит рациональную точку, причём для 
непересекающихся отрезков эти точки разные. 


39.18. Каждый из кругов содержит точку, обе координаты которой ра- 
циональны, причём для непересекающихся кругов эти точки разные. 


39.19. Можно считать, что Х и У не пересекаются. Действительно, вме- 
сто У можно взять множество У’, состоящее из тех элементов У, которые 
не принадлежат Х. Множество У” является подмножеством У, поэтому оно 
конечно или счётно. 

Пусть Х! — счётное подмножество Х, а Х> — дополнение Х! в Х. Мно- 
жество Х! ОУ равномошно Х1, поскольку объединение счётного множества 
с конечным или счётным счётно. Установим взаимно однозначное соответ- 
ствие множеств Х1 ОУ и Х!. Вместе с естественным взаимно однозначным 
соответствием множеств Х> и Хэ (каждый элемент соответствует самому 
себе) оно даёт требуемое взаимно однозначное соответствие множеств ХУ 
их. 


39.20. а) Это легко выводится из задач 39.5 и 39.7. 
6) Можно воспользоваться такими же рассуждениями, как и при решении 
задачи 39.9. 


39.21. а) Достаточно доказать, что множество точек отрезка [0, 1] рав- 


номощно множеству всех бесконечных последовательностей а1, а2,..., где 
ъ а1 а2 аз 
а; = 0 или 1. Сопоставим такой последовательности число .5. + 52 + 53 +.... 


Это представление числа из [0,1] неоднозначно. Например, двоичные дроби 
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0, 01111... и 0, 1000... представляют одно и то же число. Но если мы отбро- 
сим все двоичные дроби с единицей в периоде, кроме дроби 0,1111..., то 
оставшиеся дроби будут находиться во взаимно однозначном соответствии 
с точками отрезка [0, 1]. Выброшенные дроби образуют счётное множество, 
поскольку каждая из них задаётся конечной последовательностью из нулей и 
единиц. 

Пусть Х — множество оставшихся дробей, У — множество выброшенных 
дробей. Тогда Х имеет мощность континуума, поэтому согласно задаче 39.19 
рассматриваемое множество Х 0 У тоже имеет мощность континуума. 

6) Следует из задачи а) и задачи 39.8. 


39.22. Точку квадрата можно представить как пару точек отрезка. Со- 
гласно задаче 39.21 множество точек отрезка равномощно множеству беско- 
нечных последовательностей а1, 42, ..., где а; = 0 или 1. Поэтому достаточ- 
но доказать, что множество упорядоченных пар таких последовательностей 
равномощно множеству таких последовательностей. Сопоставим паре после- 


довательностей ал, а2, аз, ...и в, 62, 63, ...последовательность ал, 61, а2, 
>, аз, 6з,...В результате получим требуемое взаимно однозначное соответ- 
ствие. 


39.23. Предположим, что удалось установить взаимно однозначное соот- 
ветствие р: Х > Р(Х). Пусть У — множество тех элементов 1 Е Х, для 
которых х Я $(х). Докажем, что этому подмножеству не соответствует ни- 
какой элемент множества Х. Действительно, предположим, что У = Ф(у). 
Тогда 

уЕУ <> ув (у) ув у. 


Первая эквивалентность вытекает из определения множества У, а вторая — 
из того, что ф(у) =У. 


Замечание. Обратите внимание, что если Х. = ©, то множество Р(Х) = 
= {2} состоит из одного элемента. 


39.24. Согласно задаче 39.21 6) множество Р(Х) всех подмножеств счёт- 
ного множества Х имеет мощность континуума. Согласно теореме Кантора 
Р(Х) не равномошно Х, т.е. множество, имеющее мощность континуума на 
равномощно счётному множеству. 


Дополнение 


1. Рациональная параметризация окруж- 
ности 


Чтобы найти все точки окружности 1? + у? = 1, обе координаты 
которых рациональны, можно воспользоваться следующей конструкци- 
ей. Возьмём на окружности произвольную точку А с рациональными 
координатами и проведём через неё всевозможные прямые. Например, 
в качестве точки А можно взять точку (1,0) или точку (3/5, 4/5). Мы 
проведём вычисления для точки (1,0), хотя для любой другой точки с 
рациональными координатами вычисления будут аналогичны. 

Прямая, проходящая через точку (1,0), задаётся либо уравнением 
у = Их - 1), либо уравнением 5 =1 (уравнение 5 = 1 можно получить 
из уравнения у = Кд — 1), положив ф = со; поэтому удобно считать, 
что $ принимает также значение со). Чтобы найти точки пересечения 
прямой у = (5—1) и окружности 12+? = 1, нужно решить квадратное 
уравнение 17 + Р(х — 1)? = |, т. е. 


Одна точка, пересечения прямой и окружности, соответствующая х = 
= 1, известна. Поэтому координату х второй точки пересечения можно 
найти с помощью теоремы Виета. В результате получим 

_Р-1 21 

_ Р+р РЕ 

Таким образом, точка пересечения окружности 1? + у? = 1 и прямой 
у = Кх — 1) имеет координаты 


Рот фм 
Р+ГР+т)° 
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х у=Н-1) = 
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Это означает, что точка окружности имеет рациональные координаты 
тогда и только тогда, когда она соответствует рациональному значе- 
нию параметра $. В самом деле, если число { рационально, то числа 


2 
1 —2 
+ =-5 — иу= > рациональны. А если числа т и ациональны 
Е Ур 
то число & = —\ т тоже рационально. Значение $ = со, соответствую- 


шее точке (1,0), удобно при этом тоже считать рациональным. 

С помощью рациональной параметризации окружности можно по- 
лучить описание пифагоровых троек, т. е. таких троек натуральных 
чисел (а, 6, с), что а? + 9? = с2. А именно, (а, 5, с) — пифагорова тройка, 
тогда и только тогда, когда существуют такие натуральные числа т и 
п, что а = т? — п?, В = 2тт, с = т? + п? (или а = 2тм, 6 = т? — п?, 
с = т? + п?). Доказательство этого утверждения начнём с того, что 
избавимся от общих делителей. Если два из трёх чисел а, 6, с делятся на, 
4, то третье число тоже делится на 4. Поэтому можно считать, что а/с 
и 6/с — несократимые дроби. Точка (а/с,5/с) лежит на окружности 
12 +? = 1 и обе координаты этой точки рациональны. Следовательно, 


а РТ Ь 2+ 


в Е РР 
где $ — рациональное число. Пусть ф = т/п — несократимая дробь. 
Тогда 

‚тр — п? 6 _, 2 
т? + п?’ с  т?+т?` 


а _ 
с 


Дробь т/п несократимая, поэтому числа т и п не могут быть оба 
чётными. Если одно из этих чисел чбтно, а другое нечётно, то дроби 
т? — п? 2ттъ д 
— ри -5 —_ несократимые. Если же оба числа т и п нечётны, 
ти + п ти + п 
т.е. т = 2р-+ Тип = 24-1, то, как легко проверить, 
 2татл ь ‚та — п 
О 2 р 2) 

т + \щ с тя + \ 


а _ 
с 


где та = р-+а-+1ит! =р- 9. Мы получаем несократимые дроби, так 
как одно из чисел т и п1 чётно, а другое нечётно. 


Как мы уже говорили, взяв любую другую рациональную точку 
окружности, можно повторить аналогичные вычисления и получить 
аналогичную параметризацию окружности параметром $, причём раци- 
ональным значениям параметра будут соответствовать рациональные 
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точки окружности. Более того, аналогичным образом можно параме- 
тризовать произвольную кривую второго порядка 


ат? + ху + су? + а +е9+1=0. (1) 


Для этого нужно взять произвольную точку кривой и провести через 
неё всевозможные прямые. 

Предположим, что выполняются следующие условия: 

— коэффициенты а,6,..., } рациональны; 

— выбранная точка кривой имеет рациональные координаты; 

— кривая (1) содержит бесконечно много точек. 

Тогда в результате получим такую параметризацию кривой (1), что ра- 
циональным значениям параметра $ соответствуют точки кривой, обе 
координаты которых рациональны. Напомним, что мы пользовались 
тем, что кривая (1) содержит хотя бы одну точку с рациональными 
координатами. Но такая точка есть не всегда. Самый простой пример 
— кривая 42 + у? = —1. 

Более интересен пример кривой 21? + 5у? = 1. Проверим, что на 
ней нет рациональных точек. Предположим, что (1,9) — рациональная 
точка этой кривой. Можно считать, что д = р1/4иу = р2/4, причём у 
чисел ру, рэ, 4 нет общего делителя (т. е. нет числа 4, на которое делятся 
все эти три числа). 

Числа ру, р2, 4 удовлетворяют соотношению 211 + 5р2 = 47. Поэтому 
числа 21? и 4? при делении на 5 дают одинаковые остатки. Но число а? 
при делении на 5 может давать лишь остатки +1 и 0. Поэтому число 
2р1 при делении на 5 даёт остаток +2 или 0, а число 4? даёт остаток 
+1 или 0. Следовательно, оба числа, 21 и 4? делятся на 5, а значит, 
они делятся на 25. Но тогда число 578 делится на 25, а значит, число р 
делится на 5. В результате получаем, что числа, ру, рэ, 4 делятся на 5, а 
это противоречит предположению. 


Рациональная параметризация кривой второго порядка, отличной 
от окружности, применяется, например, при решении следующей зада- 
чи: «Описать все кубические многочлены, у которых корни как самих 
многочленов, так и их производных, рациональны» Мы ограничимся 
случаем, когда один из корней равен 1 и старший коэффициент ра- 
вен 1 (общий случай легко сводится к этому случаю). В этом случае 
Р(2) = х(т-+а) (2-5), гдеаи 6 — рациональные числа, и Р’(2) = 322 + 
+2(а— 5) 5 — а6. Требуется, чтобы дискриминант О = 4((а—5)?-+3а5) = 
= 4(а? + 9? + а6) был квадратом рационального числа. Эквивалентное 
условие таково: а? + 9? + а6 = с?, где с — рациональное число. 
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Положим 5 = а/сиу = 6/с. Нас интересуют точки с рациональными 
координатами на кривой 12 + 92 + ху = 1. Одна такая точка, очевидна: 
х =Т1иу = 0. Проведём через неб всевозможные прямые у = {1 -— 1). 
Подставим это выражение для у в уравнение кривой: 


12 +8(22 —-21+10+8(2-10-1=0, те. 


ое Е: 
1+1+# 1+Е+Р ^ 
У этого квадратного уравнения есть корень х = 1. Нас интересует 
ь —1 Р +2 
второи корень 2 = ТЕР" ки этом у = (;-— 1) = = Таким 
образом, общее решение этой задачи выглядит следующим образом. 
2 
—1 
Пусть си { — произвольные рациональные числа. Тогда а = ИЕ 
2+2 Е р 
и = —<——__— 5. Отметим, что если мы возьмём а = И —-1иф = 
Т+Е-Е 


—(Р +20), где { — целое число, то получим кубический многочлен, у 
которого корни как самого многочлена, так и корни его производной, 
— целые числа. 


2 Суммы квадратов многочленов 


Нетрудно доказать, что любой многочлен р(х) с действительными 
коэффициентами, принимающий неотрицательные значения при всех 
действительных 1, можно представить в виде суммы квадратов двух 
многочленов с действительными коэффициентами. Прежде всего заме- 
тим, что если р(2) = 0 ир — многочлен с действительными коэффици- 
ентами, то р(2) = р(=) = 0, т.е. # — тоже корень многочлена р. Поэтому 
корни многочлена с действительными коэффициентами разбиваются на, 
действительные корни и пары комплексных корней. Следовательно, 


|: 


) = Пе-2-)@-5) Пе-в)"", 


К=1 


где числа ак действительные. 
Предположим теперь, что р(1) > 0 при всех действительных х. Если 
1 — достаточно большое положительное число, то 
$ 


+ 
[е-э@ 2) | (& - к)"* > 0, 
&=1 


1=1 
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поэтому а > 0. Кроме того, все числа ту чётны. В самом деле, пусть 
некоторые из чисел ть нечётны. Можно считать, что нечётны лишь 
числа т1,..., т: и при этом о1 <... < а,. Тогда при а; 1 < т <а, 
выполняется неравенство 
р 

Пе — ак)"* < 0, 

Е=1 
т. е. р(х) < 0. (Если 8 = 1, то это неравенство выполняется при всех 
д <а..) 

Таким образом, действительные корни тоже разбиваются на пары. 

Следовательно, 


ве) = (“Пе =) (Пе -2)), 


где некоторые из чисел 2; могут быть действительными. Пусть 


1 
уа [(@ — =) =а(2) +#(з), 


= 


где 4 и г — многочлены с действительными коэффициентами. Тогда, 


р 
Ма] (2 — 2) =а() - и(з). 


1=1 


В итоге получаем р(х) = (а(=))* + (-(2))* 

Но для многочленов от нескольких переменных аналогичное утвер- 
ждение уже не всегда верно, т. е. существуют неотрицательные мно- 
гочлены (так мы будем называть многочлены с действительными коэф- 
фициентами, которые при всех действительных значениях переменных 
принимают неотрицательные значения), которые нельзя представить 
в виде суммы квадратов многочленов с действительными коэффициен- 
тами. Первым это доказал Гильберт в 1888 г., но он не привёл явный 
пример такого многочлена. Первый простой пример привёл Т. Моцкин 
в 1967 г. А именно, он показал, что многочлен 


Е(х, у) = 12972 (42 +9? —3) +1 


неотрицателен, но его нельзя представить в виде суммы квадратов мно- 
гочленов с действительными коэффициентами. Основная трудность за- 
ключалась, конечно, в том, чтобы найти этот многочлен, а само дока- 
зательство его свойств, как мы сейчас увидим, несложно. 
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Неотрицательность многочлена Р' следует из того, что 
(1 —_ 122)? ев 22 (1 —_ у)? % 22 (1 ВИ 12)? у? 


Предположим теперь, что Р(5,у) = > 1;(2,у)?, где }; — многочле- 
ны с действительными коэффициентами. Тогда >` ;(1,0)2 = Е(х,0) = 
= 1. Если хотя бы один из многочленов /; (1,0) от переменной х отличен 
от константы, то >` [;(1,0)? — многочлен, степень которого в два ра- 
за больше наибольшей из степеней многочленов ];(х, 0). Следовательно, 
}(х,0) = с; — некоторая константа, а значит, ],(т,у) = с; + уд; (т, у). 
Аналогичные рассуждения показывают, что ];(т,у) = © + 19; (т, у). 
Ясно, что с; = с; и };(т,у) = с; + хуй; (5,9), причём 


её р; = 4её }}/—2 < о4евЕ 2 Е 
здесь 4ер  — степень многочлена }. Таким образом, 


22? (2+ -З+1=ту У`в2 + 2ту сл + У. 


12472 (22 + у? — 3) — 12? 182 — 2ту Ус; + Ус — 1. 


Все одночлены, встречающиеся в правой части этого равенства, име- 
ют степень не больше 3, а все одночлены, встречающиеся в левой 
части этого равенства, имеют степень не меньше 4. Следовательно, 
2,2 (7.22 2,2 2 — 2 2 и 2 

17" (ту? — 3) - "УИ; = 0, а значит, 25° + у — 3 = >. №. Полу- 
чено противоречие, так как 1? +2? —3 < 0 прил =Уу=0. 


Мы обсудили лишь наиболее простые из известных результатов о 
суммах квадратов. Сейчас на эту тему известно весьма многое, но мно- 
гие вопросы остаются пока без ответа. Немецкий математик Давид 
Гильберт высказал предположение, что любой неотрицательный мно- 
гочлен от многих переменных можно представить в виде суммы ква- 
дратов не многочленов, а рациональных функций. Вопрос о том, верно 
это или нет, он включил под номером 17 в свой знаменитый список 
23 проблем. Семнадцатая проблема Гильберта была решена в 1927 г. 
Э.Артином. Он доказал, что любой неотрицательный многочлен мож- 
но представить в виде суммы квадратов некоторого количества раци- 
ональных функций. В 1967 г. А. Пфистер уточнил теорему Артина; он 
доказал, что любой неотрицательный многочлен от п переменных мож- 
но представить в виде суммы 2” квадратов рациональных функций. Но 
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до сих пор не известно, можно ли 2” заменить на меньшее число. Лишь 
при п = 2 известно, что число 2” = 4 в данном случае минимально. А 
именно, в 1971 г. Касселс, Эллисон и Пфистер показали, что тот самый 
многочлен ЕР(х, у), который мы рассмотрели выше, нельзя представить 
в виде суммы квадратов трёх рациональных функций. Их доказатель- 
ство весьма сложно; оно опирается на глубокие результаты из теории 
эллиптических кривых. 


3. Представление чисел в виде суммы 
двух квадратов 


В одном из своих писем Пьер Ферма в 1658 г. сообщал, что он полу- 
чил “неопровержимые доказательства” того, что любое простое число 
вида 4 -- 1 является суммой двух квадратов, а любое число является 
суммой не более чем четырёх квадратов. Никаких записей этих доказал 
тельств Ферма не оставил. Прошло почти сто лет, и этими теоремами 
заинтересовался Леонард Эйлер. Первую из них он доказал в 1747 г., 
а через два года он нашёл другое изяшное и сравнительно простое до- 
казательство той же теоремы. Вторая теорема была доказана, лишь в 
1770 г. Лагранжем, после чего Эйлер сумел значительно упростить его 
доказательство. 

В дальнейшем были найдены другие интересные доказательства, те- 
оремы о представлении простых чисел р = 4К + 1 в виде суммы двух 
квадратов; некоторые из них приведены в решениях задач 31.53-31.55 
и 36.19 а). Но все они, как и доказательство Эйлера, были не вполне 
элементарны. И лишь совсем недавно! было получено очень изящное и 
вполне элементарное доказательство этой теоремы. 

Пентральное место в этом доказательстве занимает простое, но 
важное понятие инволюции. Пусть М — некоторое множество. Отобра- 
жение о: М — М называют инволюцией, если о(с(т)) = т для любого 
элемента т множества М. Примером инволюции служит любая симме- 
трия. Инволюция позволяет разбить точки (элементы множества М) на 
пары {т, о(т)} “симметричных” точек. Для элемента о(т) получается 
та же самая пара, что и для элемента т, так как о(о(т)) = т. Пара 
элементов не возникает лишь в том случае, когда о(т) = т (такие точ- 
ки т называют неподвижными). Поэтому если на конечном множестве 


1. Гавлег, А опе-зетйетсе ртоо] ФВаф езету руфте р = 1 (тод 4) #5 а зит о} о 
5диатез, Атег. Ма. Мошщу 97 (1990) Р. 114. 
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М задана инволюция, то чётность количества элементов М совпада- 
ет с чётностью количества неподвижных точек инволюции (остальные 
элементы разбиваются на пары, поэтому их количество чбётно). 

Общая схема доказательства такова. Рассмотрим множество всех 
решений уравнения 2? + 4у2 = р в натуральных числах. Достаточно 
доказать, что если р = 4 + 1, то у этого уравнения есть решение, для 
которого у = &. В самом деле, тогда р = 2? + (2у)?. Решение, для кото- 
рого у = #, — это неподвижная точка инволюции 0(х,у,2) = (1,2, 9). 
Поэтому достаточно доказать, что общее количество решений нечётно. 
Для этого строится совсем другая инволюция т, имеющая ровно одну 
неподвижную точку. Вот эта инволюпия: 


(+2, зу-2-2), т<у- 2; (0 
т(х,у,2) = $ 2у-хух-у+2,  у-2<2< ау; (2) 
(-2ут-у+ьу,  2у<1. (3) 


Отметим сначала, что 5 # 2уит 2 у- 2, так как иначе р = 1? + 4уз = 
= 4(у?+у2) илир = (у-2)?+4ух = (у+2)?. Проверим, далее, что любое 
решение уравнения 27 + 4уз = р инволюция т действительно переводит 
в решение. Это следует из тождеств 


(1+2=)2 +42(у-т-2) = 12 +442, 
(1 — 29)? +49 (т -у+л) = 22 +4ул. 


Пусть т(1,9,2) = (5, у’,=’). Если х <у- 2, то = +22 > 2 = 
= 2, т. е. точка типа (1) переходит в точку типа (3). Аналогично 
проверяется, что точка типа (3) переходит в точку типа (1), а точка 
типа (2) — в точку типа (2). После этого уже легко проверить, что т — 
инволюпия. 

Точка типа (1) не может быть неподвижной, так как 5’ = +22 > 1; 
для точки типа (3) х’ =х -— 24 < т. Поэтому неподвижной может быть 
лишь точка типа (2), причём для неё должно выполняться соотношение 
=’ Ех -у+ а, т. е. х = у. В таком случае р = 22 + 4у2 = х(х + 42), 
а значит, х =у =1 (здесь мы используем простоту числа р). Если р = 
= 46 +1, то (1,1, К) — неподвижная точка (здесь мы используем то, 
что число р имеет вид 4% + 1). Доказательство завершено. 


Сделаем ещё некоторые замечания по поводу представления чисел в 
виде суммы двух квадратов. Прежде всего отметим, что простое число 
вида 4К + 3 нельзя представить в виде суммы двух квадратов. В самом 
деле, квадрат числа 2т + 1 равен 4(т? + т) + 1, поэтому остаток от 
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деления его на 4 равен 1. Следовательно, остаток от деления суммы 
двух квадратов на 4 равен 0, 1 или 2, но никак не 3. 

Условие простоты числа р = 4К + 1 тоже существенно. Например, 
число 21 нельзя представить в виде суммы двух квадратов. 

Отметим также, что если т = а? + ип = с? + @, то пт = (ас + 
+64)? + (аа—5с)? — тоже сумма двух квадратов. Поэтому произведение 
простых чисел вида 4^ + 1 можно представить в виде суммы двух ква- 
дратов. Если же в какое-то натуральное число простой множитель вида, 
АК + 3 входит в нечётной степени, то это число нельзя представить в 
виде суммы двух квадратов. Это следует, например, из того, что если 
а? + 9? делится на простое число р = 4 + 3, то оба числа а и 6 делятся 
на р. (Доказательство этого утверждения опирается на малую теорему 
Ферма.) 


4. Построение правильного 17-угольника 


В Древней Греции геометры использовали для построений разные 
инструменты, но основными инструментами были циркуль и линейка. 
А в самом знаменитом древнегреческом учебнике геометрии, “Нача- 
лах” Евклида, никакие другие инструменты вообше не встречаются. 
Поэтому под геометрическими построениями обычно подразумевают 
построения циркулем и линейкой. Циркуль позволяет построить окруж- 
ность данного радиуса с центром в данной точке, а линейка позволяет 
построить прямую, проходящую через две данные точки. 

Построению правильных многоугольников в “Началах” Евклида, 
уделено большое внимание. Построение правильного треугольника опи- 
сано в Предложении 1 Книги Г, а почти вся Книга ГУ посвящена постро- 
ению других правильных многоугольников: квадрата, пятиугольника, 
шестиугольника, пятнадцатиугольника. Но ничего существенно ново- 
го геометры не могли добавить очень долго, вплоть до 1796 г., когда, 
19-летний Гаусс показал, что с помощью циркуля и линейки можно по- 
строить правильный 17-угольник. Впоследствии он доказал, что если 
число п = 22° +1 простое, то с помощью циркуля и линейки можно по- 
строить правильный п-угольник. Гаусс утверждал также, что он умеет 
доказывать, что правильный п-угольник можно построить лишь в том 
случае, когда п = 2Тр1...р., где р1,...,рз — различные простые чи- 
сла вида 22^ + 1. Но ни в одной из его работ нет доказательства этого 
утверждения. 
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Построение правильного 17-угольника в большей степени относится 
не к геометрии, а к алгебре. Формула Муавра 


(сова + 1зша)” = созпа + 1зтпа 
2 2Кт 
показывает, что корни уравнения т” — 1 = 0 имеют вид со — + 
п 


+ зщ РИ На комплексной плоскости эти точки являются вершина- 
ми правильного п-угольника. Таким образом, построение правильно- 
го п-угольника тесно связано с решением уравнения х” — 1 = 0. Это 
уравнение имеет очевидный корень 1 = 1. Чтобы избавиться от него, 
поделим многочлен 1” — 1 на х - 1. В результате получим многочлен 
ата" 2+...+12 +2 + 1. Именно его мы будем рассматривать в 
дальнейшем. 

Будем говорить, что комплексное число а-+® можно построить, если 
можно построить отрезки длиной а и 6, т. е. можно построить точку 
а-+% на комплексной плоскости. Если задан отрезок единичной длины, 
то по данным отрезкам а и 6 можно построить отрезки а - $, аб, а/Ъ, 
/а. Несложно проверить, что 


(РЯ + ЕЕ: + ее 
2 


а = 5 
Поэтому если отрезки а и $ можно построить, то число уУа -+ $ тоже 
можно построить. В итоге получаем, что если числа и и % можно по- 
строить, то корни уравнения 22 + их + и = 0 тоже можно построить. 
Разберём для начала с этой точки зрения построение правильных п- 
угольников при п = Зип = 5. При п = 3 получаем уравнение 22-+х-+1 = 
= 0. Это уравнение квадратное, поэтому его корни можно построить. 
При п = 5 получаем уравнение 1“ + 13 + 22 +х-+1 = 0. Положим 
и=т+х "Г. Легко проверить, что и? +и —1=0. Корни и1 и и> этого 
уравнения можно построить. С их помощью можно построить корни 
уравнений 1? — их +1 = Ои 1? — их +1 = 0. Эти корни являются 
корнями исходного уравнения. 
Теперь можно непосредственно заняться построением правильного 
17-угольника. Для этого, как мы убедились, достаточно доказать, что 
корни уравнения 516 + 218 +...+т1-+1 = 0 можно получить, последова- 


тельно решая квадратные уравнения. Достаточно даже получить один 
2" газа 

корень Е = с08 17 + #91 17; остальные корни имеют вид на 

Локазательство Гаусса, основано на, специальной нумерации этих кор- 


ней. Он нумерует корни таким образом, чтобы при фиксированном [ 
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переход от иж (корня с номером Ё) к «к+4 происходил по одному и тому 
же правилу, а именно, чтобы при таком переходе число «ь возводи- 
лось в некоторую фиксированную степень. са а можно 


получить, положив иж = =" ‚ где числа 1, 9, 97, 93,...,9:? дают разные 


остатки при делении на 17. В самом деле, в таком случае 


в в 1 1 
ыыы ==” ==9 9 = (59 


В качестве д можно взять, например, число 3. При этом 


(0 =Е, ил = 63, и = Е, из =Е10 


— 16 — 214 — 8 = 
(8 =& ›‚ 49 =Е , 410 =6`, М =@Е, 


— 4 2 Ма» — 26 
612 =Е , 613 =Е 7, “ЛА =, 15 =@Е . 


Рассмотрим сначала, квадратное уравнение с корнями 


7 г 
1 = › ик, 42 = › к-т. 
&=0 =0 


По теореме Виета Ув»; = —1, поэтому х1 + 12 = —1. Легко проверить, 
что 
1 = (Е+Е 16) + (Е8 +2?) + (Е? +=1°) + (=* +=) = 
= 2(с03 а + с03 8а - соз 2а + созда), 


д2 = 2(с08 За + с0$ Та + с0з ба + созба), 
где а = 2/17. Воспользовавшись формулой 
2 с08 ра: с08 да = соз(р + а)а + соз(р — 4)а, 
получим 
2112 = 8(с08 а + соз2а + с0з3За +... + соз8а) = 4(11 + 52) = —4. 
Таким образом, х1 и 12 удовлетворяют квадратному уравнению 1? + 
+ х —4 = 0 с целыми коэффициентами. Следовательно, 11 и 12 можно 
построить. 
Рассмотрим теперь квадратные уравнения с корнями 
3 
д = У ‘ель = 2(с0$ а + созда), 
&=0 
3 
у = У. чакра = 2(с08 8а + с082а). 
&=0 
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Легко проверить, что 41 + у2 = 21 и 
д у2 = 2(с08 а + с032а + созЗа +... + соз8а) = ху + 42 = —1. 


Таким образом, у1 и у2 — корни квадратного уравнения у? — 21/1 = 0. 
Аналогично доказывается, что 


3 
уз = У` мак = 2(с08 За + соз 5а), 
&—0 


Е 
Ча = У` шакз = 2(с08 Та + сов бо) 
1—0 


— корни квадратного уравнения 1/2 — 129 +1 = 0. Следовательно, ут, 
2, уз и У4 можно построить. 
Рассмотрим, наконец, квадратное уравнение с корнями 


21 = 60 + из = 2с03а, 22 = 4 +12 = 2с0$4а. 


Ясно, что 21 +22 = 91 и #122 = 2(с03 5а +созЗа) = уз. Таким образом, 21 
и 22 — корни квадратного уравнения =? — у12 + уз = 0. Поэтому число 
21 = 2с03 а можно построить, а значит, можно построить и число Е = 
= с0з а + 1зш а. Но тогда можно построить и правильный 17-угольник. 


5. Построения циркулем и линейкой 


Здесь мы докажем, что с помощью циркуля и линейки нельзя выпол- 
нить некоторые построения, например, нельзя построить отрезок а, 
если задан отрезок длины а, и нельзя разделить произвольный угол на 
три равные части. Первая из этих задач называется удвоением куба, 
потому что она эквивалентна задаче о построении ребра куба в 2 раза 
большего объёма, чем куб с данным ребром. Вторая задача называется 
трисекцией угла. Кроме того, мы докажем, что с помощью циркуля и 
линейки нельзя построить треугольник по длинам его биссектрис. 

Сначала нужно точно сформулировать, что такое построение цир- 
кулем и линейкой. В задаче на построение циркулем и линейкой обыч- 
но бывает задан некоторый набор точек. Окружность и прямую можно 
задать двумя точками, поэтому включать в набор исходных данных 
окружности и прямые нет необходимости. В некоторых задачах набор 
исходных данных может быть пустым множеством; например, в задаче 
о построении правильного треугольника или пятиугольника исходного 
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набора данных нет. Задача, на построение заключается в том, чтобы 
добавить к исходному набору точек некоторые другие точки так, что- 
бы при этом в новом наборе содержались некоторые требуемые точки. 
К исходным данным разрешается добавлять следующие точки, прямые 
и окружности: 


1) прямую, проходящую через две данные точки; 
2) окружность с данным центром, проходящую через данную точку; 


3) точку пересечения двух данных прямых, двух данных окружно- 
стей или данной прямой и данной окружности; 


4) произвольную точку. 


Добавление произвольной точки требует пояснений. Подразумевается, 
что конечный результат должен не зависеть от выбора этой точки. 
Точнее говоря, если вместо выбранной произвольной точки мы возьмём 
любую другую достаточно близкую к ней точку, то при этом конечный 
результат не должен измениться. Отметим, что операция выбора про- 
извольной точки на данной прямой [ или данной окружности 5 не даёт 
ничего нового. Действительно, вместо этого можно выбрать две про- 
извольные точки А и В и построить точку пересечения прямой АВ с 
прямой [ или с окружностью 5. 

Выясним, по каким алгебраическим правилам получаются коорди- 
наты добавляемых точек из координат исходных точек. Введём на плос- 
кости прямоугольную систему координат Оху. Каждая точка плоско- 
сти имеет две координаты. Рассмотрим набор всех численных значений 
координат исходных точек, не различая координаты { и у. 


Теорема 1. Предположим, что к набору точек с координатами И, 

., & в процессе построений циркулем ц линейкой добавилась ровно 
одна точка с координатами 1 и 32. Тогда либо число в; @=1, 2) ра- 
уионально, либо оно получается из чисел Н,..., & применением опе- 
раций сложения, вычитания, умножения, деления ц извлечения ква- 
дратного корня. 


Доказательство. Разберём все возможные варианты добавления од- 
ной точки. 

а) Добавление произвольной точки. Для любой точки найдётся 
сколь угодно близкая к ней точка, обе координаты которой рациональ- 
ны. Поэтому в качестве произвольной точки всегда можно выбрать 
точку [ рациональными координатами. 
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6) Добавление точки пересечения двух прямых. Прямая, проходящая 
через точки с координатами (а1, 61) и (а2, 62), задаётся уравнением 
хам _ @а2-@1 
у -ы’ 
т.е. (655 — 61)х + (а1 — а2)у = аб — а21. Коэффициенты этого уравне- 
НИЯ получаются из координат исходных точек применением операций 
умножения и вычитания. 
Точка пересечения прямых, заданных уравнениями 


р15 + Чу =т1, рот - 429 = 12, 


имеет координаты 


(28 — 724 Р1т2 — р2т1 ) 
р142 — Р241’р142 — 241 / ` 

Эти числа получаются из коэффициентов уравнений применением опе- 
раций вычитания, умножения и деления. Следовательно, координаты 
точки пересечения двух прямых, проходящих через две пары данных 
точек, можно получить из координат этих четырёх данных точек, при- 
меняя операции вычитания, умножения и деления. 

Операция извлечения квадратного корня пока не использовалась. 
Она нужна лишь для нахождения координат точек пересечения прямой 
и окружности или двух окружностей. 

в) Добавление точки пересечения прямой и окружности. Окруж- 
ность с центром (а1,61), проходящая через точку (42,62), имеет урав- 
нение 

(т — @1)? + (у- 61)? = (2 — а)? + (№ — 61), 


т.е. 22 — 2а15 +92 —2Ыу = си, где с! = а? — 2алаз + 6 — 2614. 
Для нахождения координат точек пересечения прямой рх + 4у =ги 
окружности 12 — 2ат + у? — 28у = с нужно решить систему уравнений 


рх-+ду=г, 22 -— 2ах + у? — у =с. 


Одно из чисел ри 4 отлично от нуля. Будем для определённости счи- 
тать, что 4 = 0. Тогда из первого уравнения можно получить выраже- 
ние для 9 через т: 
т-—рх 
=. (1) 
Подставив это выражение в уравнение окружности, получим квадрал- 
ное уравнение 


(0? + 42)? + 2(5р4 — аа? — рт) + (12 — 2654г — с?4) = 0. 
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Корни 11 и 12 этого уравнения выражаются через его коэффициенты 
с помощью операций сложения, вычитания, умножения и извлечения 
квадратного корня. Соответствующие выражения для 1 и у2 можно 
получить по формуле (1). 

г) Добавление точки пересечения двух окружностей. Для нахожде- 
ния координат точки пересечения двух окружностей нужно решить си- 
стему уравнений 


22 — 21+ у —2у ст, 
12 — 20+ -26у = со. 


Вычитая из первого уравнения второе, можно перейти к эквивалентной 
системе уравнений 


2(а2 — а1)х + 2(55 — В )у с - С2, 
12 — 225+ 42 -2%у = со. 


Система уравнений такого вида, была решена при разборе случая в). 


Удвоение куба 


Отрезок а можно выбрать в качестве отрезка (1,0) на оси Ох. Та- 
ким образом, в задаче удвоения куба требуется построить точку с ко- 
ординатами (92,0). Предположим, что эту точку можно построить с 
помощью циркуля и линейки. Тогда согласно теореме 1 число 92 можно 
получить из рациональных чисел, используя операции сложения, вычи- 
тания, деления, умножения и извлечения квадратного корня, т.е., как 
мы будем для краткости говорить, это число можно выразить в ква- 
дратных радикалах. Для доказательства неразрешимости задачи удво- 
ения куба с помощью циркуля и линейки нужно доказать, что число 
9/2 не выражается в квадратных радикалах. Напомним, что число /2 
иррационально. 


Теорема 2. Предположим, что один из корней уравнения 13 + Ат? + 
+ Вх +С = 0, где А, В, С — рациональные числа, выражается в 
квадратных радикалах. Тогда это уравнение ‘имеет рациональный ко- 
рень. 


Доказательство. Отметим прежде всего, что любое число, получен- 
ное из чисел и1, ..., и„ применением операций сложения, вычитания, 
умножения и деления, можно представить в виде 


Р(и1,... чп)! 0 (ил... чп), 
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где Ри @ — многочлены с рациональными коэффициентами, т.е. вырал 
жения, полученные без использования операции деления. В самом деле, 
РР _ Р02 ЕР! 
9 92 09192 ’ 
Вы о. РР Р.Р _ Р92 
1 42 9192 91’ Рог 

Для любого числа а, выражающегося в квадратных радикалах, мож- 
но определить его ранг как наиболышее число расположенных один 
внутри другого квадратных радикалов в выражении для числа ©. Это 
определение нужно сформулировать более аккуратно. Например, (1 + 
О = 394, т.е. /3+2+\2 = 1+ \2. Тем самым одно 
выражение числа 1 + \/2 имеет ранг 1, а другое выражение того же чи- 
сла имеет ранг 2. Поэтому нужно сначала определить ранг выражения, 
а, в качестве ранга, самого числа взять наименьший из рангов всех его 
выражений. 

Для числа а ранга п можно определить его порядок следующим 
образом. Рассмотрим для числа а все его выражения ранга п. В ка- 
ждое такое выражение входит несколько радикалов вида УВ, где ранг 
выражения В равен п - 1; пусть & — количество таких радикалов. Наи- 
меньшее из всех таких чисел К будем называть порядком числа с. 

Кубическое уравнение 23 + Аз? + Вх+С = 0 имеет три корня #1, 22, 
хз (не обязательно различных), для которых выполняется соотношение 


(2-11) (с — 12) (5 — 13) =23 + А1? + В+ С. 


В частности, 21 + 22 + 23 = —А. 

Предположим, что один из корней этого кубического уравнения вы- 
ражается в квадратных радикалах. Остальные корни могут выражать- 
ся в квадратных радикалах, а могут и не выражаться. Возьмём все 
корни, которые выражаются в квадратных радикалах, и выберем среди 
них все корни с наименьшим рангом. Затем среди этих корней выберем 
корни с наименышим порядком. Если такой корень один, то выберем 
его, а если их несколько, то выберем любой из них. Пусть при этом 
выбран корень 21 с рангом п и порядком К. Требуется доказать, что 
п = 0, т.е. число х1 рационально. Предположим, что п 2 1. Рассмотрим 
для числа 21 какое-нибудь выражение ранга п и порядка К. Пусть /В 
— одно из выражений ранга п, входящих в это выражение. Тогда 11 
можно представить в виде 


Е _ а УЕ (2) 
} с+а\В’ 
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где выражения а, 6, си 4 содержат не более К —1 радикалов ранга п и не 
содержат радикалов большего ранга. Докажем, что с — 4/В = 0. Если 
4 = 0, тос = 0. Если же 4 = 0, то из равенства с — 4\/ Е = 0 следовало 
бы, что УВ = с/4. Подставляя это значение числа, УВв формулу (2), 
можно получить для 11 выражение ранга не более п, содержашего не 
более & — 1 радикалов ранга п. Это противоречит тому, что ранг числа, 
71 равен п, а порядок равен К. Следовательно, с — 4/В 2 0, а значит, 


_ (@+5УВ)(с-а\у®) 
© с? — 428 
Подставив значение 11 =р-+ аУВ в кубическое уравнение, получим 


0= (р-+4\ 8) + Ар+4\ В)? + В(р+4\/Е) +С =М+МУЕ, 


где выражения М и М содержат не более Ё — 1 радикалов ранга п и не 
содержат радикалов большего ранга. Если М = 0, то УЕ = —М/М№, а 
выше было показано, что такого быть не может. Следовательно, М = 
= № = 0. Непосредственные вычисления показывают, что 


(^-аУВ)3 + Аф-чУВ) + Вф-4УВ) +С=М - МУЕ, 


т.е. 22 =р-4\/В — другой корень кубического уравнения. А так как 
1 + 12 + хз = —А, то дз = -А - {1 - 12 = —А - 2р. Наибольший ранг 
радикалов, входящих в это выражение числа тз, не превосходит п, при- 
чём радикалов ранга я не более # — 1. Это противоречит выбору корня 
11 как корня наименьшего ранга п и при этом наименьшего порядка К. 


=р+4\В. 


С помощью теоремы 2 легко доказать, что число 92 нельзя выра- 
зить в радикалах. Действительно, рассмотрим кубическое уравнение 
13 —2 =0. У него есть лишь один вещественный корень, а именно, 
9/2. Число %/2 не рационально, поэтому уравнение 13 — 2 = 0 не имеет 
рациональных корней. Следовательно, у этого уравнения нет корней, 
выражающихся в радикалах. 


Трисекция угла 


Чтобы доказать, что не сушествует общего способа построений, 
позволяющего разделить на три равные части любой угол, достаточно 
доказать, что с помощью циркуля и линейки нельзя разделить на три 
равные части угол 30°. 

Введём систему координат Оту, выбрав в качестве начала, коорди- 
нат вершину данного угла АОВ и направив ось Ох по стороне ОА. 
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Можно считать, что точки А и В удалены от точки О на расстояние 
1. Тогда в задаче трисекции угла требуется по точке с координатами 
(соз Зф, зш 3) построить точку с координатами (с03 ф, эт ф). В случае, 
— ъ . Обе её ко- 
ординаты выражаются в квадратных радикалах. Поэтому достаточно 
доказать, что число зш 10° не выражается в квадратных радикалах. 
Так как зт3ф = эяп(ф + 2) = зтфсоз2р + созфзш2р = 
= зшф(1 — 2зш2 ф) + 2(1 — зш? ф)зшф = Ззшф — 413 ф, то число 


когда, ф = 10°, исходная точка имеет координаты ( 


р 1 
д = эт 10° удовлетворяет кубическому уравнению 31 — 453 = 5) т.е. 


823 —61+1=0. (3) 


Согласно теореме 2 достаточно доказать, что у этого уравнения нет 
рациональных корней. Положим 25 = р/4, где ри 4 — целые числа, 
не имеющие общих делителей. Тогда р° — 3ра? + 43 = 0, те. 43 = 
= р(34? — р?). Следовательно, число 4 делится на р, а значит, р = +1. 
Поэтому -Е1 = 34? + 43 = 0, т.е. 4?(4 +3) = +1. Число 1 делится на 4, 
поэтому 4 = +1. В итоге получаем, что 5 = +1/2. Легко проверить, что 
значения +1/2 не являются корнями уравнения (3). Получено противо- 
речие, поэтому уравнение (3) не имеет рациональных корней, а значит, 
число зт 10° не выражается в квадратных радикалах. 


Построение треугольника по биссектрисам 


Если заданы длины медиан треугольника или длины его высот, то 
треугольник можно построить циркулем и линейкой. Но если заданы 
длины биссектрис треугольника, то нет обшего способа, позволяюще- 
го построить сам треугольник циркулем и линейкой. Чтобы это дока- 
зать, достаточно доказать, что треугольник, длины биссектрис кото- 
рого равны 3, 1 и 1, нельзя построить циркулем и линейкой. 

Нам потребуются два геометрических факта, доказательства, ко- 
торых можно найти в книге В.В.Прасолов «Задачи по планиметрии», 
издание 4-е, МИНМО, 2001. Прежде всего заметим, что треугольник, у 
которого две биссектрисы равны, равнобедренный (задача 5.50 из ука- 
занной книги), поэтому в рассматриваемом треугольнике В = 7, т.е. 
а=л- 28. Далее, согласно задаче 12.35,г) из указанной книги 


1, = 4рзщ( 8/2) зщ (9/2) / (чп В + эт), 
1 = 4рзщ(а /2) за (у/2) / (зш а + эту). 
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хх 
и 
Рис. 1. 
Поэтому 
Е Ио этот В _ 15 зш20-+3шВ _ т 
= . м | 
ИИ 9 5. эт 9 + эту — с0о8В дв © сов б 2 соз В 


Если рассматриваемый треугольник можно было бы построить цирку- 
лем и линейкой, то число х = 811(8/2) выражалось бы в квадратных 
радикалах. Ясно, что 31(38/2) = 35 — 443 и соз6 = 1- 242. Поэтому 
для т мы получаем уравнение 423 — 1252 — 3х + 6 = 0. После замены 
у = 25 — 2 перейдём к уравнению у3 — 15у — 10 = 0. Согласно теореме 2 
достаточно проверить, что это уравнение не имеет рациональных кор- 
ней. Предположим, что число р/4, где ри 4 — взаимно простые целые 
числа, является корнем этого уравнения. Тогда рз = 54? (Зр + 24), по- 
этому р = 5т, где г — целое число. В таком случае 2573 = 42 (15т + 24). 
Следовательно, число 4 тоже делится на 5, чего не может быть. 


6. Хроматический многочлен графа 


Рассмотрим в пространстве систему из нескольких точек и отрез- 
ков, соединяющих некоторые из этих точек. При этом нас будут интере- 
совать лишь то, какие именно пары точек соединены отрезками. Более 
того, эти отрезки можно считать не прямолинейными, а криволиней- 
ными. Такую систему точек называют графом; сами точки называют 
вершинами графа, а отрезки — рёбрами графа. 

Граф называют планарныем, если его можно расположить на плос- 
кости так, чтобы его рёбра попарно не пересекались. Например, граф, 
изображённый на рис. 1, не планарный. Это следует из решения извест- 
ной задачи о трёх домах и трёх колодцах: “Можно ли каждый из трёх 
домов соединить дорожкой с каждым из трёх колодцев так, чтобы эти 
дорожки не пересекались?” 

В 1890 г. было доказано, что вершины любого планарного графа 
можно раскрасить в 5 цветов так, что концы любого ребра будут раз- 
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ноцветными. После этого долго была популярна задача четырёх красок: 
“Любой ли планарный граф можно раскрасить в 4 цвета?” (Под рас- 
краской графа здесь и далее подразумевается такая раскраска вершин 
графа, что концы любого ребра разноцветные.) Лишь в 1977 г. было 
доказано, что любой планарный граф можно раскрасить в 4 цвета. Это 
доказательство опиралось на перебор огромного количества различных 
вариантов, выполненный с помощью компьютера. 

С раскрасками графов связано одно интересное явление, которое мы 
сейчас обсудим. Пусть С’ — некоторый граф, а }(С,х) — количество 
раскрасок этого графа в х цветов. Удивительным образом оказывает- 
ся, что }(С, 1) — многочлен степени п, где п — число вершин графа. 
Прежде чем доказывать это утверждение, разберём два простых при- 
мера. 

Наиболее прост тот случай, когда у графа С нет вообще никаких 
рёбер, а есть только п вершин. В этом случае каждую вершину можно 
окрасить любым цветом, независимо от остальных вершин. Поэтому 
(С, х) ==". 

Другой крайний случай — граф С' с п вершинами, любые две из 
которых соединены ребром. В этом случае все вершины должны быть 
разноцветными, поэтому }(С(,1) =1(5-1...(-п+1. 

В обоих случаях }(С,х) — многочлен степени п. Как мы сейчас 
убедимся, из этого уже следует, что }(С,х) — многочлен степени п 
для любого графа, С" с п вершинами. 

Рассмотрим граф (+ с п вершинами, в котором две вершины А и В 
соединены ребром. Сопоставим ему граф С, в котором все вершины 
и рёбра те же самые, за исключением того, что в нём нет ребра, со- 
единяющего вершины А и В. Сопоставим графу С+ также граф С„_1, 
в котором все вершины и рёбра такие же, как у графов С+ и С. за 
исключением того, что в нём вершины А и В отождествлены друг с 
другом (при этом могут возникнуть двойные рёбра, но мы их заме- 
няем на обычные рёбра). Примеры графов С-, С и С„_1 приведены 
на рис. 2. При этом двойное ребро, соединяющее вершины А = Вир 
заменено на обычное (однократное) ребро. 

Любая раскраска графа С’, с одноцветными вершинами А и В соот- 
ветствует определённой раскраске графа С’„_1, а любая раскраска того 
же графа, с разноцветными вершинами А и В — раскраске графа С’. 
Поэтому 


ИС», =) = ИВ, =) + Кб, т). (0 


С помощью формулы (1) несложно доказать, что если С „ — граф с 


Дополнение 521 


А В А В А=вВ 
ИЯ в я Ст 
Рис. 2. 
п вершинами, то (С. т) — многочлен степени %. Применим для это- 


го индукцию по п. При п = 1 граф состоит из одной точки, поэтому 
(Ст, т) = х. Предположим, что для любого графа С „1 сп -— 1 вер- 
шиной функция /(С„_1,х) представляет собой многочлен степени п. 
Возьмём произвольный граф С» с п вершинами. Применив несколько 
раз формулу (1), можно перейти от графа (С... к графу с п вершинами, 
любые две из которых соединены ребром. Хроматический многочлен 
полученного графа равен х(5 — 1)...(5 —п-+ 1), поэтому 


ат) ео еле, 


где /1,..., /к — хроматические многочлены графов с п — 1 вершиной, 
т. е. многочлены степени п - 1. 

При доказательстве мы воспользовались тем, что хроматический 
многочлен графа, все вершины которого соединены рёбрами, равен 
2(%-1...(5-п-+ 1). Но можно воспользоваться и тем, что хрома- 
тический многочлен графа, у которого вообще нет рёбер, равен 1". 
Для этого формулу (1) нужно записать в виде 


(ат, =) = (аъ, =) - (бьь?). (2) 
Применив такую формулу несколько раз, можно перейти от графа С + 
к графу с п вершинами, у которого вообще нет рёбер. Поэтому 


о =т-Я-...-9, (3) 
где 91,...,91 — хроматические многочлены графов с п — 1 вершиной. 
Второй способ доказательства имеет некоторые преимущества. На- 


пример, записав хроматический многочлен графа в виде (3), мы без 
труда докажем следующую теорему. 


Теорема 1. Хроматический многочлен графа с п вершинами имеет 


вид 


2 


2" —а11"_ 1+ 22"? — ат? 3+..., где >20. 
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Эту теорему сформулировал и доказал в 1932 г. американский ма- 
тематик Хасслер Уитни. 


7. Трансцендентность чиселеил 
Теорема 1. Число е трансцендентно. 
Доказательство. Предположим, что число е алгебраическое. Тогда 
выполняется равенство 
ате" +... + ие+ а =0, 70, (1) 


где ао, а1, ..., ат — целые числа. 
Согласно задаче 29.14 а) для любого многочлена ](х) степени 4 име- 
ет место равенство 


] ^бе-ие = Р(0) — е-2Е(), 


где Е(2) = / (2) + (1) +...+ 1% (2). В частности, для каждого целого 
неотрицательного числа к имеет место равенство 


] " Кое-чи = Е) —е-РЕ(®, 


Е 
Р(о)е* — (К) = е* ] е-ч. (2) 


1 
Пусть {(®) = Е ((#-1...(&-т))", где п — некоторое 
натуральное число (выбрав п подходящим образом, мы вскоре придбм 
к противоречию). Запишем равенство (2) для & =0,1,..., т, умножим 
каждое из таких равенств на соответствующее а, и сложим их. Из 
равенства (1) следует, что > ‚аке’ЁР(0) = 0, поэтому в результате 


мы получим 
т т Е 
—У`аьЕ(Ю) = У аке* | (бе. (3) 
&=0 &=0 о 


Покажем, что п можно выбрать так, что в левой части равенства (3) 
стоит целое ненулевое число, а в правой части — число, абсолютная 
величина которого меньше 1. 
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Легко видеть, что /(0) = //(0) =... = 1-2) (0) = 0, 1 0(0) = 
= (-1)"”"(пи)" и 7Ф(Е) = 0 при 0 <1<п-1и1< Е < м. Со 
гласно задаче 28.19 коэффициенты производной порядка [ многочлена, 
1" 1((2—-1...(2—-т))" делятся на И. Поэтому все производные /( (2) 
при [ > п имеют целые коэффициенты, делящиеся на п. Значит, 

(т-Е1)®—1 
Е(0)= >. 100) =(-1"" т)" + п, 
[=п—1 
(т-1)п-1 
Е(®) = 2. 2 (Ю) =пВь 1<Е<т. 


Здесь А и Вь — целые числа. 

Пусть п — простое число, которое одновременно больше т и |а6|. 
Тогда в левой части равенства (3) слагаемое —Е(0) не делится на, 
п, а слагаемые —а,Е(К), 1 < К < т, делятся на п. Значит, число 
—У\№ оакЕ(Ё) целое и не равное нулю. В частности, его абсолютная 
величина не меньше 1. 

Докажем теперь, что если п достаточно велико, то абсолютная ве- 
личина правой части равенства (3) меньше 1. Если 0 < х < м, то 


т(т-+Пт-1 
| —Ё| < т, поэтому |{(5)| < а Следовательно, 
т-ЕТ)п 
и. (Фе ай < ог > [ав |е* [а 
Ясно, что е = 1 - ей < 1, поэтому 


Ук о ав е* ее < е" У |4 | = со. Таким образом, 
т к 

Убе | (бе 
&=0 ы 


где с1 = т”+!. Согласно задаче 25.19 Шин оо 


та 


®- ПР 
с 


(®— 1! 


< со 


= 0. Выбрав п 


та 
(п—1)! 


Теорема 2. Число л трансцендентно. 


так, что со < 1, получим противоречие. 


Доказательство. Предположим, что число пл алгебраическое. Тогда 
число 1 тоже алгебраическое, поскольку число { алгебраическое (оно 
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является корнем многочлена 2? + 1), а произведение двух алгебраи- 
ческих чисел является алгебраическим числом (задача 32.39). Таким 
образом, число л1 является корнем многочлена 


рот" + р" +... ри + рт = 0, (4) 


где ро, ..., рт — целые числа, причём ро > 0. Будем предполагать, что 
среди всех многочленов с целыми коэффициентами, имеющих корень 
11, мы выбрали уравнение наименьшей степени. 

Пусть 81, ..., Вт — корни уравнения (4); одним из этих корней 
является л$. Согласно задаче 30.29 е”* = —1, поэтому 


(ет + 1)(е®? +1)... (е8" +1) =0. 


Раскрывая скобки, получаем равенство вида 


У ве У ео овен, (5) 


Пусть 01, ..., @и — те из показателей бк, В, +В, ..., В +... + Вт, 
которые отличны от нуля, @и41,..., Ям — остальные показатели (все 
они равны нулю). Отметим, что М > п, поскольку уравнение (4) имеет 
корень —л$ (задача 23.18). Равенство (5) можно переписать в виде 


К + е^*1 + се“? +... + е“" = 0, (6) 


где К >22 — некоторое натуральное число. 

Числа роб1, ..., Робт являются целыми алгебраическими числами 
(задача, 32.36), поэтому числа роол, ..., Роб» тоже являются целыми 
алгебраическими числами (задача 32.39). 

Если Е(21,...,2.) — симметрический многочлен с целыми ко- 
эффициентами, то ЕР(росл,....Ро@») — целое число. Действитель- 
но, Е (21, р 2) является многочленом с целыми коэффициента- 
ми от элементарных симметрических функций о%(21,...,2.). Но 
ок (Робл,... Рот) = ок (Роб, -..,Роам), поскольку эти выражения раз- 
личаются лишь слагаемыми, равными нулю. Остаётся заметить, что 
ок (Роол,....Роам) можно представить в виде многочлена с целыми ко- 
эффициентами от элементарных симметрических функций от роб1, ..., 


РоВт. 


Лемма. Пусть } (5) = со-+сх+ 222? +... спа” и Е(а) = (т)+Р(х)+ 
+ #"(®) +...+ 1 (2). Тогда 

Р.е* =е?10(5) + Е(зт), 
где Р=У\ьось- К и 0(2) = № _осьаь (т), где |4ь(®)| < 1. 
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Доказательство. Согласно задаче 29.47 


[5 


№ К к К |2] 
и" +7 +2 4к(т)е!', 


Е! 
Ве = ИИ 2” +... + 
где |4к(2)| < 1. 
Полагая К =0,1,2,..., п и складывая соответствующие равенства, 
домноженные на ск, получаем требуемое. 


Положим в равенстве из леммы последовательно х = 0, о, а2,..., 


аи, умножим первое из этих равенств на К и сложим все эти равенства. 
Воспользовавшись равенством (6), получим 


КЕ(0) + Е(ои) +... Е(а) + е “О (о) +... +е"1О (от) =0. (7) 


Докажем, что существует многочлен {(х), для которого это равенство 


не может выполняться в том случае, когда Д1,..., бт — алгебраические 
числа. 
Пусть 
ОРТ КЦа — о) (д — 2)". (2 — от 


где $ — простое число, которое мы выберем чуть позже. Многочлен 
(=) можно представить в следующих видах: 


—- Акта + А +... 


а В 


_ Вьрб (а — а) + Вени (а — ол) 


1 (2) ЕЕ —= ЕВ 


Сьрф( — а2) + Сна (2 — НТ +... 


Первое из этих равенств получается, если в левой части равен- 
ства (8) раскрыть скобки. Ясно, что 


Е 
Ага = (-1)" 0 "ро "(фоса)! ... (роо»)' (9) 
— целое число. Аналогично доказывается, что А;, Аз1, ...— целые 
числа. 
Второе равенство получается, если записать (8) в виде 
я (С — 1) +а!" "( — в) (@ — ол) + (а — а2)|... 


1 (=) = о `` обнин 
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При этом выражения В,, В.+1,...являются многочленами с целыми ко- 
эффициентами от роол, Роа2, ..., Рот. Остальные представления мно- 
гочлена }(5) получаются аналогично. Каждая из сумм В, + С, +..., 
Вы + Сьы + ..., ...является целым числом, поскольку она является 
симметрическим многочленом с целыми коэффициентами от роол, ..., 
РоОт. 

Несложные вычисления показывают, что 


Е(0) = А, + ++ ПА +..., 
Е(ол) = еВиХ НЕ ИО Е ПВ а 
Е(а2) = 0% + + Сна" +..., 


Поэтому сумма Р(о1) +...+Е(а») является целым числом, делящимся 
на $. 

Выберем простое число $ так, чтобы оно было больше каждого из 
чисел К, ро и |(роот)... (Роат)|. Тогда 


КЕ(0) = КА 1+ КА, + КПА +... 


является пелым числом, не делящимся на $. Действительно, выраже- 
ние (9) показывает, что А, _1 не делится на $. 

Обратимся теперь к равенству (7). Мы уже выяснили, что КЕ(0) + 
+ЕР(о1) +...+ Е(о.) — целое число, не делящееся на $. Чтобы прийти 
к противоречию, достаточно показать, что число 


Г. =е°\0 (о) +... + ее" (о) 


по модулю меньше 1 при достаточно большом $. 
Для рассматриваемого многочлена }(5) имеем: 


9(2) =: А—19—14й + Ана а Ю 
и 
8 


где |4*| < 1. Остаётся заметить, что Ши, о —- = 0. 
8! 


8. Разрешимость уравнений в радикалах 


Разрешимость уравнений в радикалах можно понимать в разных 
смыслах. Норвежский математик Нильс Хенрик Абель (1802—1829) за- 
нимался вопросом о существовании общей формулы для всех уравнений 
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данной степени, которая выражает их корни как функции от коэффи- 
циентов. Именно такой вид имеет, например, формула Кардано для 
уравнений третьей степени. Абель доказал, что если степень уравнения 
не меньше 5, то такой общей формулы (содержащей только радика- 
лы и арифметические операции) нет. Но при этом некоторые конкрет- 
ные уравнения (с рациональными коэффициентами) могут иметь кор- 
ни, выражающиеся в радикалах. Например, таковыми являются урав- 
нения 1” = Оит" = 1. Критерий разрешимости в радикалах кон- 
кретных уравнений получил французский математик Эварист Галуа, 
(1811-1832). 

Мы сначала приведём доказательство теоремы Абеля о неразреши- 
мости общего уравнения степени 5 и выше, а затем приведём восходя- 
щие к Кронекеру рассуждения, позволяющие про некоторые конкрет- 
ные уравнения доказать, что они неразрешимы в радикалах. С одной 
стороны, эти рассуждения не такие общие, как теория Галуа. С другой 
стороны, они дают дают весьма простой с точки зрения вычислений 
признак неразрешимости в радикалах, в отличие от общего критерия 
Галуа. (Вычисление группы Галуа данного уравнение — дело нелёгкое.) 


Теорема Абеля 


В 1798-1813 гг. появилось несколько работ итальянского матема- 
тика Паоло Руффини (1765-1822), в которых он доказывал теорему о 
неразрешимости в радикалах уравнений пятой и более высоких степе- 
ней. К сожалению, в этом доказательстве был сушественный пробел. 
Руффини без основания предполагал, что радикалы рационально выра- 
жаются через корни исходного уравнения (см. теорему 4 на с. 530). 

Первое полное доказательство теоремы о неразрешимости общего 
уравнения пятой степени получил Абель. Это доказательство он изло- 
жил в мемуаре «Доказательство невозможности алгебраического реше- 
ния общих уравнений пятой степени», опубликованном в 1825 г. 

Будем говорить, что уравнение 


Е(т) = 2" тез" "+... +, =0 (1) 
является общим уравнением п-й степени, если его коэффициенты 
С1,.... Сп рассматриваются как независимые переменные над некото- 


рым полем Г. В дальнейшем будем считать, что Г = О — поле рацио- 
нальных чисел. 
Присоединив коэффициенты с1,..., Сп к полю ©, получим поле А = 


= О(ст,..., с). 
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Присоединив к полю А корни 01,..., а» уравнения (1), получим по- 
ле, которое обозначим А(РЁ). 

Будем говорить, что уравнение (1) разрешимо в радикалах, 
если поле А(Г) содержится в расширении В поля А, получен- 


ном путём присоединения к А некоторых радикалов р1 = “/ал, 
82 51 
2 = \/а2,... т = @т, где м Е ДА, а2 Е А(р1), 


аз в Д(рл, р>), ...,@т © Д(р, ие Рт—1)- 

Пусть, например, Е(5) = 12 +с151 + с>. Тогда А = О(с1, с2) и А(Ё) = 
= А (/®), где а1 = с1 — 462 Е ДА. 

Отметим, что показатели 31,...,5т радикалов р1,....рт можно 
считать простыми числами. В самом деле, если $х = и%, то присоедине- 
ние радикала р, = “У/а, можно заменить последовательным присоеди- 
нением радикалов р = \Уа, и р: = \/р. Поэтому в дальнейшем будем 
рассматривать лишь присоединение радикалов с простыми показателя- 
ми. 

Предположим, что уравнение (1) разрешимо в радикалах. При- 
соединим к полю А первообразные корни из единицы &1,...,Ет, 
степени которых равны степеням радикалов р1,..., рт соответ- 
ственно. Полученное поле обозначим К. Так как А С К, то 
А(Р) С А(ру,..., рт) С К(ри,--. рт) 

Для доказательства теоремы Абеля нам понадобятся некоторые 
вспомогательные утверждения. 


Теорема 1. Пусть р — простое число, Е — некоторое подполе поля 
комплексных чисел. Многочлен 1? — а приводим над полем К тогда и 
только тогда, когда а = 5? для некоторого 6 Е К. 


Доказательство. Предположим, что д? —а = {(1)9(х), где {(х) и 
9(%) — многочлены над полем К. Пусть Е — примитивный корень р-ой 
степени из единицы и В = \/а. Тогда 


К) =а" таз" "+... с, = (2 - =71 В)... (т - =" ). 


Поэтому +18” = с" Е К, где | = +... +1». А так как (=')Р = 1, то 
(= 6")? = (с,)Р, т. е. а’ = (Ес,)Р. Число р простое и 1 <г = аеё ] < р, 
поэтому тз + р = 1 для некоторых чисел $ и $. Следовательно, а = 
= а"®аР* = (+ с8а#)Р = БР, где 6 = +с3а Е К. 

Ясно так же, что если а = 97, то многочлен 1Р — а приводим, так 
как он делится на т — 6. 
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Теорема 2. Пусть з — простое число ца Е Ё = К(р1,... 1). 
Если р; = Уа; & К, то рЕ Е Е тогда и только тогда, когда 1 делится 
на в. 


Доказательство. Если [ = п8, то р; = ар Е К, так как а; Е К. 

Предположим теперь, что р; =ае к, причём [ = зат, где 0 <г < в. 
Тогда а = р! = (а:)9 рт, а значит, р’ = 6, где 6 = а(а;) 9. Над полем Ё 
многочлены 1° — а; и <" — $ имеют общий корень р;, поэтому они имеют 
общий делитель, степень которого не превосходит т < $. В частности, 
многочлен 1° — а; приводим над полем К. Из теоремы 1 следует, что 
а; = 65°, где БЕ К. Ясно, что 6 = ;р;, где = — корень степени $ из 
единицы. А так как; Е К С К, то р; Е К. Получено противоречие. 


Можно считать, что р1,..., рт — минимальная последовательность 
радикалов с простыми степенями, требуемая для вычисления корня @ 
уравнения (1), т. е. любая такая последовательность содержит по край- 
ней мере т таких радикалов. При этом условии справедливо следующее 
утверждение. 


Теорема 3. Корень а уравнения (1) можно представить в виде 


а = щ0 + р-+ из р? +... и, 1" 


где з — степень радикала рт, р = а, где а и все ш — какие-то 
элементы поля К = К(ру,..- рт). 


Доказательство. Так как а Е К(ру,..., рт) = (рт) и р*, Е К, то 
а=б рт + 620. +... +1", (2) 


где 6; Е К. Трудность заключается лишь в том, чтобы добиться ра- 
венства 6, = 1. По условию а @ К, поэтому хотя бы одно из чисел 
51,...,6,_—1 отлично от нуля. Пусть 6 = 0, где 1 < [< 3. Положим р = 
= 6 р',. Так как число $ простое, то 4 +05 = 1 для некоторых целых 
чисел и и 9. При этом р" = ры = рт = а-я рт, т. е. рт = 
= ср", где с = В Ча’ Е К. Так как рт 9 К, торе К. Ясно так же, что 
056818 = Ба! Е К. 

Заменим в выражении (2) ри на ср“, вспомнив при этом, что р’, = 
= р. В результате получим 


а = + ср" ри +... р+... 5—1 (3) 


Из теоремы 2 следует, что Г Е КЁ тогда и только тогда, когда, { де- 
лится на $. А так как числа и и $ взаимно простые, то элементы 
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о линейно независимы над полем К, причём набор 
этих элементов совпадает с набором 1, р, 0?,..., р" (в другом поряд- 
ке). Таким образом, (3) даёт требуемое выражение для а: 


а=в+р+Ь р +...+8, пр". 


Теорема 4. Минимальную последовательность радикалов р1,..., рт 
для вычисления корня а многочлена (Т) можно выбрать ток, 
что р1,....0т представляют собой многочлены над К от корней 
о1,.... Ят многочлена (1). 


Доказательство. Будем исходить из произвольной минимальной по- 
следовательности р1,.... ръ. Напомним, что через К мы обозначили 
поле, полученное в результате присоединения к полю А первообраз- 
ных корней Е1,...,Ет, степени которых равны степеням радикалов 
рт, ..., рт. Согласно теореме 3 радикал рт можно заменить радикалом 
р той же самой степени $ так, что 

а що р -+ из р? +... + и, 1", 
где щей =К(р1,... рт) и р*° =аеЕ К. Покажем, что для любого 
корня & многочлена 1° — а величина 


о) = ВЕ ие" 


является корнем многочлена (1). Подставим в многочлен ЁЕ(х) = 2" + 
+ сл" +...+ с» вместо х величину а(&). Учитывая, что &° =аЕ К, 
в результате получим выражение вида 


ЮНЫЕ... +1", 


где В; Е #. Многочлены 2°’ аи +Ых+...-6,_11°_' имеют об- 
щий корень р, поэтому они имеют общий делитель над К. Но согласно 
теореме 1 многочлен х° — а неприводим над КА, поэтому в =В: =... = 
=6,_: = 0. Это означает, что если & — корень многочлена 15° — а, то 
а(&) — корень многочлена (1). Пусть Е — примитивный корень степе- 
ни $ из единицы. Тогда & = Е’р, поэтому величины 


ат = о + "р изв" р? +... из 1 О" рт 


при г = 0,1,..., 8 —1 будут корнями многочлена (1). Например, для 
8 = 3 получим 


О = мо + р-+ и, 02 = (0 + зр + изЕ? р, аз = чо + Е?р + и2Ер?. 
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А так как 1 +Е+Е? = 0, то 
о -+о2+оз=Зио, о ор оз=Зр, си +Е 02; "оз=Зир?. 


1 
Таким образом, р = - (ат + =? 95 + ваз). Для 8 > 3 формулы получа- 
ются более громоздкие, но рассуждения те же самые. Доказательство 


теоремы для последнего радикала рт завершено. Перейдём к радикалу 


Вт—1- 

Выше было показано (для в = 3), что величины 
ио, р, и2р?,...,из_10°_ полиномиально выражаются через кор- 
ни 01,....@т многочлена (1). Кроме того, они лежат в поле 
К(р1,..-, рт_1), поэтому каждую из указанных величин можно 


представить в виде 
2 1—1 
и Иибт- + И2рт—1 +... + И-аРи 1 


где и Е К(р1,..., рт_2). Последовательность радикалов р1,..., рт ми- 
нимальна, поэтому равенства #1 = 12 =... = И_1 = 0 не могут вы- 
полняться сразу для всех величин, так как иначе радикал рт_1 можно 
было бы исключить. Поэтому существует соотношение вида 


2 11 
о Ирбт1 рта +... + Иа рт—1 = т(ал, а ат) 
где м Е К(р1,..., рт_2), причём не все элементы и1,..., м1 равны 
нулю, аг(а1,...,@и) — некоторый многочлен над полем К’. Рассмотрим 
многочлен 


С (т) = П (2 у "(бо (1), Я с (п))), 


где произведение берётся по всем подстановкам о Е 5. Коэффициен- 
ты многочлена (С являются симметрическими многочленами от корней 
многочлена (1), поэтому они полиномиально выражаются через коэф- 
фициенты многочлена (1). Таким образом, С’ — многочлен над КА’, при- 
чём он имеет корень 


В=м + ит +11 +... + И-1рт_а 


Ясно так же, что корень В выражается в радикалах (с помощью после- 
довательности радикалов р1,..., рт—1). Согласно теореме 3, заменив 
радикал ри_1 радикалом р’ той же самой степени, можно добиться ра- 
венства и, = 1. К радикалу р’ теперь можно применить те же самые 
рассуждения, которые мы применили к радикалу р. Затем переходим к 
радикалу ри—2 и т. д. до радикала ру. 


Теперь можно приступить непосредственно к доказательству тео- 
ремы Абеля. 
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Теорема 5 (Абель). При п > 5 корень общего многочлена степени 
п нельзя выразить в радикалат. 


Доказательство. Предположим, что некоторый корень о1 общего 
многочлена степени 


дп" 1 еоа" 2+... 


можно выразить в радикалах. Тогда согласно теоремам 1—4 для о 
существует выражение в радикалах следующего специального вида. 
Корень а1 получается последовательным присоединением радикалов 
рт, ..., рт простых степеней, а эти радикалы, в свою очередь, являют- 
ся многочленами от корней а!1,..., аи исходного многочлена. Точнее 
говоря, пусть Е1,....Ет — примитивные корни из единицы, степени 
которых равны степеням радикалов р1,..., рт соответственно, А = 


= О (ст,..., сп) и 
К =А\(Е1,...,6т) = О(в1,...,Ет, С1,..., бп). 
"Тогда ол полиномиально выражается через р1,..., рт над полем К’, т.е. 


О =тг(р1,... рт» Сл...) бп), 


где г — многочлен над О(1,...,5т). В свою очередь, радикалы 
р1,.... рт полиномиально выражаются над полем К через о1,..., От, 
т. е. 


ра = 1 (@1,.-. Чт, Сл, +.) бп), 


где т, — многочлен над О(Е1,...,Ет). Так как мы имеем дело с общим 
многочленом степени п, то можно считать, что о1,..., ов — незави- 
симые переменные, а с1,...,с„ представляют собой (с точностью до 
знака) элементарные симметрические многочлены от о1,..., бт. 

Покажем, что при п > 5 предположение о разрешимости в радика- 
лах общего алгебраического уравнения степени п приводит к противо- 
речию. Рассмотрим для этого перестановку 


о. 
ее... 


которая циклически переставляет первые 5 элементов, а остальные эле- 
менты оставляет неподвижными. Докажем, что при действии Т на кор- 
ни @1,..., ап первый радикал р1 не изменяется. Так как 


ру = 1 (@1,... > ть 61, ... бп) = Уайт, 
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где а1 — многочлен от с1,...,Си над полем О(Е1,...,Ет), то равенство 
р? =а1 можно рассматривать как соотношение вида 


(ат, -.., бт С1,..., бп) = 0, 
где ф — многочлен над полем О(&1,...,Ет). Покажем, что соотношение 
такого вида сохраняется при ООО Е корней о1,..., т. 
Пусть 61 = аи, ..., бь = а, где И,..., — некоторая перестановка 
чисел 1,2,..., п. Тогда 

банан) к 0, 
где 4; = с(В1,..., 6»). А так как функции с; симметрические, то 4; = 
= с+(оа,..., 9.) = с;. Поэтому 

(ан, -.- м, С1..., бп) = 0. 


Итак, соотношение р} = а! сохраняется при действии перестановки Т 
на корни @1,..., от, т.е. Т(р!) = Т(а1). Ясно, что Т(ру) = Т(ру)?. А так 
как а зависит лишь от симметрических функций корней, то Т(а1) = ал. 
Следовательно, Т(р1) = ЕАр1 и Т"(р1) = "Ари. (Здесь Т” обозначает 
перестановку Т, применённую т раз, т.е. если Т(й) = 142, Т(2) = 3, 

., Тат) = та, то Т"(а) = 41.) Но ТЗ = Г — тождественная 
перестановка, поэтому =Е?^ ру = ТЗ(р1) = рл, т. е. =?^ = 1. 

Обратимся теперь к перестановкам 


(123456 п 

7.84 55.826 п 
и 

и: 28456 п 

пе: п 


Легко проверить, что 03 = УЗ = Г, поэтому (р) = ЕЁ р: и У(р1) = 
= ЕТ ру, причём ЕА = =3" = 1. Кроме того, УИ = Т, поэтому 


Т(ру) = УЦ (р) = = 


Следовательно, =^ = =#*!", а значит, Е^ = Е6АЕ! 8^ = ЕО = 1, так 
как =Е5^ = 20# = 26! = 1. В итоге получаем > = р1. 

Переходя последовательно к радикалам 12,..., рт, аналогично полу- 
чим Т(р;) = р; при =2,...,т 

Так как р; = т+(о1,..., бт, С1,..., Сп), то равенство 


© = т(р1, ..- рт» С1. -, п) 
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можно рассматривать как соотношение между о1,..., Оп, С1,..., Сп над 
полем О(Е1,...,Ет). Это соотношение сохраняется под действием под- 
становки Т, т. е. 


Т(а1) = т(Т(р1),...,Т(ев)) = т(рль..-› 6»), 


так как Т(с;) =с;ги Т(р;) = ре. Таким образом, Т(о1) = ал. С другой 
стороны, согласно определению Т получаем Т(а!) = а2, а значит, о = 
= а2. Равенство 1 = а2 противоречит независимости корней общего 
уравнения. 


Теорема Кронекера 


Пусть /(5) — многочлен с рациональными коэффициентами. Бу- 
дем говорить, что уравнение /(5) = 0 разрешимо в радикалах, если 
каждый его корень содержится в поле, полученном путём присоеди- 
нения к полю рациональных чисел некоторых радикалов р1 = “ал, 


р2 = ку а2,..., Вт = ку ат, где а1 Е ©, а2 Е О (ри), аз е О(рл, р2), ...) 
ат Е О (р, Е ‚бт—1). 


Теорема 6 (Кронекер). Если уравнение }(х) = 0, где /(х) — непри- 
водимый многочлен нечётной простой степени р, разрешииьмо в ради- 
калат, то либо это уравнение имеет ровно один вещественный корень, 
либо все его корни вещественны. 


Чтобы доказать эту теорему, выясним сначала, когда неприводи- 
мый над полем (содержащимся в поле комплексных чисел) многочлен 
{(=) нечётной простой степени р становится приводимым после при- 
соединения к полю К корня а неприводимого многочлена 9(х) некото- 
рой степени 4. Приводимость в данном случае означает, что }(х) = 
= (5, а)ф(т, а), где 4 и ф — многочлены с коэффициентами из основ- 
ного поля К. Мы будем предполагать, что старшие коэффициенты мно- 
гочленов }, риф равны 1. 

Для каждого рационального числа т многочлен и(у) = 
= Л) — %уф(ьу) имеет коэффициенты из поля К. Кроме 
того, ич(а) = 0. Таким образом, многочлен и имеет общий корень 
с неприводимым многочленом 9, поэтому и(а) = 0 для любого корня 
а; многочлена д. Многочлен /(5) — 4 (х, а: )ф(т, а;) нулевой для любого 
рационального числа т, поэтому он нулевой для любого х. Таким 
образом, /(2) = 4(т, р) ф(х, а) для всех 4 корней многочлена д. 
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Мы получили 4 равенств. Перемножив их, приходим к равен- 
ству (/())* = %(#)6(2), где (2) = ф(о,ви)...ф(а,оч) и Ф() = 
= (1, о1)...ф(х, аа). Коэффициенты многочленов Ф и Ф являются сим- 
метрическими функциями с коэффициентами из поля Ё от корней о, 

., @а многочлена д, поэтому они лежат в К. Возьмём любой корень х1 
многочлена, Ф. Он является корнем многочлена }, поскольку ( 1 (21))* = 
= Ф(51)$(5х1). Поэтому многочлен Ф и неприводимый многочлен ] име- 
ют общий корень, азначит, Ф делится на }. Поделим Ф на } и повторим 
те же самые рассуждения. В результате получим Ф = }№. Аналогично 
Ф = [Р’; при этом и-+и = 4. Пусть степени многочленов 1) и ф равны т 
и п. Тогда та = ири п4 = ир. По предположению т и п строго меньше 
р, поэтому 4 делится на р. 

В частности, если /(х) — неприводимый многочлен нечётной про- 
стой степени р, то после присоединения примитивного корня = степени 
р изединицы он остаётся неприводимым. Действительно, примитивный 
корень степени р из единицы является корнем многочлена 22" + 122 + 
+...+ 22 +5 +1 степени 4 =р- 1, причём 4 не делится на р. Мы будем 
предполагать, что основное поле & содержит примитивный корень сте- 
пени р из единицы. Кроме того, присоединяя корень, мы всегда будем 
присоединять и комплексно сопряжённый с ним корень, т.е. будем пред- 
полагать, что основное поле К вместе с каждым числом содержит и ком- 
плексно сопряжённое число. Это можно сделать, поскольку комплексно 
сопряжённый корень является корнем того же самого многочлена, а 
рассматриваемый многочлен }(х) становится приводимым после при- 
соединения некоторого корня неприводимого многочлена 9(5) тогда и 
только тогда, когда он становится приводимым после присоединения 
любого корня многочлена 9(х). 

Предположим, что неприводимый многочлен }(5) простой степени 
р становится приводимым после присоединения радикала Л = ча. На- 
помним, что число 4 можно считать простым (см. с. 528). Напомним 
также теорему 1 на с. 528, согласно которой многочлен 51 — а непри- 
водим над К. Поэтому число 4 должно делиться на, р, а значит, 4 = р. 

Уравнение 2? = а имеет р решений Ло = Л, А = Л, ..., Ара = 
= ЛЕР-". Пусть }(2) = 9(х, Л)ф(х, Л), где ф и ф — многочлены поло- 
жительной степени с коэффициентами из основного поля К. Тогда }(х) 
делится на (т, А;) дляз =0,1,..., р-1. Можно считать, что многочлен 
1(х, А) неприводим. Тогда все многочлены 4(т,А;) тоже неприводи- 
мы. Докажем, что все они различны. Действительно, если ф(х, Л”) = 
= (5х, ЛЕ"), то, положив А’ = А=”, получим 4(х, А’) = (т, АЕ’), где 
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/ 


Е’ = =” Т. Покажем, что 4(х,у) = 4(1,уЕ’) для любого у. Коэффи- 
циент при х’ многочлена 4(х, 9) — (т, уЕ') представляет собой много- 
член й(у) над полем Ё степени меньше р. Число А’, корень неприводи- 
мого над Ё многочлена 1? — а, не может быть корнем неприводимого 
над К (ненулевого) многочлена степени меньше р. Поэтому из равен- 
ства 1(Л’) = 0 следует, что А — нулевой многочлен. Таким образом, 
ф(х, ^) = 4(, Ле’) = 4 (а, Л?) =...=4(х, АЕ" "). Поэтому 


п—1 
(в, А) + (а, №) +... (а, №) 
(=, А) = 
п 
Коэффициенты этого многочлена являются симметрическими функци- 
ями от Ло, ..., Ар—1, корней многочлена 1? — а, поэтому они принад- 
лежат К. Полученное противоречие показывает, что все р многочленов 


(х, Л;) различны, а значит, 


Де) = (а Ха №)... Ча, ет) 
— разложение на линейные множители, т.е. 4(х, А) = х — що, 4(х, АЕ) = 
Ех-ил,..., (т, ЕР") жир. 
Пусть (2, А) =5- (© +алЛ+...+ср1АР- 1), где числа со, ..., Ср 1 
лежат в поле К. Тогда и; = со +ал; +... + а 
Уравнение {}(15) = 0 имеет по крайней мере один вешественный ко- 
рень и;, поскольку его степень нечётна. Возможны два случая. 


Случай 1. Число а вещественное. 


В качестве А можно выбрать любой корень многочлена 12 —а, поэто- 
му можно считать, что А вешественно. Запишем вещественный корень 
и} в виде и; = >88 = 1,6? Аз = 14, Аз; числа 4, = сзЕ?° лежат 
в основном поле Ё, поскольку Ё по предположению содержит =. Далее, 
&©; = &;, поэтому (40 — 4) + (а ев @)А Е (арт ИВ ар—1) АР = 0. 
Вместе с каждым корнем мы присоединяли комплексно сопряжённый 
ему корень, поэтому все числа 4, — 4. лежат в поле К. Но число Л не 
является корнем многочлена над К степени меньше р, поэтому числа 4, 
вещественные. Следовательно, числа ал. = Ус; АзЕ"® = У 4, Аз" и 
ал =У` 4, =? будут комплексно сопряжёнными, если т—1-+4—1=0 
(плод р), т.е. {= 27 -—г (шо4 р). В результате мы получаем один веще- 


ственный корень и =—— комплексно сопряжённых корней многочлена 
Г(т). 


Случай 2. Число а не вещественное. 
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Вместе с числом А = #/а присоединим к полю Ё число А = {/—а. В 
результате будет также присоединено вещественное число ЛЛ = А. Если 
бы присоединение к полю числа Л делало многочлен }(1) приводимым, 
то мы оказались бы в ситуации случая 1. Поэтому будем предполагать, 
что многочлен }(х) остаётся неприводимым после присоединения Л к 
полю К. 

В качестве А мы можем взять любой корень многочлена 2? — а, по- 
этому можно считать, что вешественный корень — это и = со + с1А+ 
+... ср 1АР-1. Тогда, 


Таким образом, 


А АЗУР! 
со ал +... Нор 1АР-" = 60 + @ (5) +... бр (5) . (4) 


Здесь числа со, ..., Ср-1, бо, ..., бр-1 и А лежат в поле К(А). По пред- 
положению многочлен хР — а неприводим над этим полем, поэтому в 
соотношении (4) можно заменить Л на любой другой корень Л; мно- 
гочлена хР — а. Действительно, это соотношение легко приводится к 
полиномиальному виду, а если некоторый многочлен (С(х) имеет об- 
щий корень с неприводимым многочленом 1? — а, то С(х) делится на 
ХР — а, а потому С(Л;) = 0. Ясно, что 
ЕЕ 
А № = — 
Поэтому соотношение (4) для Л; записывается в виде 

Е = т - $р-1 
со ал... + ср-1АР = +@л-+... + бр 1 АР | 


Это означает, что и; = &,, т.е. все корни многочлена ] (5) веществен- 
ные. Доказательство теоремы Кронекера завершено. 


Имея в распоряжении теорему Кронекера, несложно доказать, что 
уравнение 15 — 45 +2 = 0 неразрешимо в радикалах. Действительно, 
неприводимость многочлена }(2) = 15 — 4х +2 следует из признака, 
Эйзенштейна (задача 32.13). Количество вещественных корней этого 
многочлена не меныше трёх, поскольку 


(-2) < 0, Г(0) > 0, И < 0, 1(2) > 0. 
С другой стороны, количество вещественных корней не может быть 
больше трёх, потому что иначе у производной }'(х) = 52“ — 4 было 
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бы больше двух вещественных корней. Таким образом, неприводимый 
многочлен 25 —4х-+2 имеет ровно два не вещественных корня. Поэтому 
его разрешимость в радикалах противоречила бы теореме Кронекера. 


Замечание. Из доказательства теоремы Кронекера видно, что не- 
приводимое уравнение нечётной простой степени разрешимо в ради- 
калах тогда и только тогда, когда тотя бы один его корень выража- 
ется в радикалах. Действительно, на с.535 делается предположение, 
что многочлен }(х) становится приводимым после присоединения ра- 
дикала, у из этого уже выводится, что тогда он разлагается на ли- 
нейные множители. 


9. Диофантовы уравнения для многочле- 
нов 


Многочлены обладают многими из свойств, которыми обладают на- 
туральные числа. Например, для многочлена определено разложение на 
множители, для пары многочленов определён наибольший общий дели- 
тель ит. д. В связи с этим для многочленов можно поставить задачи, 
аналогичные известным задачам и проблемам теории чисел. Как пра- 
вило, для многочленов задача решается существенно проще. Например, 
знаменитая гипотеза Ферма о том, что при п > 3 уравнение 5" + у” = 
= 2” не имеет решений в натуральных числах, была доказана лишь 
совсем недавно. А её аналог (неразрешимость уравнения }” + д" = й" 
для многочленов), как мы сейчас увидим, доказывается сравнительно 
просто. 

Описание всех троек натуральных чисел а, В, //, для которых уравне- 
ние /° + 98 = |” для многочленов }, 9, В имеет нетривиальное решение, 
было получено в конце прошлого века. Мы приведём более современную 
версию этой классификации. 

При доказательстве неразрешимости многих диофантовых урав- 
нений для многочленов весьма эффективным оказывается следующее 
утверждение. 


Теорема 1 (Мейсон). Пусть а(т), 5(х) и с(х) — попарно взаимно 
простые многочлены, связанные соотношением а +5 -+с = 0. Тогда 
степень каждого из этих многочленов не превостодит по(абс) — 1, где 
по(а6с) — количество различных корней многочлена абс. 
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Доказательство. Положим } = а/си д = 6/с. Тогда фи д — рацио- 
нальные функции, связанные соотношением } + 9-1 = 0. Продиффе- 
ренцировав это равенство, получим }’ = —9'. Поэтому 


АЛИ 
а 1 9'/9 
Рациональные функции } и д имеют специальный вид | [(5 — р.)""*, 
где 7; — целые числа. Для функции В(х) = [](х — р:)"* выполняется 


равенство 


Пусть 


Тогда 


Поэтому после умножения на многочлен 


№ = (#0) ( — В; (= —л») 


степени по(а5с) рациональные функции }’/} и 9'’/9 становятся много- 
членами степени не выше по(абс) — 1. Таким образом, из взаимной про- 
стоты многочленов а(1) и 6(1) и из равенства, 


следует, что степень каж дого из многочленов а(т) и 6(х) не превосходит 
по(а6с) — 1. Для многочлена с(х) доказательство аналогично. 


Из теоремы 1 можно извлечь интересные следствия, которые мы 
сформулируем как теоремы 2—4. Степень многочлена } будем обозна- 
чать 4ер {. 


Теорема 2 (Дэвенпорт). Пусть / ид — взаимно простые много- 
члены ненулевой степени. Тогда 


1 
4е5 (1—9) > 5 4ев 1 +1. 
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Доказательство. Если 4ер 3 = 4ер д?, то 
4ев(}? — 9) > аев {3 = З4ев } > 5 4ев / +1. 


Поэтому можно считать, что 4ед {3 = 4ев д? = 6К. 
Рассмотрим многочлены Е = }3, @=9диН=Е-С= З-ф?. 
Ясно, что дез Н < 6К. Согласно теореме 1 
тах (4ее ЕР, дез С, де Н) < т(ЕСН) -1< 
< 4её } + 4ез д + 4её Н — 1, 


т.е. 6 < 2+3 + 4е5 Н —1. Таким образом, дев Н > К+1 = 5 4её /+1. 


Теорема 3. Пусть }, дир — взаимно простые многочлены, причём 
хотя бы один из них — не константа. Тогда равенство 


не может выполняться при т > 3. 


Доказательство. Согласно теореме 1 степень каждого из многочле- 
нов }", 9” и й" не превосходит 4ед } + аех д + дей р — 1, т. е. 


п, 4её }, п 4ед д, п 4её й < 4её } -+ 4ей д + аеё р — 1. 
Сложив эти три неравенства, получим 


п(4ев }-аев 9-4е5) < 3(4её }+4ей д-+4е  й—1) < 3(4ез }+4е= д-+4е= 1). 


Следовательно, п < 3. 


Диофантово уравнение }® + 98 = №” для многочленов /[, 9, й имеет 
очевидное решение, если одно из чисел а, 9,^/ равно 1. Поэтому будем 
считать, что а, 8,7 > 2. 


Теорема 4. Пусть а,б,у — натуральные числа, причём 
2< а<В <. Тогда уравнение 
+= 


имеет взаимно простые решения лишь для следующих наборов (а, В, 7): 
(2,2,7), (2,3,3), (2,3,4) и (2, 3,5). 
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Доказательство. Пусть а, 6 и с — степени многочленов }, д и В. Тогда, 
согласно теореме 1 


аа <а+ь+с-1, (1 
66 <а+ 6+ с-1, (2 
ус <а+ьЬ-+с-1 (3 


Следовательно, 
а(а ++ с) < аа-+ В+ ус < З(а- ++ с) - 3, 


а значит, а < 3. По условию а > 2, поэтому а = 2. При а = 2 неравен- 
ство (1) принимает вид 


а<ь+с- 1. (4) 
Сложив неравенства (4), (2) и (3), получим 
ВЫ ус < 36 + с) +а- 3. 
Учитывая, что В < 1, и ещё раз применяя неравенство (4), получаем 
ВЫ + с) < 466+ <) —4, 


а, значит, 6 < 4, т.е. В = 2 или 3. 
Остаётся доказать, что если В = 3, то 77 < 5. При В = 3 неравен- 
ство (2) принимает вид 
25 <а+с-1. (5) 


Сложив неравенства (4) и (5), получим 
< 2—2. 
В таком случае из неравенства (4) следует, что 
а < 36-3. 
Из двух последних неравенств и неравенства (3) следует, что 


ус < бс — 6, 


поэтому 7 < 5. 


Многочлены, удовлетворяющие соотношению }“ + 98 = №, тесно 
связаны с правильными многогранниками. Подробно эта связь описа- 
на в книге Ф. Клеина “Лекции об икосаэдре и решении уравнений пятой 
степени” (М.: Наука, 1989); там же указан способ построения этих мно- 
гочленов. Мы приведём лишь конечный результат. 
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Случай а = В =2, 7 = п связан с вырожденным правильным мно- 
гогранником — плоским П-угольником. Требуемое соотношение имеет 


вид 
шт +17 7—1 а 
2 2 ал 


Случай а =2, В = 3, 7 = 3 связан с правильным тетраэдром. Соот- 
ношение имеет вид 


125/3(&8 — ж)? + (2 — 2/32? + 1}3 = (44 +2943? + 1}. 
Случаи а = 2, В = 3, 7 = 4 связан с кубом и правильным октаэдром. 
Соотношение имеет вид 


(11? — 3328 — 332 + 1)? + 108(2° — 2)* = (28 + 142 +13. 

Случай а = 2, В = 3, 1 = 65 связан с додекаэдром и икосаэдром. 
Соотношение имеет вид Т? + ИЗ = 1728]5, где 

Т = 230 +1+522(528 — 25) — 10005(220 + 10), 
Н=- (20 + 1) +228(21° — 15) — 49400, 
= (20 +112°-1. 

Теорема 3 показывает, что уравнение х” + у" = 5", где х,у,2 — 
натуральные числа, имеет решение тогда и только тогда, когда имеет 
решение точно такое же уравнение для многочленов. Естественно воз- 
никает вопрос, не будет ли уравнение 2“ + 8 = #7 иметь полиномиаль- 
ные решения в том и только том случае, когда оно имеет натуральные 
решения. 

Первый пример обнадбживает — уравнение 27 + у° = 2“ имеет как 
полиномиальные, так и натуральные решения. А именно, бесконечную 
серию решений этого уравнения в натуральных числах можно постро- 
ить следующим образом. Положим 1 = п(п — 1)/2, у=пи 2? =п(п+ 
+ 1)/2. Требуется подобрать число п так, чтобы число 2 было целым. 
Равенство 22? = п(п + 1) можно записать в виде 

(21 + 1)? — 2(22)? = 1. 
Это — знаменитое уравнение Ферма Пелля, которое имеет бесконечно 
много решений. Например, при п = 8 получаем х = 28, у = 8, д = 6. 
Помимо этой бесконечной серии решений есть и другие решения. 

Но уравнение 1? + у“ = 26 опровергает наши надежды. У этого 
уравнения нет полиномиальных решений, но есть натуральные реше- 
ния. Одно из его решений имеет вид 1 = 3'.59.7.298, у=2.33.55.294, 
д=3?.53. 293. 


4 
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10. Теорема Ван дер Вардена об арифме- 
тической прогрессии 


Теорема, Ван дер Вардена об арифметической прогрессии имеет ин- 
тересную историю. Боде высказал следующую гипотезу: 


Утверждение 1. А ЁЕсли напуральные числа разбиты каким-то 
образом на два класса, то для любого натурального числа | в одном 
из этих классов найдётся арифметическая прогрессия длины Г (т. е. 
данному классу принадлежат числа а, а + 4, а + 24,..., а+ (1- Т)а при 
некоторых а и 4). 


Эта гипотеза быстро стала известной. Её пытались доказать мно- 
гие математики. Но доказать эту гипотезу оказалось нелегко. Первые 
существенные результаты получили известные математики Э. Артин и 
О. Шрайер. 

Сначала, Шрайер показал, что гипотеза Боде эквивалентна следую- 
щему утверждению: 


Утверждение 2. Б Для любого натурального числа [ существует 
такое натуральное число №(1), что если числа 1,2,..., М( разбиты 
на два класса, то один из этих классов содержит арифметическую 
прогрессию длины [. 


Затем Артин показал, что утверждение (Б) эквивалентно следую- 
шему утверждению: 


Утверждение 3. В Для любых натуральных [ и К существует такое 
натуральное число М(Т К), что если числа 1,2,...,М№М( К) разбиты на 
К классов, то один из этих классов содержит арифметическую про- 
грессию длины [. 


Утверждение (А) очевидным образом следует из (В). Но, как ока- 
залось, доказывать удобнее всего именно утверждение (В), используя 
двойную индукцию по К и по [. Такое довольно сложное доказательство 
как раз и придумал Ван дер Варден в 1927 г. 

Разбиение множества на К классов можно наглядно представить как 
раскраску в К цветов. В таком случае утверждение (В) формулируется 
следующим образом: 
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Утверждение 4. В’ Даля любых натуральных [| и Е существует та- 
кое натуральное число №(1, К), что если числа 1,2,..., М(ЬЕ) раскра- 
шены в К цветов, то найдётся одноцветная арифметическая прогрес- 
сия длины [. 


Впоследствии появились как новые доказательства теоремы Ван дер 
Вардена, так и её обобщения. Мы обсудим одно существенное обобще- 
ние этой теоремы, доказательство которого сравнительно несложно. 
Это доказательство принадлежит П. Андерсону.! 

Рассмотрим в п-мерном пространстве? множество точек, коорди- 
наты которых — целые неотрицательные числа. Будем называть это 
множество решёткой, а точки этого множества будем называть точ- 
ками решётики. 


Теорема 1. Пусть 5 — конечное множество точек решётки. Тогда 
для любой раскраски точек решётки в Е цветов существует такое 
натуральное число а и такой вектор и с целыми неотрицательными 
координатами, что множество аб + (т. е. образ 5 при гомотетии 
с коэффициентом а и сдвиге на вектор ®) одноцветное. При этом для 
числа а и для координат вектора и можно указать оценки, зависящие 
только от множества 5 и числа К. 


Замечание. Теорема Ван дер Вардена получается при п =Тиб = 
а 


При доказательстве теоремы удобно рассматривать куб со сторо- 
ной №, состоящий из всех точек решётки с координатами от 0 до М-1. 
Этот куб мы обозначим Км; он состоит из № точек решётки, где п 
— размерность пространства. Утверждение теоремы для множества 5 
можно сформулировать так: 


Утверждение 5. Аз Существует такое натуральное число №, за- 
висящее от количества цветов К, что при любой раскраске точек ку- 
ба Км в Ё цветов этот куб содержит одноцветное множество вида 
аб + ч. 


1Р. С. Апдегзоп, А депетайгайот о} Ваиде{з сотдесфите (Уат 4ет Уаетдет’в ео- 
тет), Атпег. МаёЪ. Мошу, 83 (1976) 359-361. 

2Если читатель плохо знаком с понятием многомерного пространства или же 
совсем не знаком с этим понятием, то он может считать, что п = 2 или 3; теорема 
Ван дер Вардена имеет дело с п = 1. 
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План доказательства теоремы следующий. Если 5 состоит из одной 
точки, то утверждение Аз очевидно. Поэтому достаточно доказать, 
что если ш — точка решётки, не входящая в 5, то из утверждения 
(Аз) следует утверждение (Аз), где 5 Ц и — множество, полученное 
из 5 добавлением точки 1. Для доказательства этого нам потребует- 
ся следующее вспомогательное утверждение для каждого натурального 
числа р: 


Утверждение 6. С5,„„„ Существует такое напиральное число М, 
что для любой раскраски куба Км, в К цветов найдутся натуральные 
числа а1,..., ар \ вектор ® с неотрицательными целььии координата- 
ми, для которых каждое из множеств 

То = (и +... + ар) +, 
= а15 + (а2 +... + аруш +, 
Т2 = (и + а2)5 + (аз+... + аруш +, 
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одноцветное. 


Дальнейшее доказательство состоит из двух шагов. 


Шаг 1. Если утверждение (Аз) верно, то при всех натуральных р 
верно утверждение (Сз„ир). 


Докажем сначала утверждение (С'5,,р) при р = 1. В этом случае 
нужно доказать, что в некотором кубе Км, сушествуют одноцветные 
множества а14 + иа1 5 +. Из свойства (Аз) следует, что в кубе Км 
существует одноцветное множество @5 + 9. Поэтому можно положить 
а1 =аи расширить куб Км до куба Км, так, чтобы для любой точки 
% куба Км точка аш + у лежала в кубе Км, . 

Теперь нужно доказать, что если верны утверждения (Аз) и 
(Сз,ш.р), то верно и утверждение (С‹,„‚р+1). Это доказательство ис- 
пользует одну важную идею, на которую опиралось и первоначальное 
доказательство Ван дер Вардена. Пусть задана раскраска решётки в 
К цветов. Сопоставим точке % куб и + Км. Этот куб состоит из № 
точек, поэтому всего возможно КМ” различных раскрасок точек тако- 
го куба в К цветов. Сопоставим этим КМ" раскраскам новые цвета в 
количестве КМ” и окрасим такими цветами каждую точку о в соответ- 
ствии с раскраской куба о + Км. Теперь цветов будет гораздо больше, 
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но новая раскраска обладает следующим свойством: новый цвет точек 
ии 9 одинаков тогда и только тогда, когда старый цвет точек и + 
+т и ч-х одинаков для всех точек х куба Км, т. е. кубы и + Км 
из-+ Км одинаково раскрашены в старой раскраске. Будем называть 
новую раскраску индуцированной; она зависит от исходной раскраски 
и от размера куба Км. 

Пусть верны утверждения (Аз) и (С5ш,р). Тогда существует такое 
натуральное число №, что для любой раскраски куба Км, в К цветов 
найдутся натуральные числа а1,..., ар и вектор %, для которых каждое 
из множеств То, Т!,...,Тр одноцветное. Рассмотрим индуцированную 
раскраску в &' = К г цветов, соответствующую кубу К. №: Доказанное 
выше утверждение (С5,„1) можно применить к этой раскраске. В ре- 
зультате получим, что существует куб Км№/, содержащий одноцветные 
(в индуцированной раскраске) множества а’ +0’ иа’5 +’. Одноцвет- 
ность в индуцированной раскраске множества а'5 +’ означает, что в 
исходной раскраске кубы Км, +а’з+%' одинаково раскрашены для всех 
точек 5 множества 5. Каждый из этих одинаково раскрашенных кубов 
содержит одноцветные множества, 


То+аз+о, 4=0,1,...,р, 


причём цвет этих множеств не зависит от $. Таким образом, получаем 
одноцветные множества 


ам Е аб ++. 
Добавив к ним одноцветное множество Ту = а’ + То +%’, получим 
требуемый набор одноцветных множеств 
о = а’. Нар, 
Т/ =а5 + (и +а2 +... + ар)уш +”, 


где” = оу... 


Шаг 2. Если утверждение (Сз„ш.р) верно при всех натуральных р, то 
верно утверждение (Азош). 


Мы воспользуемся лишь тем, что утверждение (С5,и.р) верно при 
р = К, где К — количество цветов. В таком случае получаем одно- 
цветные множества То, Т!,...,Ть. Этих множеств больше, чем цветов, 
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поэтому у двух из них цвета одинаковые. Пусть, например, цвета мно- 
жеств Т, и Та, где г < 4, одинаковые. Напомним, что 


Т, = (и +... + а, -1)9+ (% +... + 4—1) + 
+ (+... +арш- у, 

Та= (и +... + а-1)5 + (а +... +аа-1)5+ 
+ (аа... +аруш +. 


Положим а’ =а, +... + али’ = (щи +...-+а,—1)8+ (+... Нар) -+ 
+ 5, где з — некоторая точка множества 5. Тогда а’ (9 9%) + и’ — 
одноцветное множество требуемого вида. 


11. Происхождение математических тер- 
минов 


Алгебра — в русском языке с 1717 г. Происходит из немецкого 
А]рефга, которое, в свою очередь, арабского происхождения. Арабский 
математик Мухаммед ибн Муса ал-Хорезми (787 — ок. 850), уроженец 
Хивы, написал книгу под названием «Хисаб ал-джабр ва-л-мукабала» 
(«Исчисление восполнения и противопоставления»). Значительная часть 
этой книги была посвящена решению уравнений. Для решения уравне- 
ний ал-Хорезми применял две основные операции: ал-джабр (восполне- 
ние) и ал-мукабала (противопоставление). Операция ал-джабр заключал 
лась в избавлении от членов со знаком «минусв одной части уравнения 
посредством добавления к обеим частям уравнения одного и того же 
члена. Операция ал-мукабала заключалась в сокращении равных членов 
в обеих частях уравнения. Словом ал-джабр вскоре стали называть все 
арабские трактаты на эту тему. Затем это слово распространилось на, 
всю теорию уравнений. В таком виде оно пришло в Европу в ХГУ в. В 
течение долгого времени алгебра как раз и была теорией уравнений. 

Алгоритм — латинизированный вариант имени арабского мате- 
матика ал-Хорезми (787 — ок. 850). В средневековой Европе алгорит- 
мом назывались десятичная система счисления и способы вычисления 
в ней, поскольку именно благодаря латинскому переводу трактата ал- 
Хорезми «Книга о сложении и вычитании на основе индийского ис- 
числения» в Европе познакомились с десятичной системой счисления. 
Десятичную систему счисления ал-Хорезми заимствовал у индийских 
математиков, что и видно из названия его трактата. 
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Анализ — из латинского апа]у$1з, которое происходит из греческо- 
го слова, означающего «разложение, растворение». 

Арифметика — от греческого агВтобз (число). В греческом язы- 
ке так называли только натуральные числа и положительные рапио- 
нальные числа. Важнейший древнегреческий трактат о свойствах на- 
туральных и рациональных чисел назывался «Арифметика и книга о 
многоугольных числах». Его автором был Диофант. 

Иррациональные числа — от латинского птайопаНз (неразум- 
ный). Первоначально в греческом языке использовался термин аггефоз, 
который одновременно означал «иррациональный, не выразимый в чи- 
слах»и «священный, тайный». Вероятно, это сыграло роль в возникно- 
вении легенды, согласно которой математик Гиппас из пифагорейской 
школы погиб в море из-за того, что нечестиво разгласил непосвящён- 
ным учение об иррациональных величинах, которое зародилось в пифа- 
горейской школе и хранилось в строгой тайне. Затем появился термин 
азушштейто$з, а после него — а050$, калькой которого и является латин- 
ское пта&юопаН$. 

Катет — от греческого КА ебоз (перпендикуляр). 

Квадрат — от латинского диа4табат (четырёхугольник). 

Куб — от латинского сиЪиз, которое происходит из греческого язы- 
ка. первоначально означало «игральная кость. 

Линия — от латинского слова Цпеа, которое означает «льняная» 
(имеется в виду льняная нить). 

Математика — от греческого тадвеётайКё, которое, в свою оче- 
редь, происходит от слова, тафВета, (наука). На происхождение этого 
термина болышое влияние оказала философская школа, пифагорейцев. 
Пифагорейцы делились на «математиков» и «акусматиков». Акусмати- 
ки не обучались наукам; им давали лишь устные наставления — «аку- 
смы» (от аКизКоз — слуховой). Математики же обучались наукам и 
занимались доказательствами. 

Пирамида — от греческого слова ругап{$, которым греки называл 
ли египетские пирамиды. В свою очередь, греческое слово происходит 
от древнеегипетского слова «пурама», которым называли пирамиды са- 
ми египтяне. 

Призма — от греческого слова, рута, которое означает «опилен- 
ная» (имелось в виду опиленное бревно). 

Пропорция — от латинского ргорогИо; так Цицерон перевёл гре- 
ческий термин Платона апаов1а (аналогия). 

Радиус — от латинского га4таз (радиус, луч). 
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Расстояние — калька французского 1$ апсе. 

Ромб — от латинского гопиз, которое происходит из греческого 
языка и означает «бубён». Раньше бубны имели не круглую форму, а 
форму квадрата или ромба. 

Сфера — от греческого слова зрЬ&та, которое означает «мяч». 

Точка — от тыкать, ткнуть. Аналогично латинское рапсбит 
(точка) происходит от рипеб (колю). От этих латинских слов проис- 
ходят русские слова «пункт», «пункция», «пунктуация». В греческом 
языке первоначально использовался термин зётё@юп (знак, признак), 
которому соответствует латинское з1епат. (Именно такой термин упо- 
треблял Евклид.) Позднее, со времён Аристотеля, получил распростра- 
нение термин зИтща (укол), которому как раз и соответствует латин- 
ское рипсиит 

'Трапеция — от латинского слова 4гаре а, которое происходит из 
греческого языка и означает «столик». От этого же корня происходит 
слово «трапеза», которое по-гречески означает «стол». 

Фигура — в русском языке с 1701 г. Происходит из латинского 
Прога от Виёо (образовывать, давать форму). В греческом языке ис- 
пользовался термин зсВетша (наружный вид, образ, форма). От этого 
греческого слова происходит русское «схема». 

Цилиндр — от латинского слова суПп@гиз, которое происходит из 
греческого языка и означает «валик», «каток». 
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ареатангенс гиперболический 304 

арифметики основная теорема 43 

ассоциативное кольцо 406 

ассоциативность 406 

астроида 341, 482 


Б 
безопасности парабола 482 
Безу теорема 118 


552 


Бернулли многочлены 462 

— числа 462 

бесконечное произведение абсо- 
лютно сходяшееся 362 

— — сходящееся 362 

Бине формула 188 

Больцано-Вейерштрасса теорема 
275 


В 

Валлиса, формула 339 

Вандермонда свёртка 167 

вариация функции на отрезке 294 

Варинга формула 18, 463, 464 

Вейерштрасса, теорема 276, 293 

Венна диаграмма 494 

верхняя интегральная сумма 338 

вершина графа 251 

взаимно однозначное отображе- 
ние 494 

— простые числа 48 

Вильсона теорема 372 

вогнутая функция 293 

возрастающая последователь- 
ность 275 

вполне вещественное алгебраиче- 
ское число 415 
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вторая производная 309 

вторые разности 474 

выпуклая функция 293 

выражение числа в квадратных 
радикалах 515 

вырожденная критическая точка 
485 


вычет квадратичный 375 


Г 

гармонический ряд 358 
Гаусса лемма 408 
Гаусса-Люка теорема 405 
гауссова сумма 377 

Гёльдера, неравенство 97 
гиперболическая амплитуда 304 
гиперболические функции 303 
— — обратные 304 
гиперболический ареакосинус 304 
— ареакотангенс 304 

— ареасинус 304 

— ареатангенс 304 

— косинус 303 

— котангенс 303 

— синус 303 

— тангенс 303 

гипоциклоида 482 

граф 251, 519 

— ориентированный 252 

— планарный 519 

— связный 251 

графа вершина 251 

— обход 252 

— ребро 251 


д 

Декарта правило 405 

дерево плоское бинарное 171 

десятичная дробь периодическая 
110 
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диаграмма, Венна 494 
дизъюнкция 222 

Дика путь 171 
дискриминант 411 
дистрибутивность 406 
дифференцируемая функция 309 
длина кривой 341 

— периода 110, 240 
дополнение 493 

дробь непрерывная 450 
— подходящая 450 

— цепная 450 


Е 

Евклида алгоритм 43, 189, 407, 
451 

единица 406 


З 
законы де Моргана 494 
золотое сечение 17, 451 


И 

игра «15» 215 

— крестики-нолики 226 

— ним 241 

импликация 222 

инверсия 215 

инволюция 507 

интеграл неопределённый 336 

— несобственный 344 

— определённый 338 

интегральная сумма 337 

— — верхняя 338 

— — нижняя 338 

интегрирование по частям 337 

интегрируемая функция 338 

интервал 290, 494 

интерполяционный многочлен Ла- 
гранжа 122 

— — Ньютона 122 
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ее 


енсена неравенство 293 


я 


кардиоида 482 

Карлсона неравенство 360 

касание кривых 480 

касательная 309 

Каталана числа 170, 461 

квадратичная иррациональность 
приведённая 452 

квадратичный вычет 375 

— закон взаимности 376 

— невычет 375 

китайская теорема об остатках 48 

кольцо 406 

— ассоциативное 406 

— коммутативное 406 

коммутативное кольцо 406 

коммутативность 406 

композиция функций 310 

конечных приращений формула 
313 

континуума мощность 495 

конъюнкция 222 

координаты полярные 480 

корень из единицы 259 

— — — примитивный 259 

— многочлена кратный 121 

— первообразный 381 

косинус гиперболический 303 

кососимметрический 
411 

котангенс гиперболический 303 

Коши критерий 276 

— неравенство 17, 92 

— теорема 314 

крайнего правило 206 

кратность корня многочлена 121 


многочлен 
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кратный корень многочлена 121 

крестики-нолики 226 

кривизна 483 

кривизны центр 484 

кривые соприкасающиеся 484 

криптография с открытым клю- 
чом 430 

критерий Коши 276 

критическая точка 485 

Кронекера алгоритм 432 

— теорема 534 


Л 

Лагранжа интерполяционный 
многочлен 122 

— резольвента 268 

— теорема 313, 379 

— тождество 64 

Лежандра символ 376 

лемма Гаусса 408 

лемниската 480 

Лиувилля теорема 414 

Лобачевского уравнение 440 

логарифм 302 

— формальный 460 

Лопиталя правило 316 


м 

максимальное паросочетание 252 

максимум 279 

малая теорема Ферма 371, 430 

Маркова уравнение 152 

Мёбиуса формула обращения 375 

— функция 374 

минимум 279 

Минковского неравенство 97 

многочлен кососимметрический 
411 

— неотрицательный 505 

— неприводимый 408 
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— от нескольких переменных 123 
— — —, степень 123 

— приводимый 407 

— симметрический 409 

— тригонометрический 138 
— унитарный 413 

— целозначный 123 
многочлены Бернулли 462 

— Чебышёва 412 

множества равномощные 494 
множество счётное 495 


моном 123 
монома степень 123 
мономиальный симметрический 


многочлен 409 
Моргана законы 494 
мощность континуума 495 
Муавра формула 258 
Мюрхеда неравенство 412 


Н 

наибольший общий делитель 407 
наилучшее приближение 452 
натуральный параметр 483 
невычет квадратичный 375 
неопределённый интеграл 336 
неотрицательный многочлен 505 
непрерывная дробь 450 

— функция 291 

неприводимый многочлен 408 
неравенство Гёльдера 97 

— Йенсена 293 

— Карлсона 360 

— Коши 17, 92 

— Минковского 97 

— Мюрхеда, 412 

— треугольника 92 
несобственный интеграл 344 
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неубывающая последовательность 
275 

нефроида, 482 

нечётная перестановка 215 

нижняя интегральная сумма 338 

ним 241 

нормаль 313 

нормированные элементарные 
симметрические функции 317 

нулевой элемент 406 

Ньютона интерполяционный мно- 
гочлен 122 

— формулы 410 

Ньютона_—Лейбница формула 339 


[9) 

обобщённая степень 475 

— функция Эйлера 372 

обратная функция 310 

обратные гиперболические функ- 
ции 304 

обратный элемент 407 

обход графа 252 

общее уравнение 527 

общий делитель 407 

объединение 493 

объём 340 

огибающая 480 

ограниченная последовательность 
275 

— сверху последовательность 275 

ограниченное сверху множество 
279 

— снизу множество 279 

ограниченной вариации функция 
294 

односторонний предел 291 

окружность соприкасающаяся 484 

определённый интеграл 338 
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ориентированный граф 252 

основная теорема алгебры 404 

— — арифметики 43 

— 0 симметрических много- 
членах 411 

отображение взаимно однознач- 
ное 494 

отрезок 290, 494 

отрицание 222 


п 

парабола безопасности 482 

парадокс Кантора 496 

— лжеца 221 

— парикмахера 221 

— Рассела 496 

— Ришара 222 

параметр натуральный 483 

паросочетание 252 

— максимальное 252 

Пелля уравнение 151, 186, 452 

— уравнения фундаментальное 
решение 151 

первообразная 336 

первообразный корень 380, 381 

первые разности 474 

перемен знака число 404 

пересечение 493 

перестановка нечётная 215 

— чётная 215 

периодическая десятичная дробь 
110 

пифагорова тройка, 149 

— — примитивная 149 

планарный граф 519 

плоское бинарное дерево 171 

площадь 340 

— поверхности вращения 342 

подмножество 493 
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подполе 407 

подпоследовательность 275 

подходящая дробь 450 

показатель 380 

показательная функция 301 

поле 407 

— разложения 415 

полный однородный симметриче- 
ский многочлен 409 

полуинтервал 494 

полярные координаты 480 

последовательность  возрастаю- 
шая 275 

— неубывающая 275 

— ограниченная 275 

— — сверху 275 

— рекуррентная 187 

— Фарея 75 

— Штурма 405 

постоянная Эйлера 359 

построение циркулем и линейкой 
512 

правило Декарта 405 

— крайнего 206 

— Лопиталя 316 

правильная скобочная структура 
171 

предел односторонний 291 

— последовательности 274 

— функции 290 

предельная точка 275 

приближение наилучшее 452 

приведённая квадратичная ирра- 
циональность 452 

приводимый многочлен 407 

признак Эйзенштейна, 408 

примитивная пифагорова тройка 
149 
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примитивный корень из единицы 
259 

присоединение корня 415 

произведение циклов 215 

производная 309 

— п-го порядка 309 

— вторая 309 

— второго порядка 309 

— формальная 459 

— частная 479 

производящая функция 409, 461 

простое число 43 

противоположный элемент 406 

псевдопростое число 371 

путь Дика 171 


Р 

равномерно непрерывная функ- 
ция 294 

равномощные множества, 494 

разбиение 411 

разбиений число 463 

разложение в цепную дробь 450 

разности вторые 474 

— первые 474 

разрешимое в радикалах уравне- 
ние 528, 534 

Рамануджана тождества, 73, 410 

расходящийся ряд 357 

расширение поля 407 

ребро графа 251 

резольвента Лагранжа 268 

результант 19 

рекуррентная 
ность 187 

репьюнит 240 

Ролля теорема 313 

Руше теорема, 404 

ряд 357 


последователь- 
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— гармонический 358 
— расходящийся 357 
— сходящийся 357 

— формальный 458 
ряда сумма 357 


С 

свёртка Вандермонда 167 
связный граф 251 

символ Лежандра 376 
симметрический многочлен 409 
— — мономиальный 409 

— — полный однородный 409 
— — элементарный 409 

синус гиперболический 303 
совершенное число 374 
содержание многочлена, 408 
соприкасающаяся окружность 484 
соприкасающиеся кривые 484 
соприкосновение 484 
сопряжённые числа 74, 413 
сортировка 428 

— вставками 428 

— слияниями 429 

составное число 43 


среднее арифметико-геометрическое 


277 
степенная сумма 409 
степень обобщённая 475 
Стирлинга формула 360 
сумма интегральная 337 
— ряда 357 
— степенная 409 
схема Горнера 428 
сходящееся бесконечное произве- 
дение 362 
сходящийся ряд 357 
счётное множество 495 
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т 

таблица истинности 222 

тавтология 222 

тангенс гиперболический 303 

Тейлора, формула 318 

теорема Абеля 532 

— Безу 118 

— Больцано-Вейерштрасса 275 

— Вейерштрасса, 276, 293 

— Вильсона 372 

— Гаусса_Люка 405 

— Коши 314 

— Кронекера 534 

— Лагранжа 313, 379 

— Лиувилля 414 

— о промежуточном значении 18, 
292 

— об остатках китайская 48 

— основная арифметики 43 

— 0 симметрических много- 
членах 411 

— Ролля 313 

— Руше 404 

— Ферма 313 

— — малая 371 

— Фурье-Бюдана 405 

— Чебышёва 382 

— Шевалле 373 

— Штурма 405 

— Эйлера 372, 451 

тождества Рамануджана '73, 410 

тождество Лагранжа, 64 

— Эйлера 463 

точка критическая 485 

— — вырожденная 485 

— предельная 275 

— фокальная 485 

точная верхняя грань 279 

— нижняя грань 279 
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транспозиция 214 

трансцендентная функция 317 

трансцендентное число 413 

треугольника неравенство 92 

тригонометрический многочлен 
138 

трисекция угла 512 

тройка пифагорова 149 


У 

удвоение куба 512 

унитарный многочлен 413 

уравнение Лобачевского 440 

— Маркова 152 

— общее 527 

— Пелля 151, 186, 452 

— разрешимое в радикалах 528, 
534 

уравнения Пелля фундаменталь- 
ное решение 151 


Ф 

Фарея последовательность 75 

Ферма, теорема 313, 371 

— — малая 430 

Фибоначчи числа 188, 452 

фокальная точка 485 

формальная производная 459 

— экспонента 460 

формальный логарифм 460 

— ряд 458 

формальных рядов произведение 
458 

— — сумма 458 

формула Бине 188 

— Валлиса 339 

— Варинга 18, 463, 464 

— включений и исключений 170 

— интегрирования по частям 337 

— конечных приращений 313 
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— Муавра 258 

— Ньютона-Леибница 339 

— обращения Мёбиуса 375 

— Стирлинга 360 

— суммирования Эйлера 476 
— Тейлора 318 

— Эйлера 361 

формулы Ньютона 410 
фундаментальное решение 151 
— — уравнения Пелля 151 
функции гиперболические 303 
функция л(п) 382 

— 0 (п) 374 

— алгебраическая 317 

— вогнутая 293 

— выпуклая 293 

— дифференцируемая 309 

— интегрируемая 338 

— Мёбиуса 374 

— непрерывная 291 

— обратная 310 

— ограниченной вариации 294 
— показательная 301 

— производящая 409, 461 

— равномерно непрерывная 294 
— трансцендентная 317 

— Эйлера 170, 372, 430 

— — обобщённая 372 
Фурье-Бюдана теорема, 405 


ц 


целое алгебраическое число 413 
пелозначный многочлен 123 
центр кривизны 484 

цепная дробь 450 

цикл 251 

циклоида 341, 485 


Ч 
частная производная 479 
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Чебышёва многочлены 412 

— теорема, 382 

чётная перестановка 215 

числа Бернулли 462 

— взаимно простые 48 

— Каталана, 170, 461 

— сопряжённые 74, 413 

— Фибоначчи 188, 452 

число алгебраическое 413 

— —_ вполне вещественное 415 
— перемен знака 404 

— простое 43 

— псевдопростое 371 

— разбиений 463 

—, свободное от квадратов 151 
— совершенное 374 

— составное 43 

— трансцендентное 413 

— целое алгебраическое 413 
чисто периодическая дробь 110 


ш 

Шевалле теорема 373 

Штурма последовательность 405 
— теорема 405 


э 

эволюта 485 

Эйзенштейна признак 408 

Эйлера постоянная 359 

— теорема 372, 451 

— тождество 463 

— формула 361 

— — суммирования 476 

— функция 170, 372, 430 

эквивалентность 222 

экспонента формальная 460 

элементарные — симметрические 
функции нормированные 317 
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элементарный симметрический | эпициклоида 482 
многочлен 409 


